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EXERCICE 1 (14 points) ]

Q. 1 Soit U e M,,(C) une matrice triangulaire supérieure.
a. A quelles conditions, sur ses coefficients, la matrice U est-elle inversible?
On suppose, pour la suite, la matrice U inversible.
b. Expliquer en détails le principe de résolution du systéme linéaire Ux = b avec b € C" donné.
c. Ecrire la fonction algorithmique RSLTRISUP permettant de déterminer le vecteur & solution de Uz = b.

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive décomposée sous la forme A = D—E—F ou D = diag(A),
E est triangulaire inférieure et d’éléments nuls sur la diagonale et F est triangulaire supérieure et d’éléments
nuls sur la diagonale.

Q. 2 Ecrire la fonction algorithmique DEcoMPDEF permettant de retourner les matrices D, E et F.

On va maintenant étudier une méthode itérative pour la résolution du systéme linéaire Az = b ou le vecteur
be C" est donné. Soit 2% € €™ donné, on définit la suite (z!*1)cn de C™ par

(D—E)zl*+12 = pltl 4 p (1)
(D — F)zlk+t —  gglk+1/2l (2)

le vecteur z[#+1/2] ¢tant considéré comme un vecteur intermédiaire permettant le calcul de z!*+1] en fonction
de zl¥1.

Q. 3 Montrer que le vecteur ¥+ peut s’écrire sous la forme

a1 — Blkl 4 ¢ (3)
0t B = (D —F)'E(D — E)'F et oi I’on determinera le vecteur c.
On pose el#] = glFl — glk=1] Vi e IN*,

Q.4 a. Montrer que
elF+1 — Belkl, (4)

b. Ecrire précisemment le théoréme du cours donnant des conditions nécessaires et suffisantes pour avoir la
convergence de la suite el*].

¢. Que peut-on en déduire sur la convergence de la suite z!*1.

Q.5 a. Montrer que
D'=({D-E)"'-D'E(D-E)" (5)

b. Soit (\,p) un élément propre de la matrice B. Montrer que
Mp + (A — 1)ED'Fp = 0. (6)

Q. 6 En déduire la convergence du schéma (3) vers la solution £ de Az =b.

On suppose les fonctions DecompDEF et RSLTriSur déja écrites (voir ci-dessus pour leurs descriptifs) ainsi
que la fonction RSLTriINF permettant de résoudre un systéme linéaire avec une matrice triangulaire inférieure
inversible.



Q.7 a. A partir de (1) et (2), expliquer comment déterminer x*+11 en fonction de x!*! sans calculer de
matrices inverses.

b. Décrire le principe de la résolution de Az = b par le schéma itératif (1) et (2) sans calculer de matrices
inverses et en expliquant le(s) critére(s) d’arrét.

EXERCICE 2 (10 poinTs) ]

Soient n € IN. On considére un ensemble de n + 1 triplets de R® donnés : (xy, f;, f))o<i<n € (R3)"F1 . On
suppose que les points x; sont deux & deux distincts.

Q. 1 Base de Lagrange :
a. Soit i € [0, n].Supposons qu’il existe un polynome ¢; de degré au plus n satisfaisant la propriété suivante :
1 sii=y,

vieloml. i) = {0 i 1)

Montrer que (s’il existe) le polynéme ¢; est unique.

b. Soit i € [0,n].Montrer que le polynome w; défini par

n
n (t =z )
wi(t) = L2 , VteR
H (i — x;)
i=0,j#i

satisfait la condition (1). Conclure.

c. Montrer que la famille (¢;)o<i<n forme une base de l’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a n.

d. Soit i € [0,n].On pose q; = (¢;)?. Montrer que q; est un polynéme de degré 2n satisfaisant

Gilz) =1, dw) =Y ——, et ql;) = alz;) = 0¥j e [0,n]\{i}
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RS
[}

<

Q. 2 Interpolation de Hermite : 'objectif de cette question est de construire un polynoéme Hs, 1 de degré
au plus 2n + 1 satisfaisant la propriété suivante :

Vie [[O,Tl]], H2n+1(l'i) = f’ia et H/2n+1(m’i) = fz/ (2)
Le polynome Hay, 41 est appelé polynome d’interpolation d’Hermite des triplets (z;, fi, f!)o<i<n-
a. Montrer que s’il existe, le polynome Hay 11 est unique.

b. Soit (r;)o<i<n un ensemble de n + 1 polynémes de degré au plus 1. On considére le polynéme r (de degré
au plus 2n + 1) défini par

ot le polynome q; est défini en Q.1-d.

Montrer que le polynome r satisfait la propriété (2) si et seulement si,
Vie [0,n], ri(z)=fi et vi(x;)=f—q(x;)fi

¢. A laide des deuz questions précédentes, montrer qu’il existe un unique polynome Hon,1 de degré au plus
2n + 1 satisfaisant (2).



