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Exercice 1 (14 points)

Q. 1 Soit U PMnpCq une matrice triangulaire supérieure.

a. A quelles conditions, sur ses coe�cients, la matrice U est-elle inversible?

On suppose, pour la suite, la matrice U inversible.

b. Expliquer en détails le principe de résolution du système linéaire Uxxx “ bbb avec bbb P Cn donné.

c. Ecrire la fonction algorithmique RSLTriSup permettant de déterminer le vecteur xxx solution de Uxxx “ bbb.

Soit A PMnpCq une matrice hermitienne dé�nie positive décomposée sous la forme A “ D´E´F où D “ diagpAq,
E est triangulaire inférieure et d'éléments nuls sur la diagonale et F est triangulaire supérieure et d'éléments
nuls sur la diagonale.

Q. 2 Ecrire la fonction algorithmique DecompDEF permettant de retourner les matrices D, E et F.

On va maintenant étudier une méthode itérative pour la résolution du système linéaire Axxx “ bbb où le vecteur
bbb P Cn est donné. Soit xxxr0s P Cn donné, on dé�nit la suite pxxxrksqkPN de Cn par

pD´ Eqxxxrk`1{2s “ Fxxxrks ` bbb (1)

pD´ Fqxxxrk`1s “ Exxxrk`1{2s ` bbb (2)

le vecteur xxxrk`1{2s étant considéré comme un vecteur intermédiaire permettant le calcul de xxxrk`1s en fonction
de xxxrks.

Q. 3 Montrer que le vecteur xxxrk`1s peut s'écrire sous la forme

xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc (3)

où B “ pD´ Fq-1EpD´ Eq-1F et où l'on determinera le vecteur ccc.

On pose eeerks “ xxxrks ´ xxxrk´1s, @k P N˚.

Q. 4 a. Montrer que
eeerk`1s “ Beeerks. (4)

b. Ecrire précisemment le théorème du cours donnant des conditions nécessaires et su�santes pour avoir la
convergence de la suite eeerks.

c. Que peut-on en déduire sur la convergence de la suite xxxrks.

Q. 5 a. Montrer que
D-1 “ pD´ Eq´1 ´ D-1EpD´ Eq´1. (5)

b. Soit pλ,pppq un élément propre de la matrice B. Montrer que

λAppp` pλ´ 1qED-1Fppp “ 0. (6)

Q. 6 En déduire la convergence du schéma (3) vers la solution xxx de Axxx “ bbb.

On suppose les fonctions DecompDEF et RSLTriSup déjà écrites (voir ci-dessus pour leurs descriptifs) ainsi
que la fonction RSLTriInf permettant de résoudre un système linéaire avec une matrice triangulaire inférieure
inversible.



Q. 7 a. A partir de (1) et (2), expliquer comment déterminer xxxrk`1s en fonction de xxxrks sans calculer de
matrices inverses.

b. Décrire le principe de la résolution de Axxx “ bbb par le schéma itératif (1) et (2) sans calculer de matrices
inverses et en expliquant le(s) critère(s) d'arrêt.

Exercice 2 (10 points)

Soient n P N. On considère un ensemble de n ` 1 triplets de R3 donnés : pxi, fi, f
1
iq0ďiďn P pR

3qn`1 . On
suppose que les points xi sont deux à deux distincts.

Q. 1 Base de Lagrange :

a. Soit i P v0, nw.Supposons qu'il existe un polynôme `i de degré au plus n satisfaisant la propriété suivante :

@j P v0, nw, `ipxjq “

#

1 si i “ j,

0 si i ‰ j.
(1)

Montrer que (s'il existe) le polynôme `i est unique.

b. Soit i P v0, nw.Montrer que le polynôme wi dé�ni par

wiptq “

n
ź

j“0,j‰i

pt´ xjq

n
ź

j“0,j‰i

pxi ´ xjq

, @t P R

satisfait la condition (1). Conclure.

c. Montrer que la famille p`iq0ďiďn forme une base de l'espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels de
degré inférieur ou égal à n.

d. Soit i P v0, nw.On pose qi “ p`iq2. Montrer que qi est un polynôme de degré 2n satisfaisant

qipxiq “ 1, q1ipxiq “
n

ÿ

j“0
j‰i

2

xi ´ xj
, et q1ipxjq “ qipxjq “ 0 @j P v0, nwztiu

Q. 2 Interpolation de Hermite : l'objectif de cette question est de construire un polynôme H2n`1 de degré
au plus 2n` 1 satisfaisant la propriété suivante :

@i P v0, nw, H2n`1pxiq “ fi, et H12n`1pxiq “ f 1i . (2)

Le polynôme H2n`1 est appelé polynôme d'interpolation d'Hermite des triplets pxi, fi, f
1
iq0ďiďn.

a. Montrer que s'il existe, le polynôme H2n`1 est unique.

b. Soit priq0ďiďn un ensemble de n` 1 polynômes de degré au plus 1. On considère le polynôme r (de degré
au plus 2n` 1) dé�ni par

rptq “
n

ÿ

i“0

qiptqriptq.

où le polynôme qi est dé�ni en Q.1-d.

Montrer que le polynôme r satisfait la propriété (2) si et seulement si,

@i P v0, nw, ripxiq “ fi et r1ipxiq “ f 1i ´ q
1
ipxiqfi.

c. À l'aide des deux questions précédentes, montrer qu'il existe un unique polynôme H2n`1 de degré au plus
2n` 1 satisfaisant (2).


