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[ EXERCICE 1 (10 poinTs) ]

Soit A € M,,(R) une matrice inversible telle que ses éléments diagonaux soient tous non nuls et soit b un
vecteur de R™. On souhaite résoudre le systéme linéaire

Az =b (1)

en utilisant la méthode itérative suivante : « étant un réel non nul et le vecteur z(°) € R" étant donné,
on construit la suite (x(k)) vy Par la formule de récurrence

z*+) — (1— aD'A)z™® + aD™'b, (2)

ou I est la matrice identité et D la matrice diagonale constituée de la diagonale de A (D;; = Ay, Vi€
[1,7n]).
Q. 1 Montrer que si la suite (.’L'(k))
Az =b.

wey Converge vers & € R™, alors & est la solution du systéme linéaire

Q. 2 Soit Ee M,(R) et |- |s une norme matricielle subordonnée sur M, (R). Montrer que

p(E) < [E]s. 3)

Q. 3 (a) Eaxprimer les coefficients de la matrice (I—aD~'A) en fonction des coefficients de A et de a.

(b) En déduire ’expression :Egkﬂ), Vi e [1,n], en fonction de a et des coefficients de A, deb et de z(®).

On suppose que A est & diagonale strictement dominante! et que 0 < a < 1.

Ax
Q.4 (a) On rappelle que pour A € M, (R), on a |A|, = sup H HOO. Montrer que
220 [Z]o
IT—aD Al < 1. (4)

(b) En déduire que la suite (F))renw converge vers la solution de (1).

Q. 5 (Algo) (a) Ecrire une fonction RSLiterDSD permettant de résoudre le systéme Ax =b ot A est
(k+1)

i

diagonale strictement dominante en utilisant la méthode itérative donnée par l'expression de &
explicitée en Q. 3 (b). La parameétre o devra étre passé en paramétre.

(b) Ecrire une fonction matDSD, permettant de générer une matrice pseudo-aléatoire d’ordre n & di-
agonale strictement dominante dont les coefficients hors diagonale sont dans l’intervalle [a,b]. On
pourra utiliser la fonction rand(p, q) qui retourne une matrice aléatoire de M, ,(R) dont les coef-
ficients sont uniformément distribués sur [0, 1].

(c) Rappeler précisement la formule du produit d’une matrice par un vecteur (avec hypothéses) et
écrire une fonction ProdMatVec, retournant le produit d’une matrice par un vecteur.

(d) Proposer un programme permettant de tester la validité de la fonction RSLiterDSD.

n
1Une matrice A € M, (R) est dite & diagonale strictement dominante si, |A; ;| > Z |A; ], Vi€ [1,n].

j=1
J#i



[ EXERCICE 2 (10 poinTs)

Soient f € C%([a,b];R) et Q,(f,a,b) Une formule de quadrature élémentaire est donnée par :
Qu(f,a,0) (b —a) Y] w;f(x;) (1)
3=0

avec Yj € [0,n] w; € Ret z; € [a,b], les z; étant distincts deux a deux. Cette formule permet d’approcher
I'intégrale de f entre a et b.
Par exemple la formule de quadrature élémentaire de Simpson est donnée par

a+b

)+ 1), 2)

Q.1 (a) Rappeler la définition du degré d’exactitude pour la formule de quadrature (1).

—a

gsimpson (¢ by = D=0 p )

(b) Démontrer que la formule de quadrature élémentaire (1) a n+ 1 points a pour degré d’exactitude k

st et seulement si
br+1 _ ar+1

(b—a) Z w;T; = , Vrelo,k]. (3)
i=0

r+1

c) On note H la matrice de M, 1(R) de composantes (H); ; = H; ; = xjjl. Démontrer que cette
+ D J J i—1 q
matrice est inversible.

(d) En déduire qu’il existe une unique formule de quadrature élémentaire (1) & n+ 1 points ayant pour
degré d’exactitude n au moins.

Q. 2 On suppose les poids w; donnés par

1 b n 1‘—.13]' L t—tj .
wi_b—aLHCEi—xjdx_Lth tjdt, Vi € [0,n] (4)
7=0 j=0

J#i J#i

avec t; = (x; — a)/(b— a). Montrer alors que la formule (1) a pour degré d’exactitude n au moins.

On dit que la formule de quadrature (1) est symétrique si

. i b
Vi € [0, n], i +2mn L= a—2|— et w; = Wp_;. (5)

Q. 3 (a) Montrer que si la formule (1) est symétrique et exacte pour les polyndmes de degré 2m
alors elle est nécessairement exacte pour les polynomes de degré 2m + 1.

(b) Démontrer que la formule de Simpson (2) a pour degré d’exactitude 3.
Soit g € C°([a, B]; R). On note (z;)XY, la discrétisation réguliére de I'intervalle [, 3] avec N + 1 points.
Q. 4 Ezxpliquer le principe d’une méthode de quadrature composée associée a la formule élémentaire (1)

pour le calcul d’une approzimation de lintégrale de g sur Uintervalle [a, B].

Q. 5 (a) Donner précisement la méthode de quadrature composée associée o la formule élémentaire de
Simpson (2) pour le calcul d’une approximation de l'intégrale de g sur Uintervalle [, 8] en utilisant
la discrétisation réguliere (z;)N., de cet intervalle.

(b) Quel est le degré d’exactitude de cette méthode composée? Justifiez
La méthode de quadrature composée des trapézes est donnée par
B-a <

o D (g(zk-1) + g(zx))- (6)

k=1

Q. 6 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique QuadTrap calculant une approzimation de SS g(z)dx
par la méthode de quadrature composée des trapézes (6). Dans cette fonction il faudra minimiser le
nombre d’appels a la fonction g.

Q. 7 (algorithmique) Proposer un algorithme permettant de vérifier/trouver numériquement le degré
d’exactitude de (6).



