
Exercice 1

Soient α P R et bbb P R3. On définit la matrice Aα par

Aα “

¨

˝

2 α 0
α 2 α
0 α 2

˛

‚

Q. 1 Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur α pour que la matrice Aα soit inversible.

Q. 2 Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur α pour que la matrice Aα soit définie positive.

Q. 3 Les méthodes itératives de Jacobi et de Gauss-Seidel sont-elles bien définies?

Q. 4 Etudier la convergence de la méthode de Jacobi pour la résolution de Aαxxx “ bbb.

Q. 5 Etudier la convergence de la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution de Aαxxx “ bbb.

Exercice 2

Q. 1 a. Ecrire explicitement un polynôme P de degré 2 passant par les points A “ p1; 0q, B “ p2; 2q et
C “ p3; 6q.

b. Démontrer que le polynôme P est l’unique polynôme de degré 2 passant par les points A, B et C.

Q. 2 a. Ecrire explicitement un polynôme Q de degré 3 tel que

Qp1q “ 4, Qp2q “ 5,

Q1p1q “ 3, Q1p2q “ 2.

b. As-t’on unicité du polynôme Q? Justifiez

Problème 1

Soient f une fonction définie sur r´1, 1s à valeurs réelles. On souhaite approcher
ş1

´1
fpxqdx par Qnpfq une

formule de quadrature élémentaire

Qnpfq “ 2
n
ÿ

i“0

wifpxiq (1)

où n P N, pxiqni“0 sont des points distincts 2 à 2 dans r´1, 1s et pwiqni“0 sont des réels.

Q. 1 Soit k P N.

a. Montrer que si Qn est de degré d’exactitude k au moins alors

@r P v0, kw, 2
n
ÿ

i“0

wix
r
i “

"

0 si r est impair
2
r`1 sinon (2)

b. Montrer que si (2) est vérifiée alors Qn est de degré d’exactitude k au moins.

c. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les pwiqni“0 pour que Qn soit de degré d’exactitude 0
au moins.

Soient A PMn`1pRq la matrice définie par

Ai,j “ xj´1
i´1 , @pi, jq P v1, n` 1w.

et uuu “ pu1, . . . , un`1q
t P Rn`1. On note Puuu le polynôme

Puuupxq “
n
ÿ

i“0

ui`1x
i.
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Q. 2 a. Soient bbb def
“ Auuu le vecteur de Rn`1 et i P v1, n` 1w. Exprimer bi, la i-ème composante de bbb, en

fonction de Puuu et de xi´1.

b. En déduire que la matrice A est inversible (indication: montrer que son noyau est réduit à l’élément nul...).

c. On définit WWW def
“ pw0, . . . , wn`1q

t P Rn`1. En utilisant (2), montrer que Qn est de degré d’exactitude n au
moins si et seulement si

pAtqWWW “ ccc (3)

où l’on explicitera le vecteur ccc.

d. (algo.) Ecrire la fonction algorithmique Poids retournant l’ensemble des poids pwiqni“0 pour un ensembre
de points pxiqni“0 donnés, distincts 2 à 2 tels que la formule de quadrature élémentaire Qn soit de degré
d’exactitude n au moins. On pourra utiliser pour cela la fonction xxx Ð SolvepB, bbbq resolvant le système
linéaire Bxxx “ bbb, où B PMdpRq est une matrice inversible, bbb et xxx sont deux vecteurs de Rd.

Les points pxiqni“0 étant les points de la formule de quadrature élémentaire Qn, le polynôme d’interpolation
de Lagrange associé aux pn` 1q points pxi, fpxiqqiPv0,nw, noté Lnpfq, est donné par

Lnpfqpxq “
n
ÿ

i“0

fpxiqLipxq, @x P R (4)

avec

Lipxq “
n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

, @i P v0, nw, @x P R. (5)

Si f P Cn`1pr´1; 1s;Rq alors, @x P r´1, 1s, Dξx P pminpxi, xq,maxpxi, xqq,

fpxq ´ Lnpfqpxq “
f pn`1qpξxq

pn` 1q!
πnpxq (6)

où πnpxq
def
“

n
ź

i“0

px´ xiq.

Q. 3 a. Montrer que Qn est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si

wi “
1

2

ż 1

´1

Lipxqdx, @i P v0, nw. (7)

b. On suppose que Qn est de degré d’exactitude n au moins et que f P Cn`1pr´1; 1s;Rq. Montrer que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

´1

fpxqdx´Qnpfq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›f pn`1q
›

›

8

pn` 1q!

ż 1

´1

|πnpxq|dx (8)

Q. 4 Soient k P N˚ et Qn une formule de quadrature élémentaire de degré d’exactitude n P N au moins. Soit
P P Rn`krXs.

a. On note P “ Qπn ` R la division euclidienne du polynôme P par πn. Préciser les degrés des polynômes
intervenant dans cette division.

b. Démontrer que l’on a alors
ż 1

´1

Ppxqdx´QnpPq “

ż 1

´1

Qpxqπnpxqdx (9)

c. En déduire que Qn est de degré d’exactitude n` k au moins si et seulement si
ż 1

´1

πnpxqSpxqdx “ 0, @S P Rk´1rXs. (10)

d. Déduire de (10) que Qn est de degré d’exactitude n ` k au moins si et seulement si pour toute base
tB0, . . . ,Bk´1u de Rk´1rXs

ż 1

´1

πnpxq Brpxqdx “ 0, @r P v0, k ´ 1w (11)

(remarque: dans la pratique, on utilise cette relation avec la base des monômes)
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e. En utilisant (10), montrer que le degré d’exactitude de Qn est au plus 2n` 1.

Q. 5 Application avec n “ 1

a. En utilisant la question précédente, déterminer les points x0 et x1 pour que la formule de quadrature
élémentaire Q1 puisse être de degré d’exactitude 3.

b. En déduire les poids w0 et w1 pour que la formule soit de dégré d’exactitude 3.

Les polynômes de Legendre peuvent être définis par la formule de récurrence de Bonnet

pn` 1qPn`1ptq “ p2n` 1qtPnptq ´ nPn´1ptq, @n ě 1 (12)

avec P0ptq “ 1 et P1ptq “ t.
On a les propriétés suivantes:

prop.1 le polynôme de Legendre Pn est de degré n,

prop.2 la famille tPkunk“0 est une base de RnrXs,

prop.3 pour tout pm,nq P N2, on a
ż 1

´1

PmptqPnptqdx “
2

2n` 1
δm,n, (13)

ce qui correspond à l’orthogonalité des polynômes de Legendre pour le produit scalaire

xPm,Pny “

ż 1

´1

PmptqPnptqdx.

prop.4 Pour n ě 1, Pn est scindé sur R et ses n racines sont simples dans s ´ 1, 1r, c’est à dire

Pnptq “ C
n´1
ź

i“0

pt´ tiq, C P R
˚

où les ti sont 2 à 2 distincts (et ordonnés). Les pn` 1q racines simples de Pn`1 sont alors chacunes dans
l’un des pn` 1q intervalles sa, t0r, st0, t1r, . . . , stn´2, tn´1r, stn´1, br.

On choisi les pn ` 1q points de Qn comme étant les pn ` 1q racines distinctes du polynôme de
Legendre Pn`1 et les pn` 1q poids donnés par (7).

Q. 6 Montrer que Qn est alors de degré d’exactitude 2n` 1.

Soit Mn le polynôme de Legendre normalisé de degré pn` 1q, Mn “
Pn

}Pn}
avec }Pn} “ xPn,Pny

1{2
.

Q. 7 a. Montrer que
cn`1Mn`1ptq “ tMnptq ´ cnMn´1ptq, n ą 1 (14)

avec

M0ptq “

c

1

2
, M1ptq “

c

3

2
t et cn “

c

n2

4n2 ´ 1

b. On définit le vecteur MMMptq de Rn`1 par MMMptq “ pM0ptq, . . . ,Mnptqq
t. Montrer que l’on a

tMMMptq “ AMMMptq ` cn`1Mn`1ptqeeen`1 (15)

où l’on explictera la matrice tridiagonale A PMn`1pRq en fonction des coefficients c1, . . . , cn. Le vecteur
eeen`1 étant le pn` 1q-ème vecteur de la base canonique de Rn`1.

c. En déduire que les pn` 1q racines distinctes de Mn`1 P Rn`1rXs sont les pn` 1q valeurs propres de A.

On suppose que l’on dispose de la fonction algorithmique EigpAq retournant l’ensemble des valeurs propres
d’une matrice symétrique A PMn`1pRq dans l’ordre croissant sous la forme d’un vecteur de Rn`1.

Q. 8 (algo.) Ecrire la fonction rttt,wwws Ð PointsPoidspnq retournant le tableau des points ttt et le tableau des
poids www associés à Qn. On pourra utiliser, au besoin, les fonctions algorithmes déjà écrites.
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Soient g une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles. On souhaite approcher
şb

a
gptqdt par Snpg, a, bq une

formule de quadrature élémentaire

Snpg, a, bq “ pb´ aq
n
ÿ

i“0

νigpsiq (16)

où n P N, psiqni“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et pνiqni“0 sont des réels.

Q. 9 a. Par un changement de variable à expliciter, donner, sans démonstration, les poids pνiqni“0 et les
points psiqni“0 permettant d’avoir un degré d’exactitude p2n ` 1q pour Snpg, a, bq, ceux-ci étant exprimés
en fonctions des poids et des points de Qn.

b. (algo.) Ecrire la fonction I Ð QuadElempg, a, b, nq retournant une approximation de
şb

a
gptqdt en utilisant

la formule de quadrature élémentaire à pn` 1q points sur l’intervalle ra, bs de degré d’exactitude p2n` 1q.
On pourra utiliser, au besoin, les fonctions algorithmes déjà écrites.

c. (algo.) Proposer un programme permettant de tester/valider le degré d’exactitude de la fonction précé-
dente.

Q. 10 Soit q une fonction définie sur rα, βs à valeurs réelles, α ă β

a. Expliquer le principe d’une méthode de quadrature composée associée à la formule de quadrature élémen-
taire Sn pour le calcul de

şβ

α
qpsqds sachant que l’on souhaite utiliser une discrétisation régulière de rα, βs

avec pN ` 1q points pour la méthode de quadrature composée. On explicitera la formule de quadrature
composée en fonction de Sn.

b. (sans démonstration) Quel est le degré d’exactitude de cette méthode de quadrature composée? Quel est
son ordre de convergence?

c. (algo.) Ecrire la fonction QuadComp retournant une approximation de
şβ

α
fpxqdx en utilisant la formule

de quadrature composée précédente. On pourra utiliser, au besoin, les fonctions algorithmes déjà écrites.
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