Proposition

Soit Qn(f,a,b) definie en (5.1]), une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points (z;);eon (distincts deux &
deux) . La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si pour tout i € [0, n], les

poids w; sont donnés par

avec t; = (z; —a)/(b—a).
Si f e C"1([a,b];R) alors on a
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Proof. Par le changement de variables s : t — a + (b — a)t on obtient
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et 'on a x; = s(t;) =a+ (b—a)t; out; = (r; —a)/(b—a). On en déduit
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On note L,,(f) le polynome d’interpolation de Lagrange associés aux points (z;, f(2i))ie[on] :

On a alors

Jb Ln(f)(z)dx = i f (i) Lb Li(x)dz.

a i=0

On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude n. Soit ¢ € [0,n], L; € R,[X] et on en déduit
alors

Qn(LZ‘, a, b) = Jb Lz(aj‘)daj
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Or comme L;j(x;) = d; ; on a

Qu(Lia,b) = (b—a) Y wiLi(z;) = (b— a)w;.
j=0

On suppose les poids (w;)?"_, donnés par (P-1). La formule de quadrature s’écrit alors
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Soit P € R,,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = L,,(P) et

Comme f € C"*1([a,b]; R), pour démontrer I'inégalité (P-2) on peut appliquer le théoréme pour obtenir

(n+1 n
Vo € [a,b], 3 € [a,b], f(z)— La(f)(z) = [ ) H

n+1 0

En intégrant cette équation sur U'intervalle [a, b], on aboutit a

Jf d:p—fﬁ dx—
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et donc




