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On propose de chercher des approximations de

| = jb f(x)dx

a

a

Figure: Représentation de S: f(x)dx (aire de la surface colorée)
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@ Definition
Soient f € C°%([a, b]; R) et Q,(f,a, b) la formule de quadrature élémentaire donnée

par :
Qn(f,2,b) = (b - a) Z@f@ (1)

POWJS POMfS
avec Vj € [0,n] wj € R et xj [a, b] distincts deux & deux. L'erreur associée a cette
formule de quadrature, notée &, p(f), est définie par

E.5(F) = Jb F(x)dx — Qn(F, a,b), VF eC%[a, b]:R) 2)

' Definition

On dit qu'une formule d'intégration (ou formule de quadrature) est d'ordre p ou a pour
degré d’exactitude p si elle est exacte pour les polynémes de degré inférieur ou égal a

p.
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Formule du rectangle a gauche

A € gf’w{\(%
(b o) Pl = bala

Figure: Formule du rectangle 3 gauche : Sf f(x)dx ~ Qq(f,a,b) = (b— a)f(a) (aire de
la surface colorée)
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Formule du rectangle a droite

f(x) ~ f(b)

—y=fz)

fo

fla

Figure: Formule du rectangle a droite : S: f(x)dx ~ Qo(f,a, b) = (b— a)f(b) (aire de la
surface colorée)
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Formule du point milieu

5 1oy b-a - - Q, (e,
f() ~ F((a+£)/2) :
b 1
g ” QO(Q@ GH Il\wm ‘Lﬂ J o d = l”_;“_
I3
= Qo (‘}Q/Q/I’)
£ —
£b
/P (X)“ o 1 6
fla f (v) A = CZ (p/“/
a//
b b
A a'?C dv s B ] o A
—t5 CQO(K—N(/«,L\ Q, (7(75:1/4,‘))

Figure: Formule du point milieu :

Sg f(x)dx ~ Qo(f, a, b)

Méthodes de
q

d

= (b—.a)f((a+ b)/2) (aire de
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43 Exercice 1.1

Montrer que les formules des rectangles sont de degré d'exactitude 0 et que
la formule du point milieu est de degré d'exactitude 1.

La précision de ces formules n'est pas bonne!
Comment y remédier?

Mathod
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43 Exercice 1.2

Montrer que les formules des rectangles sont de degré d'exactitude 0 et que
la formule du point milieu est de degré d'exactitude 1.

La précision de ces formules n'est pas bonne!
Comment y remédier?
En approchant la fonction f par des polynémes d'interpolation de degré > 1.

Mathod
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Q,(f,a,b) ™ (b— 2 ,)~Jf(x)dx

I=
x = () = a ,1: BeR* = l(x), Vielon]

Qulf.a.6)* (b— a)i‘v@f@ % F Fx)dx )

Qulare™ (™) = (710) — 97 @) 3 wia)
2

@ Proposition: &5
g 3 o 0) dee. b
Soit Q,(f, a, b) definie en (1), une formule de quadrature &lémentaire a n+ 1 B Qo) e vatlod B350, (9,@ 1) dee.
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@ Proposition: &

La formule de quadrature élémentaire (1) & n+1 points est de degré d'exactitude
k'si et seulement si
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{f) Proposition: Y
La formule de quadrature élémentaire (1) a n::1 points est de degré d'exactitude
K si et seulement si

(b=a) S waf = b::;' vre (0K @
= s

n b
026 (6= )Y wfts) J FO)d )

o b Sw sba (¢ Q(ead, bl )

s “””éa“’«‘f . blz_ff (- @ Geo'eb) )

@ Proposition: B}

Soient (x;)jcfo,q] des points deux a deux distincts de I'intervalle [a, b] donnés.
Il existe alors une unique formule de quadrature élémentaire (1) a n+ 1 points
d'Srdre n au moins.
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b
On(f,a,b) = (b —aZWJ (%) ff(x)dx (1)
j=0 a

Proposition: d‘;‘i&

Soit Q,(f, a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a n+ 1
points (distincts deux a deux). On dit qu’elle est symétrique si

i+ Xn—i b
Vie[o,n], > +2X — a; et W= wo_i. (5)

Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polyndmes de degré 2m alors
elle est nécessairement exacte pour les polynémes de degré 2m + 1.
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Qulfra ) (b a)iw;f(x;) ~ J * Foga W

@ Proposition: &

Soit Q,(F,a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a n + 1
points (xi)iefo,q] (distincts deux & deux).

La formule de quadrature est de degré d'exactitude n au moins si et seulement si
pour tout i & [0, n], les poids w; sont donnés par

©)

Sax, vie[on]  (6)

avec t; = (xi —a)/(b— a).
Si f e C™1([a, b]; R) alors on a

[€2,6(F)| gﬁ £ln+1)
Integration numérique Méthodes de quadrature élémentaires
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b
0n(F,2, ) 2 (b—2) X wifGg) » | FO)dx (1)

Jj=0 4

Proposition: 43

Soit Q,(f,a, b) une formule de quadrature élémentaire de degré d'exactitude au
moins n. Elle est alors de degré d'exactitude n + m, m € IN*, au moins si et
seulement si

b
| #a(0Q)dx = 0, ¥Q € Rr_1[X] (8)
ol 7, est le polynédme de degré n + 1 défini par

n

ma(x) = [ T(x = ). (9)

i=0

Le degré maximal d’exactitude d'une formule de quadrature élémentaire 3 n+ 1
points est 2n + 1.

Mathod
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Avec une discrétisation réguliére de 'intervalle [a, b] :
Méthode de Newton-Cotes .

Bien d'autres méthodes peuvent étre obtenues (avec d’autres points), certaines
permettant le calcul d'intégrales avec poids de la forme S: w(x)f(x)dx :

o méthode de Newton-Cotes ouvertes,

e méthode de Gauss-Legendre ,

o méthode de Gauss-Jacobi,

e méthode de Gauss-Tchebychev,

e méthode de Gauss-Laguerre,

o méthode de Gauss-Hermitte,

o méthode de Gauss-Lobatto,

e méthode de Romberg...

Mathod
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@ Integration numérique

o Formules élémentaires de
Newton-Cotes
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Proposition
Soient f € C%([a, b]; R) et (xj)jc[o,n) une discrétisation réguliére de I'intervalle

[a,b]: xi = a+ ih avec h = (b — a)/n. Les formules de quadrature élémentaires
de Newton-Cotes s'écrivent sous la forme

b n
f f(x)dx ~ (b— a) >, wif (x;)
i=0

a
n | ordre w; (poids) nom
1 1 N
1 i 5 5 trapéze
1 2 1 o
2 3 6 3 3 Simpson
1 3] 3] 1
3 3 5 5 5 &5 Newton
. 16 2] 16 . H
4 4] 50 e = s 50 Villarceau
5| 5 190 25 25 25 25 19 ?
288 96 144 144 96 288 :
41 9 9 34 9 9 41
6| 7 @ W 15 w0 a0 Weddle
7 7 751 3577 49 2089 2089 49 3577 751 2
17280 17280 640 17280 17280 640 17280 17280 :
8 9 989 2044 464 5248 454 5248 464 2044 989 2
28350 14175 14175 14175 2835 14175 14175 14175 28350 :

Table: Méthodes de Newton-Cotes
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Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

a+b
2

fb )i % (f(@) +arT0) + (1)) (10)

a

Calcul des coefficients w;? :
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Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

a

Calcul des coefficients w;? :

fb f(x)dx ~ % (f( + 4f(

a+b

) + f(b)) (10)

Méthode 1 :

Formule doit étre exacte pour les monémes 1, X, X2 : on résoud le systéme

( Wo + wy + wo

{ awp + (a+ hwy + (a+ 2h)ws
L @*wo + (a+ h)2wy + (a+2h)°ws,

Mais il y a plus simple ...

Integration numérique

1 (f
= = Sa dx = a+ h, (f
— 1 $0x2dx = 1(3 + 6ah + 412), (f
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Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

a+b
2

fb )i ? (f(@) +2FCT0) + (1)) (10)

Calcul des coefficients w;? : Méthode 2 :

Formule doit étre exacte pour les monémes 1, X, X2 et les w; ne dépendent pas de
I'intervalle [a, b] : on peut les calculer sur I'intervalle [0, 1] en résolvant le systéme

( wo+wy +wp = 1, (f(X) = )
OXxwo+ 2w +1xw = Séxdx=%, (f(x) = x)
LOPxwo+ (32 xwi+(1)2xwe = § x%dx3, (f(x) = x?).
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Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

b T
[ fogax~ . (f(a) + 4f(a; by & f(b)) (10)
Calcul des coefficients w;? :  Méthode 3 : Vi € [0, n]

n -

1 n — f. —
wi= | Li(t)dx, avec Li(t)=T] =5 _ T~

0 J,:Ot,-—tj jzol—j
J#i i

2t —12t -2

() = == =@t-D(-1)
2t 2t -2

Li(t) = R =—4(t— 1)t
2t2t -1

Ly(t) = CRE =(2t—1t
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Sage http://www.sagemath.org/

%paste
Baselagrange(n, i

i range(n
il=j
L=L*(n*t-j)/(i-j
L

NewtonCotes(n
W

i rangen

W.append(integrate BaselLagrange(n, i), t
W

## -- End pasted text --
t

NewtonCotes(3)
[1/8, 3/8, 3/8, 1/8]
NewtonCotes(4)
[?/90,I16/45, 2/15, 16/45, 7/90]

Integration numérique
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Probléme lorsque n devient grand! : illustration sur un exemple simple.
Soit f(x) =3x+2,a=0et b=1.

o Les formules de Newton-Cotes a n+ 1 points, n > 1, sont exactes car f est
un polynéme de degré 1.

o les poids (w;)icfo,n) Peuvent étre calculés sous forme fractionnaire.

Or x; et w; sont approchés a ~ 1le — 16 prés sur ordinateur

xi=li/n~% et w W

o Newton-Cotes exacte : >! ; w;f(x;)

* Newton-Cotes approchée : 27  w;f(%;)

Integration numérique Formules &lémentaires de Newton-Cotes 2021/11/25 23 / 44



error

—Numerical Newton-Cotes
< —Analytical Newton-Cotes
10~

1079 4

10'11 e

10'13 et

10715 e

n

0 10 20 30 40 50 60

Figure: Instabilité des méthodes de Newton-Cotes élémentaires
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Remarque 1.1

Pour les méthode de Newton-Cotes, il ne faut pas trop "monter" en ordre car le
phénoméne de Runge (forte oscillation possible du polynéme d'interpolation sur
les bords de I'intervalle) peut conduire a de trés grandes erreurs. Au dela de

n = 7, des poids négatifs apparaissent dans les formules et les rendent beaucoup
plus sensibles aux erreurs d'arrondis.

Que faire pour pallier ce probléme : Sortir couvert!!

1Traduction : utiliser la relation de Chasles
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b
Qn(f,a,b) = (b —aZW, (%) ff(x)dx (1)

Peut-on avoir une formule de quadrature de degré d’exactitude 2n + 17
Pour cela il faut déterminer les points (x;)7_, appartenant a [a, b] distincts 2 a 2.
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8 Exercice 1.3: 5&

Q.1

Déterminer les points to, t; de l'intervalle [—1,1] et les poids wy, wy tel que
la formule de quadrature

[ a(dt ~ 23 wig(r)
i=0

-1

soit de degré d’exactitude 3.

Q. 2

En déduire une formule de quadrature pour le calcul de S: f(x)dx qui soit de
degré d'exactitude 3.
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b
O,(f,a,b) & (b —aZWJ (%) ff(x)dx (1)

Peut-on avoir une formule de quadrature de degré d'exactitude 2n + 17

Oui pour n = 1! Et pour n > 17
Pour cela il faut déterminer les points (x;)7_, appartenant a [a, b] distincts 2 a 2.
Les polynomes de Legendre vont étre d'une grande utilité!
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Les polynémes de Legendre peuvent étre définis par le formule de récurrence de
Bonnet
Por1(t) = 2n+ 1)tP,(t) — nPp_1(t), Vn>=1 (11)

avec Po(t) =1 et Py(t) = t.
On a les propriétés suivantes:

@ le polyndme de Legendre P, est de degré n,

© la famille {P,}]_, est une base de R,[X],

© pour tout (m, n) € IN? on a

2

——0m,n, 12
2n+1 7 (12)

fl Pn(t)Pa(t)dx =

ce qui correspond a I'orthogonalité des polynémes de Legendre pour le
produit scalaire

1
(P P = f Pn(t)P,(t)dx.
-1
@ P, est scindé et ses n racines sont simples dans | — 1,1[, c'est a dire

n—1
P,(t)=CII(t-t), CeR*
i=0

ol les t; sont 2 a 2 distincts.
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b
Qn(f,a,b) = (b —aZWJ (%) ff(x)dx (1)

j=0
Proposition: d‘;’i&
Soit (t;)7_, les n + 1 racines distinctes du polynéme de Legendre de degré

n+1.On note x; = 252 + 2221, Vi€ [0, n] et w; les poids donnés par (6).
La formule de quadrature élémentaire

b n
f f(x)dx ~ (b—a) >, wif (x;)
i=0

a

est appelée la formule de quadrature de Gauss-Legendre. C'est |'unique for-

mule de quadrature élémentaire 3 n + 1 points ayant pour degré d'exactitude
2n+ 1.
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Théoreme: 5&

Soient f € C2"*2([a, b]; R) et Q,(f, a, b) la formule de quadrature de Gauss-
Legendre définie dans la Proposition 5.11. Alors on a

e,

fb 7a(x)?dx (13)

b
|fa f(x)dx — Qn(f, a,b)| < @nt2)! 4,

ot mh(x) = I'T_j(x —x;), les x; étant les points de la formule de quadrature.
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# Exercice 1.4

L'objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n+ 1) points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n+ 1)
points sur [—1,1] est donnée par

1 n
Jg(t)dt = QEw,g(t.)

ot les (;)f_g sont les n + 1 racines du polynéme de Legendre Py, (t). Cette formule & pour degré d'exactitude 2n + 1.
Soient (P, Q) = S{, P(t)Q(t)dt le produit scalaire sur R[X] et |P| = (P,P)"/? la norme associée.
v,

me de Legendre normalisé de degré n+ 1, M, = L=

Soit M, le polyn -

Q.1

Montrer que

Cns1Mapa(t) = (1) — Mo (1), n>1 o
avec
T 3
Mo(t):A/; Mi(t) = /;tezc,,:A
On définit le vecteur M(z) de R"*! par V Y

M(t) = (Mo(t),..., Ma(t))".

Q.2
Montrer que l'on a
tM(t) = AM(t) + cni1Masa(t)ens @)

ot I'on explictera la matrice tridiagonale A € Mn.1(R) en fonction des coefficients c1, ..., c. Le vecteur eny1 étant le n + 1-éme vecteur de la base canonique de R"*!.

En déduire que les n + 1 racines distinctes de Mn.1 € Rny1[X] sont les n + 1 valeurs propres de A.

Q.3 J

Q.4

Montrer que

‘ZuwkM,(tk)Mj(tk) =84, V(i.j) € [0, n]? 3)

oudij=0,sii#jetdi;

On note W & Ry, 1[X] la matrice diagonale, de diagonale (wo, .., w,) et P & Ry,1[X] la matrice definie par Py, ;1 = M;(), ¥(i.j) [0, n]?.

Q.5
@ Montrer que 2P*WP = I.
© En déduire que W' = 2PP*.
© En deduire que 1 — 2V (Mi(1:))?, Vi € [0, n].

R Formules dlémentalres de Gauss-Legend 2021/11/25 33 / 44




@ Integration numérique

Mathod

de q

e Méthodes de quadrature
composées

=] F

= z 9Dac



@ Definition 1.2
Soit (@;j)je[o,k] une subdivison de I'intervalle [a, A]:
a=qp<a; <--<ag=p.

On a alors

Jj f(x)dx = Zk: JO"‘ f(x)dx. (14)

=1 -1
Soit Qn(g, a, b) la formule de quadrature élémentaire & n+ 1 points d'ordre p donnée par

n

def &
(g2, b) & (b= 2) Y wiglxg) ~ f g(x)dx.

Jj=0

La méthode de quadrature composée associée a Q,, notée Q}°"", est donnée par

k 8
Qi?;np(f’a’ﬁ) = Z Qn(f, a,-,l,a,-) 4 J f(X)dX (15)
i=1 (&3

comp

Q) ordre p = Q,° " ordre p

Integration numérique Méthodes de quadrature composées 2021/11/25 35 / 44



Formule composite des points milieux

def at+b

(. 2,6) ¥ (b a)g(2 )
Fome -v=1 m; milieu de l'intervalle [aj_1, o],
flms
f(ma o aj_1 + Q;f
mj = ——5—

fmy
ﬁms F—ant s, Ty mits nig n7¥;7ﬁ‘q
flms \ §
f(myg J

8 ko k k

f F(x)dx = Zf f(x)dx ~ 25 Qolf,aj_1,05) = h 2, f(mj)
a j=1 %—-1 j=1 Jj=1

o = = = =

: vao
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Formule composite des trapézes

01(g,2,6) 2 = (g(a) + 5(b))

—y=/f)

Qs

fla

fieskrp

AN
e

f(@ 7Oy Q3 04 Q5 Qg Q7| O

flos

fley

-~

Il
-
o
u]
I
l
it

: ‘
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Formule composite de Simpson

Q2(g9 a, b)

def

(g(a) +4g(%5%) + g(b))

m; milieu de l'intervalle [aj_1, o]

aj—1 +
m_]= S J

2

R
L
Q

>

(f, aj1,0))
j=1

k
_Z flaj_1) + 4f(m)) + f(o}))
" integration numérique | &

>

Q

O\

hodes de quad

m}

=
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@ Erreurs méthodes composées
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B
g () = [ F(x)dx — Q™ (F, 0, B).

On a alors

a; k
gcomp Z (f dX— Q,,(f,ozj,l,ozj ) Z aj 1, aj

j=1 Qj—

et on a vu que si f € C""1([a, b]; R)

1 b
f)l < (n+1) — x;)|d
I R AL MY (GRS

Si x; discrétisation réguliére de [a, b], on peut démontrer (voir [?])
(b — a)"™L,

max |H Cm

x€|[a,b]
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En notant hj = aj — aj_1, h = maxepy 4 hj et K, = ﬁ%;(")

M~

Eag (Ol < 21 1€a_y.0;(F)

—.
I
—

K"’ n n
(n+ D) xefo)a. ]|f( LS
P x€lajo1,q;

N
M=

jt
h"Jrl (n+1) zk:

< K, £ h;
(D)1 2 200 2y

< K ki (D))

= ”(ﬁ_a)(n+ )|nf noo

Mais majoration non optimalel!
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On vient de montrer, pour Newton-Cotes composées : si f € C"1([a, b]; R)

com: hnt1
|g P( )| < Kn(ﬁ - O[) Hf(n+1)

(n+ 1)1 Hoo

A l'aide des noyaux de Peano :

Théoréme 2: [?], page 43 (admis)

Soient f € CP™ ([, B]; R) et Q,”"" une méthode de quadrature composée
associée a une méthode de quadrature élémentaire Q,, de degré d'exactitude
p = n. On a alors

£ (£)] < Cy(B — a) hPH P (17)

[o0]

avec h = max (o — j_1) et C, > 0.
Jje1,K]
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relative error

Figure: Erreur des méthodes de Newton-Cotes composées pour le calcul de

/2
‘[) cos(x)dx, NC(n) correspondant a Q;°"" et h = 7.
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relative error

10"

Figure: Erreur des méthodes de Newton-Cotes composées pour le calcul de

5
1 N comp 10
f ] mdx, NC(n) correspondant a Qi et h= .
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