# Exercice

Soient (i, Yi, 2i)ie[o,n) ™ + 1 triplets de IR3, oil les x; sont des points distincts deux a deux de Iintervalle [a, b]. Le
polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,,, associé aux n + 1 triplets (z;, y;, Zi)z‘e[[o,n]]a est défini

par
H,(z;) = y; et H (x;) = 2z, Vie [0,n] (P-1)

Q. 1 Quel est a priori le degré de Hy, ?
On défini le polynome P,, par

P,(x) = 2 yiAi(z) + Z i Bi(r) (P-2)
1=0 1=0

avec, pour i € [0,n], A; et B; polynomes de degré au plus 2n + 1 indépendants des valeurs y; et z;.

Q. 2 1. Déterminer des conditions suffisantes sur A; et B; pour que P,, vérifie (P-1J).

2. En déduire les expressions de A; et B; en fonction de L; et de L(x;) ot

x—xj

Ll(x) = :
=0 Ty — xj

J#i

Q. 3 Démontrer qu’il existe un unique polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite de degré au plus 2n+1 défin

par (P-1)).

Correction Exercice

Q. 1 On a 2n + 2 équations, donc a priori H,, est de degré 2n + 1.



Q. 2 1. D’aprés (P-2)) on a pour tout j € [0, 7]
n n
Po(j) = > vidi(zj) + Y| ziBi(x;)
1=0 1=0
Pour avoir Py, (z;) = y; il suffit d’avoir
Ai(a:j) =0;; et Bi(ZL‘j) =0, Vie[0,n]. (P-3)
De méme, on a
n n
P (z5) = > iAj(x;) + > ziBj(x)
1=0 1=0
et donc pour avoir P, (x;) = z; il suffit d’avoir

A;(CL‘]) =0 et BZ/(:c]) = 52"]', Vi e [0,n]. (P-4)

2. Soit 7 € [0,n]. On commence par déterminer le polynéme A; € Ry, 11[X] vérifiant
AZ(.%']) = (51',]’ et A;(Ij) =0, Vje [[O,n].

Les points () jeo,n]\ {5} sont racines doubles de A;. Le polynome L; € R,[X] admet les mémes racines (simples)
que A; et donc L? € Ro,[X] admet les mémes racines doubles que A;. On peut alors écrire

Ai(z) = () L3 (z)  avec oy(z) € Ry[X].
Il reste a déterminer le polynéme «;. Or on a
Az(xz) =1 et Ag(xl) = 0.

Comme L;(x;) = 1, on obtient
Aiwi) = ai(a) L (i) = ai(ay) = 1



et
Af(wi) = o () L7 () + 20 (a3) Li(ai) Li(xi) = o (w3) + 20 (a) Li(a;) = 0

c’est a dire
ai(z;) =1 et oi(x;) = —2L(x;).

Comme «; est un polynéme de degré 1 on en déduit
a;(z) =1 — 2L (x;)(x — x3)

et donc
Ailw) = (1= 2Li(w) (0 — ) L3 (). (P-5)

On détermine ensuite le polynome B; € Roy,41[X] vérifiant
Bi(a:j) =0 et BZ/(ZU]) = (52"]', Vje [[0,?%]].

Les points (z;) jefo,n]\ (i} sont racines doubles de B; et le point x; est racine simple. Le polynome L? € Rop[X]
admet les mémes racines doubles. On peut alors écrire

Bi(z) = C(z — z;)L?(z) avec C' € R.
Il reste & déterminer la constante C. Or L;(z;) = 1 et comme Bj(x;) = 1 on obtient
B;(CIZZ) = CL?(%Z) + 20(%1 — a:l)L;(xz)Lz(xz) =C=1

ce qui donne
Bi(a) = (v — ;) L2(x). (P-6)
On vient de démontrer I'existence en construisant un polynéme de degré 2n + 1 vérifiant (P-1]).

Q. 3 Deux démonstrations pour 'unicité sont proposées (la deuxiéme donne aussi l'existence).



dém

dém

. 1: Soient P et QQ deux polynémes de Roy,+1[X] vérifiant (P-1). Le polynome R = P — Q € Ry, 41[ X ] admet alors
n + 1 racines doubles distinctes :(xq, - - - , xy). Or le seul polynome de Roy,41[X] ayant n + 1 racines doubles est le
polyndéme nul et donc R =0, i.e. P = Q.

. 2: Soit @ : Ry, 1[X] — R?"*2 définie par
VP € Rop1[X], @(P) = (P(x0), -, P(xy), P (x0), -+, P'(xn)).

L’existence et l'unicité du polynéome H,, est équivalente a la bijectivité de l'application ®. Or celle-ci est une
application linéaire entre deux espaces de dimension 2n + 2. Elle est donc bijective si et seulement si elle injective
(ou surjective). Pour vérifier I'injectivité de ® il est nécessaire et suffisant de vérifier que son noyau est réduit au
polynome nul.

Soit P € ker @. On a alors ®(P) = 02,42 et donc (zg,- - ,z,) sont n + 1 racines doubles distinctes de P. Or le
seul polynome de Ro,41[X] ayant n + 1 racines doubles est le polynome nul et donc P = 0.




