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EXERCICE 1 (8 poinTs)

Soit A € M,,(C) une matrice réguliére et b € C™. On suppose que la matrice A se décompose sous la
forme A = M — N avec M réguliére et on pose

B=M'N et ¢c=M"b.
Q. 1 Démontrer que la suite définie par [1.5 PTs]
zl% e et gl =Bzl ¢

converge vers x = A™b quelque soit 2! si et seulement si p(B) < 1. o

On suppose que tous les éléments diagonaux de A sont non nuls et on note D = diag(A) (i.e. D;; =
0i,;A;;) et E, F, les matrices & diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure et supérieure telles
que A=D—-FE—TF.

Pour résoudre le systéme Az = b on va utiliser la méthode itérative S.O.R. donnée par la formule
suivante avec w € R

k41 w [k+1 = k k
[+]A<b—ZA” 1 ZAijx§]>+(1—w)x£] (1)

j=i+1

ou z[% € € est donné.

Q. 2  a. Montrer que (1) peut s’écrire sous la forme matricielle [1.5 Prs]
1 = Helkl 4 d (2)

en explicitant la matrice d’itération H et le vecteur d en fonction de D, E, F, b et w.

b. Déduire de Q.1 que la méthode itérative (2) converge vers x = A™*b si et seulement si p(H) < 1. o [0.5 prs]

Q.3 a Enposant L =D'E et U= D'F, montrer que [1 prs]
H = (I—wL)”((1—-w)+wU). (3)
b. En déduire que [1 prs]
P(H) > | det(H)|"" = |1 —w]. (4)
c. Que peut-on en conclure? [0.25 pTs]

d. Donner (sans démonstration) une caractérisation de la matrice A permettant d’assurer la conver- [0.25 prs|
gence de la méthode itérative S.0.R. o

Q. 4 (algorithmique) a. Ecrire la fonction SOR permettant de calculer (si possible) une approzimation [1.5 prs]
de £ = A~'b par la méthode itérative S.0.R.

b. Expliquer le(s) critére(s) d’arrét choisi(s) et préciser les entrées/sorties de cette fonction. o [0.5 prs]



EXERCICE 2 (8 poinTs)

L

Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (z;, Yi)ie[o,n]» tels que les z; sont distincts deux & deux.
Q.1 a. Soit i € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polyndéme L; de degré n vérifiant
Ll(l‘]) = 5ij7 VJ € [[O,Tlﬂ (1)
b. Montrer que les (L;)ic[o,n] forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n). o

On défini le polynéme P,, par

Po(e) = Y wili(a). (2)
=0

Q. 2 Montrer que le polynéme P, est l'unique polynome de degré au plus n vérifiant P,(z;) = y;,
Vie [O, n] o

Q. 3 Soit g € CP([a,b]). On suppose qu’il existe (p+ 1) points distincts (c;)ic[o,p] appartenant a [a,b] tels
que g(¢;) = 0. On définit

Cmin = Min_¢; €l Cpge = Max ¢;.
i€[[0,p] i€[0,p]

Montrer qu’il existe & €|Cmin, Cmaz| tel que

g7 (&) = 0.

Soit 7, le polynéme de degré n + 1 défini par

n

(@) = [ [(@— ). (3)

i=0
Q. 4 Soit f € C"*([a;b];R). On suppose que Vi € [0,n], z; € [a;b] et y; = f(x;). Montrer que, Vx € [a; b],
il existe &, appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x,xq, ..., x, tel que
T ()
_ P, (x) = L) p(nt1) gy, 4
@) = Pue) = 270 (e,) (@
-P,
Indication : Etudier les zéros de la fonction F(t) = f(t) — Pp(t) — wwn(t). o
(T
Q. 5 (algo) Ecrire la fonction algorithmique LAGRANGE retournant la valeur de P, (z). o

On suppose maintenant que les points (2;)e[o,] Sont équidistants : z; = a +ih, i € [0,n], avec h = b_T“.
Pour i € [0,n — 1] fixé, on pose I; = [2;,z;+1] et on note Py ; le polyndme d’interpolation de Lagrange
aux noeuds (x4, ¥;), (Tit1,vir1). On définit ensuite le polyndme d’interpolation par morceaur P} par:
pour tout i € [0,n — 1],

Pl(z) = Pyi(z), Yz e I,.

Q.6 a. Donner lexpression de P sur chaque intervalle I;, pour i € [0,n — 1], a laide de la formule
de Newton.

b. Soit g une fonction de classe C* sur [a,b]. On suppose que y; = g(x;) pour tout i € [0,n]. Montrer
que l'on a Uerreur d’interpolation suivante

h2
l9(x) = Pi(@)] < 5 sup_|g"()]. ()
z€[a,b]
Indication : Montrer que
2
sup [(z — i) (z — zig1)| = — (6)

x€el; 4

[0.75 pTs]

[0.75 pTs]

[0.5 pTs]

[1.5 prs]

[1.5 pTs]

[1.0 prs]

[0.5 pTs]

[1.5 prs]



[ EXERCICE 3 (6.5 poinTs) ]

Soient a,be R (a <), et f:[a,b] — R une fonction continue. On pose

b
1(f) = j f(x)d.

On rappelle que si ¢ = “7“’, et si Py est le polynome d’interpolation de Lagrange aux nceuds (a, f(a)),
(¢, f(e) et (b, f(b)), alors la formule d’intégration numérique de Simpson permettant d’approcher I(f)

est donnée par :
n(h) = D (@) + 470 + 10)).

On admet que si f € C*([a,b]) alors il existe 1 €]a, b[ tel que

—a)p
1) - 1) = - & gy o

Dans la suite on découpe l'intervalle [a, b] en n sous intervalles [2;, 7 11]ie[0,n—1] de méme longueur :

x; = a+ih avec h=7a7 Vi e [0,n].
n

Q. 1 Montrer que lapprozimation de I(f) par la méthode de Simpson composite s’écrit sous la forme :  [1.0 prs]

S~y

B =23 () + s+ ) 4 i+ ).
=0

o

Q. 2 (algo) Ecrire la fonction quadsim retournant l’approzimation de SZ f(z)dz calculée par la méthode [1.5 prs]
composite de Simpson en minimisant le nombre d’appels a la fonction f. o

Q. 3 Montrer que si f € C*([a,b]), alors on a ’estimation suivante : [1.5 pTs]

ap
) - 100 < P02 (50

z€[a,b]

Q. 4 On considére lintégrale

21
J=J dz.
0 1+x

a. Calculer J. [0.5 pTs]
b. Approcher numériquement cette intégrale par la méthode de Simpson composite avec n = 3. [1.0 pTs]

c. Soit pe IN*. En approchant J par la méthode de Simpson composite avec n sous-intervalles, donner [1.0 prs|
une borne inférieure pour n de sorte que l'erreur soit inférieure 4 107P.



