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Résolution de systémes linéaires
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Soient A € M,,(K) une matrice inversible et b e K".

Résoudre

Ax=b

Le calcul de la matrice inverse A™! revient a résoudre n systémes linéaires.

A Pour résoudre un systéme linéaire, on ne calcule pas la matrice inverse associée.

o Méthodes directes : On cherche M inversible tel que MA facilement

inversible
Ax=b < MAx = Mb.

o Méthodes itératives : On cherche B et c,

k1 — BxK 4 ¢ k>0, xI% donne

en espérant limy_, o x/Kl = x.
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Conditionnement

Soient A € M,(KK) inversible et b € K".

Ax=b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?
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Exemple de R.S. Wilson

Soient

107 8 7 0 o £ 1
| 75 6 5 _ 2 % 0 0
A=l 86 10 o | BA7 0 & & o
75 9 10 —15 — 15 0 —%

et b* = (32, 23, 33, 31), (Ab)* = (5, — 185> T55» —155) - Des calculs

exacts donnent
Ax=b x©

Au = (b+Ab) = u*

vt

(A+ DAY = b

t

(A+ DAYy = (b + Ab)

Conditionnement

=(1,111)
NI )
~\50° 25’ 20’ 100

~ (1.8, —0.36, 1.3, 0.79)
= (—81, 137, —34, 22)

18283543 31504261 3741501 5235241
( 461600 ' 461600 ' 230800 ' 461600
~ (—39.61, 68.25, —16.21, 11.34)

)
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Conditionnement




Soient A € M, (K) inversible et b e K".

Ax =b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?

Non, pas forcément!

Le systéme linéaire prédédent est mal conditionné.

On dit qu'un systéme linéaire est bien conditionné ou qu'il a un bon
conditionnement si de petites perturbations des données n'entrainent
qu'une variation raisonnable de la solution.

Est-il possible de "mesurer" le conditionnement d'une matrice?

Conditionnement

@ Théoréme 2: &3

Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions respec-
tives de

Ax=b et A(x+Ax)=b+ Ab.
Supposons b # 0, alors I'inégalité

|Ax|
IxI

|Ab]
< cond(A)———
bl
est satisfaite, et c'est la meilleure possible : pour une matrice A donnée,
on peut trouver des vecteurs b # 0 et Ab # 0 tels qu'elle devienne une
égalité.
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@ Definition 1.1

Soit ||| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d'une
matrice réguliére A, associé a cette norme, est le nombre

cond(A) = A [AT].

Nous noterons cond,(A) = [A], ”A_IHP-

Conditionnement

@ Théoréme: 43

Soient A et A + AA deux matrices inversibles. Soient x et x + Ax les
solutions respectives de

Ax =bet (A+ AA)(x+ Ax) = b.

Supposons b # 0, alors on a

|Ax|

o |BA
Ix + Ax|

ond(A) A

Remarque 2.1

Une matrice est donc bien conditionnée si son conditionnement est
proche de 1.
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@ Proposition: .£%

Soit A une matrice réguliére. On a les propriétés suivantes

Q Vo e K*, cond(aA) = cond(A).
@ condp(A) > 1, Vpe [1,+o0].

© condy(A) = 1 si et seulement si A = aQ avec a € K* et Q

matrice unitaire
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Plan

© Meéthodes directes
@ Matrices particuliéres

Méthodes directes Matrices particuliéres
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Systéme diagonal
Soit A € M,(KK) diagonale inversible et b € K".

Xj = b,‘/A,‘v,'7 Vie H:l, n].

Algorithme 1 Fonction RSLMATDIAG permettant de résoudre le systéme
linéaire & matrice diagonale inversible

Ax = b.
Données : A matrice diagonale de M,(RR) inversible.
b vecteur de R".
Résultat :  x vecteur de R".

1: Fonction x — RSLMarDiac (A,b)
2: Pour i< 1a nfaire

3 x(i) < b(i)/A(, i)

4:  Fin Pour

5: Fin Fonction
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Méthodes directes Matrices particuliéres

Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(IK) triangulaire inférieure inversible (A;j = 0si i < j)

A1,1 0 0 X1 b1

Ax=b — ="
: 0 :

A,,ﬂl An,n Xn bn

A inversible <
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Méthodes directes Matrices particuliéres

Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M, (IK) triangulaire inférieure inversible (A;j = 0 si i < j)

A1,1 0 0 X1 b1

Ax=b — =
: 0 :
A,,ﬂl An,n Xn bn

A inversible < A;; # 0,Vi € [1,n]

Méthodes directes Matrices particuliéres
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M, () triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i < j)

A171 0 0 X1 b1
Ax=b — =
: 0 :
An,l An,n Xn bn
A inversible <= A;; # 0,Vi € [1, n]
n
Soit i€ [1,n], (Ax); = bi, <= Y Aijx = b;.
j=1
i-1 n i-1
b; = 2 Aijxj + Aiixi + 2 Aij X = 2 Aijxi + AiiXi
j=1 J=i Y j=1

0
1 i—1
Xj = T“ (b;;A,‘JXJ) y V/e[[l,nﬂ. (2)
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Méthodes directes Matrices particuliéres

Xj =

i—1
(b,‘ — Z A,'JXj) s Vie IIL n]].
j=1
Algorithme 2
}\ 1: Pour i < 1 a n faire
1 i-1
2 X (bi—ZA,m)
i 1

3: Fin Pour

1
Aii

Algorithme 2

Résoudre Ax = b en calculant
successivement xi, X2, ..., Xp.
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Méthodes directes Matrices particuliéres

X; =

i—1

(b,- -y A,-J><,-> , Vie[L,n].
j=1

Algorithme 2

1: Pour i « 1 a n faire

1
Aii

Algorithme 2

1: Pour i < 1 a n faire

i-1
1 .
2: X; b; — 2 A,-Jx,-> i1
Aii < a S Z A
- Fi =1
3: Fin Pour X < (b — S)/A;
4: Fin Pour

Méthodes directes Matrices particuliéres
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1 o :
Xi:Ai b;*ZA,'J‘Xj ,VIG[[LH]].
ii =

Algorithme 2

1: Pour i < 14 n faire
i-1

Algorithme 2

1: Pour i < 1 a n faire

2 |S— YA S0

J=1 Pour j «— 1 ai—1 faire
3 X« (bi—S)/A;; S« S+ A(,J) = x(j)
4: Fin Pour Fin Pour

6: Xj «— (b,‘ — 5)/A,'1,'
7: Fin Pour

Méthodes directes Matrices particuliéres
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1
Xj = —

i—1
bi— > Aijxi |, Vie[l,n].
Ai,i i j;l 1.7 [[ ]]

Algorithme 2 Fonction RSLTRIINF
linéaire triangulaire inférieur inversible
Ax = b.

permettant de résoudre le systéme

Données : A matrice triangulaire de M, (IK) inférieure inversible.
b : vecteur de K".
Résultat :  x vecteur de K",

1: Fonction x <« RSLTriIxr (A, b)
2. Pour i «— 14 n faire

3 50

4; Pour j — 1ai—1 faire
5 S5 — S+ A1) *x(j)
6: Fin Pour

7 x(i) < (b(i) = S)/A(i, 1)
8 Fin Pour

9: Fin Fonction

Méthodes directes Matrices particuliéres
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Systéme triangulaire supérieur

Soit A € M,(K) triangulaire supérieure inversible (A;;j = 0 si i > j)

A1l Ain\ [x1 by
Ax=b — 0 - =
0 ... 0 Ann Xn b,

223 q
¥4 Exercice

Ecrire la fonction RSLTRrRISUP
triangulaire supérieure Ax = b.

permettant de résoudre le systéme

Méthodes directes
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Matrices particuliéres

Plan

© Meéthodes directes

@ Exercices et résultats
préliminaires

Méthodes directes et résultats

éliminai 2021/10/10 17 / 59

@ Lemme 3.1: 43

Soit (i,j) € [1,n]? On note plil ¢ Mp(R) la matrice identitée dont on a
permuté les lignes i et j. Alors la matrice P,L'J] est symétrique et orthogonale.
Pour toute matrice A € M, (IK),

O la matrice PHJ]A est matrice A dont on a permuté les lignes i et j,

@ la matrice APE,i‘j] est matrice A dont on a permuté les colonnes / et j,

@ Lemme 3.2: 43

Soit A€ M,(C) avec A11 # 0. Il existe une matrice E € M,(C) triangulaire
inférieure a diagonale unité telle que

EAel = A1=161 (3)

ol e; est le premier vecteur de la base canonique de C".

Méthodes directes

et résultats préliminai 2021/10/10 18 / 59

PAgAgkaie ¢

@ Théoréme 4: Décomposition de Schur d‘;_}

Soit A € M, (C). Il existe une matrice unitaire U et une matrice trian-
gulaire supérieure T telles que

A = UTU* (4)
Méthodes directes et résultats préliminai




Plan Algorithme de Gauss-Jordan

Ax=b < Ux=F

ot U matrice triangulaire supérieure.
Opérations élémentaires sur les matrices :

e L; < L; permutation lignes i et j Etape =

o L;i — L;j + aL; combinaison linéaire
A I'aide d’'opérations élémentaires, on va transformer successivement en
) n — 1 étapes le systéme. A I'étape j, on va s’arranger pour annuler les
o Méthode de Gauss-Jordan . T . op .
termes sous-diagonaux de la colonne j de la matrice sans modifier les j — 1
premiéres colonnes.

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan 2021/10/10 20 / 59 Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan 2021/10/10 21 /59 Méthodes directes
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Algorithme 5 Recherche d'un pivot pour I'algorithme 6 Permutte deux lignes d'une matrice et

d'un vecteur.
de Gauss-Jordan. unvectey

- n - - - oo - Données: A : matrice de M,(K).
- - - - Algorithme 4 Algorithme de Gauss-Jordan avec fonctions pour la résolution de Données : A Emr::feldj‘\i"(nm) b . vecteur de K",
Algorithme 3 Algorithme de Gauss-Jordan formel pour la résolution de Ax = b o en t=s= ok ¢ entiers, 1<k <n
Résultat : k : entier, indice ligne pivot Ré "
- . i N ésultat : A et b modifiés.
Ax=b Données : A : matrice de M,(IK) inversible. ) o )
b : vecteur de K". ; F°:cf‘j" ::iv:‘ L”"/_‘\‘[I”/')“\”' wor (AJ) 1: Fonction [A b] « PrmuLicxesSys (A b,j, k
1: Pour j < 1 a n—1 faire Résultat : x : vecteur de R". s Pﬂgr‘;(fz)rléﬂfai:e 2 Pour |« 14 n faire
. . . . . . 4: . vot
2:  Rechercher I'indice k de la ligne du pivot (sur la colonne j, k € [}, n]) oo S pivor alors P
. . N . . . : ST (L ATISS ot — 4 1) — Ak, )
3. Permuter les lignes j (£;) et k (Lx) du systéme si besoin. 1: Fonction x « RSLGauss (Ab) s pivet—|AGL) s AKD et
: : N : 2 Pour j < 1an—1 faire N 6 Fin Pour
4. Pour i< j+1a n faire ) ) & Fin Pour n _ _
limi J fF A 3 k — [CurronsINDPIVOT [(A, J) > a écrire o. Fin Fonction T g B, bUJ) < blk), bl
5 FEliminer en effectuant £; — Li = 7; & [Ab] < [PELicEsSYs A5,k = 3 ecrir
6 Fin Pour 5: Pour i < j + 1 a n faire Algorithme 7 Combinasan Inéare £; — £+ 1Z; applaue
7: Fin Pour 6 [A, b] « [ComBLIGNESSYS [(A, b, j, i, —A(i,j)/A(,])) o a écrire Données : A matrice de M, (K)
N . b vecteur de K.
. DA N . . Lo . 7 Fin Pour i entiers, 1< j,i < n.
8: Résoudre le systéme triangulaire supérieur par la méthode de la remon- & Fin Pour L s 1<
A Résultat : A et b modifiés.
tee. 9:  x < RSLTriSup(A, b) = déja écrite )
10: Fin Fonction : Fo;:ﬂ?lﬁ'f]a:f‘ai(r:w ronesSys (Ab,j,i,a)
3 A(LK) < AGLK) +asAG.K)
4 Fin Pour
5 b(i) < b(i) + ab(j)
6: Fin Fonction
VIS e (IS4 G et VIS e [SISHEEE G €t VISH e e (IS4 G €ttt




i3 Exercice 4.1: Méthode de Gauss, écriture algébrique 43
Soit A € M,(C) inversible.
Q.1

Montrer qu'il existe une matrice G € Mp(C) telle que | det(G)| = 1 et GAe; = ae;
avec « # 0 et e; premier vecteur de la base canonique de C".

Q.2
@ Montrer par récurrence sur 'ordre des matrices que pour toute matrice
A, € Mp(C) inversible, il existe une matrice S, € M,(C) telle que |det S,| = 1
et S,A, = U, avec U,, matrice triangulaire supérieure inversible.
@ Soit be C". En supposant connue la décompostion précédente S,A, = U,,
expliquer comment résoudre le systéme A,x = b.

Q.3 J

Que peut-on dire si A est non inversible?

Indication : utiliser les Lemmes 3.1 et 3.2.

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan
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On a donc démontré le théoréme suivant

@ Théoréme 5

Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une
matrice inversible G telle que GA soit triangulaire supérieure.

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan
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Vi) Exercice: Factorisation LU 4%

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d'ordre
i, notées A;, i € [1, n] (voir Definition B.48, page 188) sont inversibles.
Montrer qu'il existe des matrices EIXl € M,,(C), k € [1,n — 1], trian-
gulaires inférieures a diagonale unité telles que la matrice U définie
par

U=Eel-Y.. . gla

soit triangulaire supérieure avec U;; = det Aj/(Urq x - -+ x Uj_1,i-1),
Vi e [1,n].

Méthodes directes Factorisation LU
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Plan

@ Factorisation LU

Méthodes directes Factorisation LU
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@ Théoréme 6: Factorisation LU PAgRaAaheid

Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales sont
inversibles alors il existe une unique matrice L € M,(C) triangu-
laire inférieure (lower triangular en anglais) a diagonale unité et une
unique matrice U € M,(C) triangulaire supérieure (upper triangular
en anglais) inversible telles ques

A=LU.

preuve :
» Existence : exercice précédant U = El"-11... E[LIA

L— (E[n—u . ..E[u)‘1

e Unicité : A=L,U; = LyUs ...

Méthodes directes

Factorisation LU
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@ Corollaire 6.1: Mrokake o ¢

Si A € M,(C) est une matrice hermitienne définie positive alors elle
admet une unique factorisation LU.

preuve : A hermitienne définie positive alors toutes ses sous-matrices
principales sont définies positives et donc inversibles.

Méthodes directes Factorisation LU
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Remarque 6.2

Si la matrice A € M,,(C) est inversible mais que ses sous-matrices
principales ne sont pas toutes inversibles, il est possible par des
permutations préalables de lignes de la matrice de se ramener a une
matrice telle que ses sous-matrices principales soient inversibles.

@ Théoréme 7: Factorisation LU avec permutations Migtoteie ¢

Soit A € M,(C) une matrice inversible. Il existe une matrice P, pro-
duit de matrices de permutation, une matrice L € M,(C) triangulaire
inférieure a diagonale unité et une matrice U € M,(C) triangulaire
supérieure telles ques

PA = LU. (5)

Méthodes directes Factorisation LU
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Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU

Trouver x € K" tel que

Ax=b —

LUx =b

est équivalent a

Méthodes directes Factorisation LU
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Algorithme de résolution de systémes linéaire par LU

Algorithme 8 Fonction RSLFactLU permettant de résoudre, par une fac-
torisation LU, le systéme linéaire
Ax=b

ou A une matrice de M,(RR) définie positive et b e R".
matrice de M,(RR) dont les sous-matrices
principales sont inversibles définie positive,

b : vecteur de R".
Résultat :  x vecteur de R".

Données : A

1. Fonction x — RSLFactLU (A,b)
2:  [L,U] < FactLU(A)
3: y < RSLTrIINF(L, b)
4:  x «— RSLTriSur(U,y)
5: Fin Fonction

= Factorisation LU
= Résolution du systéme Ly = b
> Résolution du systéme Ux =y

Il nous faut donc écrire la fonction FacTL.U

Méthodes directes Factorisation LU
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Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU.

Ar A ... Aig Ly 10
Aor Ao . Ao

. =L L
Ant Az oo Anp

On connait A, on cherche L et U

Méthodes directes Factorisation LU

Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU

Trouver x € K" tel que
Ax=b < LUx=b (6)
est équivalent a
Trouver x € K" solution de
Ux =y ™)
avec y € K" solution de
Ly = b. (8)

Méthodes directes Factorisation LU
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Soit A € M, (KK) admettant une factorisation LU.

10 .. . 0\ (U Ui Uin
Ain Az A Ly 1 0 olf o v Unn
Aoy Az ... Aan
= L ) 0 Uz
Ani A LA 0
i An2 n.n Lor Loa Lo 1 . N ot
e Etape 1:
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

Ay Aro Arn Ly 1 0 0

U,
0
foy Asa . Aoy
—| L1 Lss 0 0 Uss
Ani Anz A ol -
Lot Lo» Lo 1)\ o o A

o Etape 1:
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de L

Méthodes directes Factorisation LU
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

A Az AL L 10 ol o

Asr Ara Azn
[ )0 Uss
An1 Anz Ann 0
Lot Ln2 Lop-1 1 ) 0 0 U,

o Etape 1:
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de L

e Etape 2 :

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme
ligne de U car on connait la premiére ligne de U

Méthodes directes Factorisation LU
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Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU.

Lon-1

e Etape 1:
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de L
o Etape 2 :
» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme
ligne de U car on connait la premiére ligne de U
» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la
deuxiéme colonne de L car on connait la premiére colonne de L

Méthodes directes Factorisation LU
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.
10 N [Uiy U Upn
Ar Az ALn L 10 ) A Usn
Ay An Azn
) i EP R )0 Uss
Ant Anaz ... A;,. : 0
Lo1 Loz Lppa 1 ) 0 0 U,

o Etape 1:
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de L

o Etape 2 :
» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme
ligne de U car on connait la premiére ligne de U
» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la
deuxiéme colonne de L car on connait la premiére colonne de L

Méthodes directes

Factorisation LU
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

Al Az Ain Ly 1 0 0 0 U z:‘
Aoy Asa A
=1 L3z ) 0
An1 Anz A, )
Loy Lno Lot 1 ) 0
e Etape /:
On connait les i — 1 premiéres colonnes de L et les i — 1 premiéres
lignes de U.

Peut-on calculer la colonne i de L et la ligne i de U?

Méthodes directes Factorisation LU
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Par récurrence, en supposant les i — 1 premiéres colonnes de L et les i — 1
premiéres lignes de U.

e 0 0| o 0 o . of o .
. : 0
A— . e o O 0 0 0 e . .
=1 Te o[ © 0 0 - 0| U » .
. N
: 0 : .
. of o o Lnn 0 - 0|0 0 Unn

Méthodes directes Factorisation LU
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41 (8 4t (8
& <~
e 0 o] o 0 e 0 . 0 - 0 e 0
Par récurrence, en supposant les i — 1 premiéres colonnes de L et les j — 1 . : o 1 . : 0 1
premiéres lignes de U. : P . P :
acll e o 0 0 b ... 0 a |l e 0 ) .
= o 1o 0 0 - I N0 - 0 ||| .
) 0 o 0 .« . o . : : _
. : : 0 °
. . : 0 . : -0 : HE L e
0 0 o 0 o ... i o e o Lun 0 0 Unn o o el s e Ly, 0 v o 000 o 0 Upn
. . . . . . N N
A= Ly o 0 0 - o[ Uy - . Connvs U Conavs Loor* U
. : ilo s lignt © de UL conaue
0 o . Par récurrence, on suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de L et les
> ol e o Lo 0 S oo 0 Unn i — 1 premiéres lignes de U.
Peut-on calculer la colonne i de L et la ligne i de U?
Méthodes directes Factorisation LU Méthodes directes Factorisation LU Méthodes directes Factorisation LU
. Kot
Connus “-1 u-  — Connus
R S— —
0 o o .u 0 . e 0 . . 0 — 5 e 0 - 0 * o ‘. . | .- r
N . . : L1 . 0 i1 - (:) _ . -1
b . 0 el . - : o e 0 b ... 0 el .
A= . . 0 0 . A=
o || LT . A= 5 || = I 0 o || 0 0
Sho - } :
; 0 [ e . . 0 ) 0 e
o o o ell e o e Lo 0 Lo 0 Unn N i . 0 0' U‘ o o oo eff]e] o L., 0 ! 0 U
e . .
Cbnnvs. ‘ Les U . . Connvs v Connvs U ‘
> ligne L de b conn On f’wt Caler ltaﬂb Lde U On connail lo colonnt 4 do U On Fg,t CL«‘(JM lq (v[ann(, ('da U & On comail’ la coloane « de U
On cherche U, ; Vj € [[i, n]. On cherche L;; Vje [i+1,n], (Li;=1)
B ;1 connus =1 41 =0 i_; connus connu =0
def def 4 o —— —_— —
A,'J = Z L,',kUkJ = Z L,"kde'+ L,'?,' U,'J + Z L,"k UkJ' Aj,i = Z Lj,kUk,i = Z Lj,kUk,i +Lj,i Ull,i + Z Lj,k Uk,i
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
i—1 i1
Uij=Aij= X LikUej, Viel[i,n]. L= Aji= Y LiwUii | /Ui, Yi€[i+1,n].
k=1 k=1
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Algorithme 9

Algorithme 9

Algorithme 9

Algorithme 9

1: Pour i < 1 a n faire
Calculer la ligne i de U.

(

3: | Calculer la colonne i de IL.
4: Fin Pour

1: | Calculer les matrices L et U l\

Méthodes directes

AN =

: Pour j < 1 a n faire
Calculer la ligne i de U.
Calculer la colonne i de L.
: Fin Pour

Factorisation LU
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1: Pour i < 1 a n faire

Ljj <0
Fin Pour
1| L1
\}2< Pour j < i+ 1 a n faire
—1
13: Lji— ﬁ (A/,, - Z Ljk Uk.:)
k=1
14:| Fin Pour
|\
15: Fin Pour

Pour j «— 1 ai—1 faire
UGi,j) <0
Fin Pour
Pour j < i a n faire
i-1
Uij = Aij= > LikUsj
k=1

Fin Pour

Pour j < 1 a /-1 faire

Méthodes directes Factorisation LU
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Algorithme 9

Algorithme 9

1: Pour i < 1 a n faire

2: Pourj«— 1ai-1 faire
3 U(i,j) <0

4: Fin Pour

5. Pour j < i a n faire

@

i—1
Uij— Aij— Y LixUj
k=1

7. Fin Pour
8 Pourj<« 1ai—1 faire

9 L0
10:  Fin Pour
1 L1

12: Pour j < i+ 14 n faire

1: Pour j < 1 a n faire

20 Pour j« 1aij—1 faire
3 U(i,j) <0

4. Fin Pour

5. Pour j « i a n faire

i-1
Sy — Z LixUsj
k=1
Uj— Aij—S1
8 Fin Pour
9:  Pourj<—1ai—1faire

10: Ljj<0
11:  Fin Pour

i—1
13: Lij— o (Aj,-f > Ljvkuk,,) 13
k=1

12 L1
Pour j < i+ 1 a n faire

14:  Fin Pour
15: Fin Pour

i—1
Sy — Z Ljk Uy
k

-1

Méthodes directes

15: Lji— (Aji—S2).

1
Ui
16:  Fin Pour
17: Fin Pour

Factorisation LU

Algorithme 9| R3

Algorithme 9 | R4

1: Pour i « 1 a n faire

2. Pourj«1ai-1faire
3 U(i,j) <0

4. Fin Pour

5. Pour j < ia n faire
6

7

8:

9

10:

11:  Fin Pour

2 L1

13:  Pour j < i+ 1a n faire

16:  Fin Pour
17: Fin Pour

Méthodes directes

2
3
4
5:

1: Pour i « 1 a n faire

Fin Pour
Uij <= Aij— 51
11:  Fin Pour
12 Pour j«— 1ai—1 faire
13: Lji<0
14:  Fin Pour
15 Lijj—1
16:  Pour j « i+ 14 n faire
S0
Pour k « 1a -1 faire
Sy Sp 4 Lig# Uk
20: Fin Pour
1
21 Ly ﬁm(AN—SQ).
22: Fin Pour
23: Fin Pour

Pour j 14 i1 faire
U(i,j) <0

Fin Pour

Pour j « i & n faire

S1<0
Pour k < 14— 1 faire
S1—S1+ Lig= Ury

Factorisation LU
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Algorithme 9 Fonction FAcTLU permet de calculer les matrices L et U dites matrice de

factorisation LU associée a la matrice A, telle que
A=LU

Données : A
sont inversibles.

Reésultat : L matrice de M ,(IK) triangulaire inférieure
avec Ljj =1, Vie[l,n]
U : matrice de M,(IK) triangulaire supérieure.

1: Fonction [L,U] « FAcTLU (A)

2 U«0, = 0O, matrice nulle n x n
3 Le<l, = |, matrice identitée n x n
4: Pour i« 1a n faire

5 Pour j < i a n faire = Calcul de la ligne i de U
6: S1 0

7 Pour k — 1 ai—1 faire

8 S1— Sy + L(i, k) * U(k, j)

9: Fin Pour

10: U(i,j) < A(irj) - Si

11: Fin Pour

12: Pour j « i+ 1a n faire = Calcul de la colonne i de L
13: S0

14: Pour k —1ai—1 faire

15: Sy — S+ L(j. k) = U(k.i)

16: Fin Pour

17 L(j, i) < (Aji — S2) /UG, 0).

18: Fin Pour

19:  Fin Pour
20: Fin Fonction

matrice de M,(IK) dont les sous-matrices principales

Méthodes directes Factorisation LU
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Plan

Méthodes directes

@ Factorisation LDL*

Factorisation LDL*
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Soit A € M,(C) hermitienne inversible admettant une factorisation LU.
On pose
D = diagU et R = D™*U.

R est alors triangulaire supérieure a diagonale unité. On a alors
A=LU=LDD"'U = LDR.
A hermitienne A* = A — A = R*(D*L*) = L(DR)
Par unicité de la factorisation LU :

R*=LetDL*=DR = R*=LetD*=D

Meéthodes directes Factorisation LDL*
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@ Théoréme 8: Factorisation LDL* Aghe o' o ¢

Soit A € M,(C) une matrice hermitienne inversible admettant une
factorisation LU. Alors A s'écrit sous la forme

A =LDL* (9)

ot D = diag U est une matrice a coefficients réels.

Yorokokk

Une matrice A € M,(C) admet une factorisation LDL* avec L €
M ,(C) matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et D € M,(R)
matrice diagonale a coeffcients diagonaux strictement positifs si et
seulement si la matrice A est hermitienne définie positive.

@ Corollaire 8.1: 43

Méthodes directes Factorisation LDL*
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@ Definition

Une factorisation réguliére de Cholesky d'une matrice A € M,(C)
est une factorisation A = BB* ou B est une matrice triangulaire in-
férieure inversible.

Si les coefficients diagonaux de B sont positifs, on parle alors d'une
factorisation positive de Cholesky.

PAgAgioie ¢

@ Théoréme: Factorisation de Cholesky &%

La matrice A € M,(C) admet une factorisation réguliére de Cholesky
si et seulement si la matrice A est hermitienne définie positive. Dans
ce cas, elle admet une unique factorisation positive.

Meéthodes directes Factorisation de Cholesky
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Plan

@ Factorisation de Cholesky

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b e C". On note B la
matrice de factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Ax =b (= BB*x =0Db)

est équivalent a

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b € C". On note B la
matrice de factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Ax =b (= BB*x =0Db)

est équivalent a

Trouver x € C" solution de

B*'x =y (11)

avec y € C" solution de

By = b. (12)

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Algorithme de résolution de systémes linéaire par Cholesky

Algorithme 10 Fonction RSLCHOLESKY permettant de résoudre, par une
factorisation de Cholesky positive, le systéme linéaire

Ax=b
ol A une matrice hermitienne de M,(C) définie positive et b e C".

Données : A matrice de M ,(C) hermitienne définie positive,
b : vecteur de C".

Résultat : x vecteur de C".

1. Fonction x «— RSLCHoLESKY ( A, b )

2: B« Cuoresky(A) = Factorisation positive de Cholesky

3: y < RSLTrIINF(B, b) = Résolution du systéme By = b

4: U« MarApjoinTe(B) = Calcul de la matrice adjointe de B

5. x < RSLTriSur(U,y) = Résolution du systéme B*x =y

6: Fin Fonction

Il nous faut donc écrire la fonction CHOLESKY

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M,(C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
Bgp 0 ... O Br1 Bn,1
A1 Aln
- 0
An1 An,n 0 ’ .
Bn1 Bn,n 0 . 0 Bn,n

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M, (C) triangulaire inférieure avec B;; € R™, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
B11 0 ... 0 B11 Bn
A1l Aln
B 0
An1 Ann : 0 : :
Bpl --- ... Bpp 0 ... 0 Bpn

s s

o Calcul de By 1 (la 1ére ligne de B est donc déterminée)
== calcul 1lére colonne de B.

o Puis calcul de B> (la 2éme ligne de B est donc déterminée)
== calcul 2éme colonne de B.

o Etc...

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M,(C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
B11 0 0 B11 Bn,1
A1 Aln .
. -~ 0
An1 An,n ’ 0 . .
Bn,1 Bn,n 0 0 Bn,n

o Calcul de B1; (la lére ligne de B est donc déterminée)
= calcul 1ére colonne de B.

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Soit i € [1, n]. On suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de B.
Peut-on calculer la colonne i de B?

n n
* ¥
A=BB* — A=Y Bix(B)ki= Y. BixBik
k=1 k=1

Or B triangulaire inférieure (i.e. Bjj = 0sij > i)

i-1
Ajj = Z [Bi k[ + [Bii]?
k=1
et donc
i-1 1/2
Bij = | A= ), Byl
j=1

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Il reste a déterminer B;;, Vj € [i + 1,n].

n n
Aji= 2 Bik(B*)ki = . BjuBik, Vje[i+1,n]
k=1 k=1

Comme L est triangulaire inférieure on obtient
i i-1
Aji = Z BjkBik = Z Bj«Bik + Bj,Bij, Vj€[i+1,n]
k=1 k=1
Or Bj; > 0 connu et les i — 1 premiéres colonnes de B aussi.

1

Bji

Bji

Méthodes directes

Bji

0, Vjel[1,i—1].

Factorisation de Cholesky

i—1
Aji— Y BiBik |, Vieli+1,n]
k=1

2021/10/10 49 / 59




Algorithme 11

Algorithme 11

1: | Calculer la matrice B

NS

1: Pour i < 1 a n faire

2:  Calculer B; ;, connaissant les i —
1 premiéres colonnes de B.

3. Calculer la i*™ colonne de B.

4: Fin Pour

Méthodes directes

Factorisation de Cholesky
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Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire

» Calculer Bjj, connaissant les
i i — 1 premiéres colonnes de B.

3: Calculer la i*™ colonne de B.
4: Fin Pour

Méthodes directes

1: Pour i < 1 a n faire

i1 1/2
Bjj — (A,_, — 2 ‘H,‘j‘2>
j=1

Pour j < 1 ai—1 faire
Bji <0
Fin Pour
Pour j — i + 1 a n faire
1 i-1
Bjj— — [ Aji— Z BjkBik | -
Bi,i P
Fin Pour

9: Fin Pour

Factorisation de Cholesky
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Algorithme 11 | R,

Algorithme 11 ’R—3‘

1: Pour i < 1 a n faire

n

P 12
1 Bij — (A;,i - \B;J\z)
=t

1: Pour i < 1 a n faire
i-1

St B
j=1

By (arj — S1)Y?

Pour j < 1ai—1 faire

3: Pourj« 1laij—1faire
4 Bj; <0

5. Fin Pour

6:  Pourj <« i+1a n faire
7

1 i—1
Bij e oA Z Bj«Bix | -
i = \

4
5: Bjj—0
6:  Fin Pour
7. Pour j < i+1a n faire

8. Fin Pour
9: Fin Pour

i-1
&) Sp Z Bj kB k
k=1

Méthodes directes

1

9: Bji — — (Aji — S2).
Bii

10:  Fin Pour

11: Fin Pour

Factorisation de Cholesky

Algorithme 11

Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire

i1
2 [Spe Y By
=

3 Bji— (Aji— 51)1’/2
4. Pourj<—1ai—1faire
5 Bjj <0
6:  Fin Pour
7. Pour j — i+1a n faire
i1
8: Sy — Z Bj kBik
k=1
1
9: Bjj <« 5 (Aji—S2).

i,

10:  Fin Pour
11: Fin Pour

Méthodes directes

1: Pour j < 1 a n faire

S1 <0

Pour j «— 1 ai—1 faire
Sy« Sy + [Bij?

Fin Pour

6 B (Aji— 51)1"2

7. Pourj <« 1ai—1 faire

8: Bji« 0

9:  Fin Pour

10:  Pour j « i+ 14 n faire

11 S« 0

Pour k — 1 ai—1 faire
Sy« So + BjkBik

14: Fin Pour

16:  Fin Pour
17: Fin Pour

Factorisation de Cholesky

Algorithme 11 Fonction CHOLESKY permettant de calculer la matrice B, dites matrice de
factorisation positive de Cholesky associée a la matrice A, telle que
A = BB*.

Données : A
Résultat : B

1: Fonction B « CroLesky (A )

2 Pour i« 1a n faire

3 510

4 Pour j < 1ai—1 faire

5: S1— S+ [B(i,j))?

6 Fin Pour

7 B(i, i) « sqrr(A(i,i) — 51)

8: Pour j < 1 ai—1 faire

o B(j.i) <0

10: Fin Pour

11 Pour j < i + 1 a n faire

12: S0

13: Pour k < 1 a i1 faire

14: Sy« S+ B(j, k) # B(i, k)
15: Fin Pour

16: B(j.i) < (A(j.i) — $)/B(i, i).
17: Fin Pour

18:  Fin Pour
19: Fin Fonction

matrice de M,(C) hermitienne définie positive.
matrice de M,(C) triangulaire inférieure
avec B(i,i) > 0, Vi€ [1,n]

Méthodes directes

Factorisation de Cholesky
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'é’ Exercice 8.1

Proposer une méthode permettant de tester la fonction CHOLESKY .

Méthodes directes

Factorisation de Cholesky
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Plan L ,
@ Propriété: Ray

Soient x € K" et u € K", |lu[, = 1. On note x| = proj, (x) ', xHu

@ Definition: Matrice élémentaire de Householder et x| = x —x|. On a alors

Soit u € C" tel que |lul, = 1. On appelle matrice élémentaire de

H +x)) = XL —Xx|. 14

Householder la matrice H(u) € M ,(C) définie par ()loes x) = x1 = a4
et

H(y) = 1 — 2uu*. (13) H(u)x = x, si {x,u) =0. (15)

{ Propriete: & { Theoréme: &

o Factorisation QR Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire.

Soient a, b deux vecteurs non colinéaires de C" avec |b|, = 1. Soit

a € C tel que |a| = |a], et argar = —arg{a, by [n]. On a alors
a—ab
H{—— |a=ab. (16)
la — abl,
Meéthodes directes Factorisation QR Meéthodes directes Factorisation QR Meéthodes directes Factorisation QR
{3 Exercice: ey
Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C" avec ||b], = 1.
< . . o . Corollaire 8.2: @ Théoréme 9: 3
Ecrire la fonction algorithmique HOUSEHOLDER permettant de retourner une matrice u
de Householder H et o € C tels que H(u)a = ab. Le choix du « est fait par le . . . i i i i itai
eholder e, que H(u) a RO par I Soit a€ € avec a; # 0 et 3j € [2, n] tel que a; # 0. Soient 0 = arg a; Soit A € M ,(C) une matrice. Il existe une matrice unitaire Q € M, (C)
paraneel (0 0u 1) de tefle sorte que argor = —arg((a, b)) + dm avec |a| = |al,. produit d'au plus n — 1 matrices de Householder et une matrice trian-
Des fonctions comme Dot (a, b) (produit scalaire de deux vecteurs), Norm(a) (norme et 0 lai L. Re M.(C) tell
d’un vecteur), ArRG(z) (argument d’un nombre complexe), marPrOD(A, B) (produit M = at HaHz e’e gulaire supérieure R € M, (C) telles que
de deux matrices), cTRANSPOSE(A) (adjoint d'une matrice), ... pourront étre utilisées * la+ HaHz efey [
A =QR. (18)
Q.2 Alors
. - 20 q L 2 2 ) a0
Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la H("i)a =+ ”3”2 e’e; (17) Si A est réelle alors Q et R sont aussi réelles et I'on peut choisir Q de

fonction VECRAND(n) retournant un vecteur aléatoire de C", les parties réelles et

telle sorte que les coefficients diagonaux de R soient positifs. De plus,
imaginaires de chacune de ses composantes étant dans 0, 1[ (loi uniforme).

ol e désigne le premier vecteur de la base canonique de C". . . . e .
si A est inversible alors la factorisation est unique.

Q.3
Proposer un programme permettant de vérifier que § = 1 est le "meilleur" choix. J

Méthodes direces Factorisaon O Méthodes direces Factorisaon O Méthodes direces Factorisaon O




é' Exercice 9.1: Algorithmique

Q.1

Ecrire une fonction FAcTQR permettant de calculer la factorisation

QR d'une matrice A € M,(C).

On pourra utiliser la fonction HOUSEHOLDER  (voir Exercice 56,

page 82).

B

Q.2

Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.

QR
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