Chapitre 4

Interpolation

4.1 Polynéme d’interpolation de Lagrange

fj’ Exercice 4.1.2

Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (w;, Yi)ie[o,n]» tels que les a; sont distincts deux a deux. On
note

Q.1 1. Soit i € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; de degré n vérifiant
Li(z;) = dij, Vj € [0,n]. (4.1)

2. Montrer que les (Li)ic[o,n] forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polynomes a
coefficients réels de degré inférieur ou égal a n).

On défini le polynéme P,, par

?.(@) = Z yiLi(x). (4.2)
i=0

Q. 2 Montrer que polynéme P, est l'unique polynéme de degré au plus n vérifiant P, (z;) = v,
Vi € [1,n].

@ Definition 4.1

Soient n € IN* et (2, i)ic[o,n] avec (zi,y:) € R? et les z; distincts deux a deux. Le polynéme
d’interpolation de Lagrange associé aux n + 1 points (z;, yi),,-elgm]], noté P,,, est donné par

P,(z) = Z yiLi(z), Vz e R (4.3)
=0
avec "
Li(z) = [[ ==, Vie [0,n], Vo€ R. (4.4)
Jo T =T
J#i

@ Théoréme 4.2

Le polynéme d’interpolation de Lagrange, P,, associé¢ aux n + 1 points (i, ¥i)ie[o,n], €St
I'unique polynome de degré au plus n, vérifiant

Pn(xi) = yi, Vie[0,n]. (4.5)

2 CHAPITRE 4. INTERPOLATION

137 Exercice 4.1.3

Ecrire la fonction Lacrance permettant de calculer P, (polynome d’interpolation de Lagrange
associé aux n + 1 points (4, Yi)iefo,n]) au point t € R.

4.1.2 Erreur de 'interpolation

Soit une fonction f : [a,b] — R. On suppose que les y; sont donnés par
yi = f(z;), Viel[0,n]. (4.6)
On cherche & évaluer 'erreur E,(t) = f(z) — Pn(t), Vt € [a,b].

2

}73 Exercice 4.1.4

Soit f € C"*([a;b]; R). Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (2, Y:)ic[o,n]> tels que les a; sont
distincts deux a deux et y; = f(z;).

On note par Py, le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux points (2, ¥i)ic[o,n] €t Tn le
polynéme de degré n + 1 défini par

—

(z — z;). (4.7)

7rn('T') =

i=0

Q. 1 Montrer que, Ya € [a;b], il existe & appartenant au plus petit intervalle fermé contenant
T, X, ..., Ty, tel que

T (@)
—P,(z) = (D (g,). 4.
5) = Pule) = ZDL 4 (e,) (1)
; - P
Indication : Etudier les zéros de la fonction F(t) = f(t) — Pp(t) — L()"(x)ﬂ'n(t).
(G
Théoréme 4.3
Soient n € IN* et g, -+ , 2, n + 1 points distincts de U'intervalle [a, b]. Soient f € C"!([a;b];R) et

‘Pn, le polynome d’interpolation de Lagrange de degré n passant par (z;, f(z;)), Vi € [0,n]. Alors,
Vz € [a,b], 3¢ € (min(z;, ), maz(z;, x)),

(n+1) n
1@ = Palw) = L) (nl %, 3 CEES (4.9)
Ti=0

4.1.3 Points de Chebyshev

Trouver (Z;)I, Z; € [a,b], distincts deux & deux, tels que
n n
max t— ;| < max t —a;], V(x)ly, x; € [a,b], distincts 2 & 2 4.10
s LTI < s [Tl Voo, o o (4.10)
On a alors le résultat suivant

@ Théoréme 4.4
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Les points réalisant (4.10) sont les points de Chebyshev donnés par

a+b+b7acow((2i+1)ﬂ'
2 2 ot

Til— ), Vie[0,n]. (4.11)

4.1.4 Stabilité

On note A, = m[a)g] Z |L;(z)], dites Constante de Lebesgue.
r€|a, i=0

@ Proposition 4.5

Soient n € N* et 2, , 2, des points distincts de [a,b]. L’application £, : C°([a, b]; R) — R,[X]
qui a toute fonction f € C°([a,b]; R) donne le polynéme d’interpolation de Lagrange P,, associés
aux couples de (x;, f(2i))se[o,n] st bien définie et lin¢aire. De plus on a

Il = sup il _ (4.12)

secoqastiry Il
f#0

@ Théoréme 4.6

Pour toute fonction f € C°([a,b];R), on a

I = £alf)lo < (14 An) inE 1F = QL (4.13)

4.2 Polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite

],3" Exercice 4.2.1

Soient (s, yi, Zi)icfo,n] 7 + 1 triplets de R3, ou les z; sont des points distincts deux a deux de
I'intervalle [a, b]. Le polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté¢ H,,, associé¢ aux n + 1
triplets (2, Yi, 2i)iefo,n], est défini par

Hy(z;) = yi et H,(z;) = 2i, Vie [0,n] (4.14)
Q. 1 Quel est a priori le degré de H,, ?
On défini le polynoéme P,, par
1P.(@) = Z yidi(z) + Z 2;B;(x) (4.15)
i=0 i=0
avec, pour ¢ € [0,n], A; et B; polynomes de degré au plus 2n + 1 indépendants des valeurs y; et z;.
Q.2 1. Déterminer des conditions suffisantes sur A; et B; pour que P, vérifie (4.14).

2. En déduire les expressions de A; et B; en fonction de L; et de L(xz;) ou

tox -y
Li(w) = [[—=
520 T~
J#i
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Q. 3 Démontrer qu’il existe un unique polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite de degré au
plus 2n + 1 défini par (4.14).

¥ Definition 4.7

Soient n € IN* et (x4, Ys, 2i)ie[o,n) 7+ 1 triplets de RR3, ot les x; sont des points distincts deux a deux
de I'intervalle [a, b]. Le polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté¢ H,,, associé aux
n + 1 triplets (3, Yi, 2i)ieo,n], st défini par

Hn(T) = Z ylAl(‘T) + Z ZzBl(m) (416>
i=0 i=0
‘ Ai) = (1 — 2LL(5) (z — @) L2(@) et Bi(w) = (z — z:)L3(x) @.17)
ou N
T — Zj
Li(z) = I3 m
G

{0 Théoreme 4.8

Le polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite, H,,, associé¢ aux n+1 triplets (z;, y;, Zi)ieﬂo.n]]7

est I'unique polynome de degré au plus 2n + 1, vérifiant

H,(z;) = y; et H)(2;) = 2z, Vie [0,n] (4.18)

43’ Exercice 4.2.2

Soit f € C?"*2([a, b]; R). On suppose de plus que, Vi € [0,n], z; € [a,b], yi = f(z;) et z; = f'(2:).
On note

() = H(T —z;)?

et H,, le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets (x;, f(:), f'(2:))ie[o,n]-
Q. 1 Montrer que

Hf(2n+2) H
< © 2

10) - o) < e o). (119)
Indications : Etudier les zéros de la fonction F(y) = f(y) — Hu(y) — —————72(y

appliquer le théoréeme de Rolle.

Théoréme 4.9

Soient n € N* et g, -+ , 2, n+ 1 points distincts de U'intervalle [a, b]. Soient f € C>"*%([a;b];R) et
H,, le polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux n+1 triplets (i, f(2:), f'(%:) )iefo,n] -
On a alors Vz € [a,b], 3¢, € (min(z;, ), max(z;, ), tels que

(2n+2) n
f(x) —Hn(z) = f(2n7+(26)7) [BEEEDS (4.20)
Ti=0
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;3’ Exercice 4.2.3

Ecrire une fonction algorithmique Hermite permettant de calculer H,, (polynome d’interpolation
de Lagrange-Hermite associé aux n + 1 triplets (i, i, 2i)icjo,n]) €n t € R.
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