2 CHAPITRE 3. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

@ Théoréme 3.2: Réduction de matrices Mghokohgid

1. Soit A € M,,(C). Il existe une matrice unitaire U telle que U"*AU soit triangulaire.

2. Soit A € M,,(C) une matrice normale. Il existe une matrice unitaire U telle que U™*AU soit

Chapit re 3 diagonale.

3. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique. Il existe une matrice orthogonale P telle que
P-1AP soit diagonale.

Résolution de systémes linéaires

,(" Exercice 3.1.3: Matrice d’élimination

Soit v € C™ avec vy # 0. On note E[] € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure a diagonale unité

4 . définie par
3.1 Meéthodes directes P P
. ) R Tosfe 10T 0
3.1.2 Exercices et résultats préliminaires o ) ) )
ER = U (3:2)
]:3' Exercice 3.1.2: correction page 199 : 03 0
. . —Un /01 o 0 1
Soit A € M,, ,(C) une matrice et (A,u) un élément propre de A avec [uf, = 1. ‘
P 2 ] 2 Q.1 1. Calculer le déterminant de EM].
Q. 1 En s’aidant de la base canonique {ei, ..., e,}, construire une base orthonormée {x1,..., T}
telle que z1 = u. 2. Déterminer Uinverse de EL].
Notons P la matrice de changement de base canonique {e1, ..., e} dans la base {z1,..., 2} : A € M, (C) avec A1 # 0. On note A. ; le j-éme vecteur colonne de A et A;. son i-éme vecteur
| | ligne. On pose A; = A. ;.
| |
P= T N z, Q.2 1. Calculer A = EM1IA en fonction des vecteurs lignes de A.
| |
: : 2. Montrer que la premiére colonne de A est le vecteur (A1,1,0,... ,O)t i.e.
Soit B la matrice définie par B = P*AP. o
. ) ) , ) EiAe; = 4, e, (3.3)
Q. 2 1. Ezprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs x;,
i€ [1,n]. . ol ey est le premier vecteur de la base canonique de C™.
B = P*AP.
Soit m € IN*. On note E["™?] € My 4n(C) la matrice triangulaire inférieure a diagonale unité définie
2. En déduire que la premiére colonne de B est (),0,...,0)". 290 :

ln | O
fmo) _ (MmO
Elm® _< S ?Efvl) (3.4)

Q. 3 Montrer par récurrence sur l’ordre de la matrice que la matrice A s’écrit
Q.3 1. Calculer le déterminant de EU™?],

A = UTU* ) . . . .
2. Déterminer linverse de E"*] en fonction de linverse de E].
ou U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. Soit C la matrice bloc définie par
Cii1 1 C
Q. 4 En supposant A inversible et la décomposition A = UTU* connue, expliquer comment résoudre C= <~—é}~i~£—2~>

"simplement" le systéme linéaire Az = b.
ou Cy; € M, (C) et Cy 2 € My, n(C).

Q. 4 Déterminer la matrice produit Elm.Ad]

C en fonction des matrices Cy 1, C1 o et A.

@ Théoréme 3.1: Yevevevedk

Soit A € M,,(C). Il existe une matrice unitaire U et une matrice triangulaire supérieure T telles que Lemme 3.3
— * :
A=UTU 3.1) Soit A€ M,,(C) avec Ay 1 # 0. Il existe une matrice E € M,,(C) triangulaire inférieure a diagonale
unité telle que
EAe; = A; 1€ (3.5)
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oll e; est le premier vecteur de la base canonique de C".

f‘;\’ Exercice 3.1.4: Matrice de permutation

Soit (4, j) € [1,n]?, on note pliil M, (R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j.
Q. 1 Représenter cette matrice et la définir proprement.

Soit A € M,,(C).On note A, . le r-éme vecteur ligne de A et A. ; le s-éme vecteur colonne de A.

Q.2 1. Déterminer PLMJA en fonction des vecteurs lignes de A.
2. Déterminer APLM] en fonction des vecteurs colonnes de A.

Q.3 1. Calculer le déterminant de PL7.

2. Déterminer linverse de P,[f’j].

Lemme 3.4

Soit (i, 4) € [1,n]?. On note pliil e M, (R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes ¢ et j.
Alors la matrice ng’]] est symétrique et orthogonale. Pour toute matrice A € M, (K),

1. la matrice Pg‘j]A est la matrice A dont on a permuté les lignes i et j,

2. la matrice APg’j] est la matrice A dont on a permuté les colonnes i et j,

.1.3 Meéthode de Gauss-Jordan, écriture matricielle
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Soit A € M,,(C) inversible.

Q. 1 Montrer qu’il existe une matrice G € M,,(C) telle que |det(G)| = 1 et GAe; = aey avec a # 0
et ey premier vecteur de la base canonique de C™.

Q. 2 1. Montrer par récurrence sur l’ordre des matrices que pour toice n(C)
inversible, il existe une matrice S,, € M,,(C) telle que |detS,| =1 et S,A, = U,, avec U,
matrice triangulaire supérieure inversible.

Exercice 3.1.5

2. Soitbe C™. En supposant connue la décompostion précédente S, A, = U, expliquer comment
résoudre le systeme A, x = b.

Q. 3 Que peut-on dire si A est non inversible?

Indication : utiliser les résultats des exercices 3.1.3 et 3.1.4.

{3 Théoreme 3.5

Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une matrice inversible G telle que
GA soit triangulaire supérieure.

3.1.4 Factorisation LU

CHAPITRE 3. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

,(3’ Exercice 3.1.6: Aekakoke ¢

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre i, notées A;, i € [1,n] (voir
Definition B.48, page 188) sont inversibles.

Montrer qu'il existe des matrices EI*l € M,,(C), k € [1,n — 1], triangulaires inférieures a diagonale
unité telles que la matrice U définie par

U = El-1.. glla

soit triangulaire supérieure avec U; ; = det A;/(Urq % -+ X Uj_1,i—1), Vi € [1,n].

Théoréme 3.6: Factorisation LU (Aghakohang

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles alors il existe une
unique matrice L € M,,(C) triangulaire inférieure (lower triangular en anglais) & diagonale unité
et une unique matrice U € M,,(C) triangulaire supérieure (upper triangular en anglais) inversible
telles ques

A=LU.

@ Théoréme 3.7: Factorisation LU avec permutations Mighaikoie

Soit A € M,,(C) une matrice inversible. Il existe une matrice P, produit de matrices de permuta-
tion, une matrice L € M,,(C) triangulaire inférieure a diagonale unité et une matrice U € M, (C)
triangulaire supérieure telles ques

PA = LU. (3.6)

@ Corollaire 3.8: Moheie o d

Si A e M, (C) est une matrice hermitienne définie positive alors elle admet une unique factorisation
LU.

3.1.5 Factorisation LDL*

@ Théoréme 3.9: Factorisation LDL* Mohe o' o'

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne inversible admettant une factorisation LU. Alors A s’écrit
sous la forme
A=LDL* 3.7)

ot D = diag U est une matrice a coefficients réels.

@ Corollaire 3.10: Mohe o' o'

Une matrice A € M,,(C) admet une factorisation LDL* avec L € M, (C) matrice triangulaire
inférieure & diagonale unité et D € M,,(R) matrice diagonale a coefficients diagonaux strictement
positifs si et seulement si la matrice A est hermitienne définie positive.

3.1.6 Factorisation de Cholesky
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@ Definition 3.11

Une factorisation réguliére de Cholesky d’une matrice A € M,,(C) est une factorisation A =
BB* ou B est une matrice triangulaire inférieure inversible.

Si les coefficients diagonaux de B sont positifs, on parle alors d’une factorisation positive de
Cholesky.

) Théoréme 3.12: Factorisation de Cholesky PAgAonoie'd

La matrice A € M,,(C) admet une factorisation réguliére de Cholesky si et seulement si la matrice
A est hermitienne définie positive. Dans ce cas, elle admet une unique factorisation positive.

3.1.7 Factorisation QR

' Definition 3.13: Matrice élémentaire de Householder

Soit u € C™ tel que |u|, = 1. On appelle matrice élémentaire de Householder la matrice
H(u) € M,,(C) définie par
H(u) = | — 2uu®. (3.8)

Propriété 3.14

Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire.

{3 Propriété 3.15

Soient z € K™ et u € K", [u], = 1. On note || = proj,, () lu,gHuctz, =z — . On a alors

Hu)(zL +z)) =21 — ). (3.9)
et

Hu)z =z, si (x,u)=0. (3.10)
) Theoreme 3.16
Soient a, b deux vecteurs non colinéaires de C™ avec b, = 1. Soit a € C tel que |a| = |a|, et

arga = —arg{a,b) [r]. On a alors

H <7a —a) > a = ab. (3.11)

la — abl,

é’ Exercice 3.1.7

Soient @ et b deux vecteurs non colinéaires de C™ avec [b|, mn va chercher a € C et u € C",
[w]y = 1, vérifiant
H(u)a = ab. (3.12)

Q. 1 Montrer que si « et u vérifient (3.12) alors

1. ona
ol = [al, (3.13)
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2. ona
a—2{u,ayu = ab (3.14)

3. on en déduit que

|<uva’>‘2 =

LQMW (3.15)

Nous allons maintenant établir une condition pour que (3.15) ait un sens.
Q. 2 On suppose que arg o = — arg({a, b)) [r]

1. Montrer que a{a,b) € R.

2. Montrer que {a,a) — a{a,by € R**.

Q. 3 Soient a et u vérifiant (3.12). En déduire que si arga = — arg({a, b)) [7] alors u est donné
par

u= m(afab). (3.16)

et [ul, = 1.

,("5 Exercice 3.1.8

Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C" avec [b|, = 1.

Q. 1 Ecrire la fonction algorithmique HouseHOLDER permettant de retourner une matrice de House-
holder H et o € C tels que H(u)a = ab. Le choiz du « est fait par le paramétre 6 (0 ou 1) de telle
sorte que arga = — arg({a,b)) + 0 avec |a| = |a], .

Des fonctions comme por(a,b) (produit scalaire de deuz vecteurs), Norm(a) (norme 2 d’un vecteur),
ARG(2) (argument d’un nombre compleze), maTPrOD(A, B) (produit de deux matrices), crRANsPOSE(A)
(adjoint d’une matrice), ... pourront étre utilisées

Q. 2 Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la fonction
VECRAND(n) retournant un vecteur aléatoire de C™, les parties réelles et imaginaires de chacune de
ses composantes étant dans 10, 1[ (loi uniforme).

Q. 3 Proposer un programme permettant de vérifier que 6 = 1 est le "meilleur” choiz.

@ Corollaire 3.17
Soit @ € C™ avec a; # 0 et 35 € [2,n] tel que a; # 0. Soient § = argay et

u _ atlalyee
. _ atlalycer
o £ al, @]

Alors
H(us)a = 7 |ay e (3.17)

ol ey désigne le premier vecteur de la base canonique de C".

{3 Théoreme 3.18

Soit A € M,,(C) une matrice. Il existe une matrice unitaire Q € M,,(C) produit d’au plus n — 1
matrices de Householder et une matrice triangulaire supérieure R € M,,(C) telles que

A=QR. (3.18)
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Si A est réelle alors Q et R sont aussi réelles et 'on peut choisir Q de telle sorte que les coefficients
diagonaux de R soient positifs. De plus, si A est inversible alors la factorisation est unique.
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Exercice 3.1.9

Soit B € M4, () la matrice bloc

ot By ; € M, (K) et S e M, (K). On note s € K" le premier vecteur colonne de S et on suppose
que 8 # 0 et s non colinéaire & e} premier vecteur de la base canonique de K".

Q.1 1. Montrer qu’il existe une matrice de Householder H = H(u) € M,,(K) et a € K* tel que

ia:o R

oYY
HS = .

0 le o

2. On notew € K™*™, le vecteur défini par u; = 0, Vi € [1,m] et upy; = i, Vi € [1,n]. Montrer
que

ot RI¥) est une matrice triangulaire supérieure d’ordre k et Al¥) une matrice d’ordre n — k.
Q.2 1. Sous certaines hypothéses, montrer qu’il existe une matrice de Householder HF1 telle
que HE+1 ALkl — Alk+1]

2. Soit A € M, (K). Montrer qu’il existe une matrice unitaire Q € M, (K), produit d’au plus
n — 1 matrices de Housholder, et une matrice triangulaire supérieure R telles que A = QR.

3. Montrer que si A est réelle alors les coefficient diagonauz de R peuvent étre choisis positifs ou
nuls.

4. Montrer que si A est réelle inversible alors la factorisation QR, avec R a coefficient diagonauz
strictement positifs, est unique.

[ ]
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f Exercice 3.1.10: Algorithmique

Q. 1 FEcrire une fonction FActTQR  permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A €
M, (C).

On pourra utiliser la fonction HouseHOLDER (voir Ezercice 3.1.8, page 7).

Q. 2 Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.

O
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