# Exercice

Soit A € M,,(C). On note B = A*A.
Q. 1 Soit (A\,u) € C x C"™\{0} un élément propre de B.

1. Montrer que la matrice B est hermitienne.
2. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles.

3. En déduire que

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’aprés le Théoréeme de réduction 3.2 page 63, il existe
alors une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B = UDU".

On note (A, €;)ie[1,n] les éléments propres de D. Les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique de C™ et

A = Dj;.

Q. 2 1. Démontrer que les (Ai,vi)ie[17nﬂ sont les éléments propres de B ou v; est le 1-éme vecteur colonne de U.
2. En déduire que {v1,...,v,} est une base orthonormée de C".

Soit € C" tel que |z|, = 1 décomposée dans la base {vy,...,v,}:

n
I(aq,...,an) € C", tels que x = Z ;.
=1



Q. 3 1. Montrer que
n
&,xy=> ol = 1.
1=1

2. Montrer que
sup HAUH% < P(A™A).

veC
H'UH2:1

3. Déterminer un vecteur w € C", tel que
2 *
|Awly = P(A"A).

4. En déduire que

. Ax
Al & sup 122l _ oy,

n xr -
:?vefo H H2
Q. 4 1. Montrer que la norme |e|y est invariante par transformation unitaire :

UU™ = | = |Afy = |UA[, = [[AU]; = [UAU, .

2. Montrer que si A est hermitienne alors
|Ally = P(A).

Correction Exercice
Q.1 1. Il faut montrer que B = B*. Or on a
B* = (A*A)" = A*(A*)" = A*A = B.
2. Comme (A,u) est un élément propre de B, on a Bu = M. On en déduit que

(Bu,u) = Oa,u) = Au,u) = X |ul3.



De plus par propriété du produit scalaire, on a
(Bu,uy = (u,B*u).
Comme B est hermitienne, on obtient

(Bu,u) = {(u,Bu)
— Cu, M) = Au,uy = A3

On a donc
2 T2
AMulz = Aulz

et comme |lully # 0 (u est un vecteur propre) on obtient A = A, c’est a dire A € R.

3. On a

(Bu,u) = (A*Au,u)
= (Au,Au) par propriété du produit scalaire

2
= [Aul .
De plus, on a vu que (Bu,u) = X |ulf3 avec |u]y > 0. On en déduit alors

2
a3

_ 1T
5

Q. 2 1. On aB =UDU*. Or U est unitaire, donc inversible d’inverse U*. En multipliant & gauche par U* et a droite
par U on obtient
U*BU = U*(UDU*)U = (U*U)D(U*U) = D.

On obtient alors

Dei = Aiei =5 U*BUCZ' = )\iei
== BUeZ- = )\iUei.



C’est a dire en posant v; = Ue; (i-¢me vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les (Aj, v;)ie[1.]- On
peut noter que v; # 0 car U est inversible.

.Ona
*
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U=| v:...iv, | et U =] e
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On a donc
viv1 vy ... vy,
viml vive ... viv,
VUl VU2 ... UpUp
et donc
V(i,j) € [1,n]% (U*U)i; = viv; = v, v)).
Comme U est unitaire, on a U*U = | et donc

(i, 5) € [1,n]? (U*U);; = d; ;.

On en déduit alors
V(i,5) € [Ln]? (vi,vy) = biy.

{v1,...,v,} est donc une base orthonormée de C".



Q. 3 1. On peut voir que

(x,x) = <Z Oziviaz@j"’j>

De plus H.’Eﬂg =(x,x)=1.
2. On a
Azl = (A Az) = (A'Az.z) = (Ba,3)

n n
= Z @;Buvi, Z ;v
i=1 J=1

— <Z QA5 Z Oéjvj>

— Z <’Uu'vj>

1=1

||M:>

3

— Z A\ ‘042| car \; € R et <'Uz'7'vj> - 5ij
1=1

n
< max)\ a;|? = p(A*A) car \; = 0 et o)? =
ze[[lnﬂ Z‘ il A) L Z| i



On en déduit alors
sup |Av|3 < p(A*A).
veC”
[vll,=1
3. Pour démontrer que l'on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant, c’est a dire un vecteur w € C",

lw|s = 1, tel que
|Aw|3 = max \;

i€[1,n]

olt les A; sont positifs ou nuls (valeurs propres de B. Pour cela on note k € [1, n] I'indice tel que Ay = maxeqy ) Ai-
En choisissant w = vy (qui est de norme 1) on obtient alors

HA’UkHS = <A’Uk;,A’Uk> = <A*A’Uk,'vk> = <)\kvk,'vk> = )\k = P(A*A)

4. D’apreés la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

|Aly = sup [|Azll,.
zeC"

], =1

En utilisant les résultats de Q.3, 2. et 3., on obtient
|Ally = A/ P(A*A).

Q. 4 1. Soit U e M,,(C) unitaire, i.e.
Uu* =U*U = 1.

e Montrons que ||Aly = [[UA],.
On a ||A[, = v/P(A*A) et donc

|UAJ, = \/P((UA)*UA) = /(A (UU)A) = \/p(A*A) = A,



Montrons que [|Ally = AU, .

On a AU
AU, & sup A0
2 el
x#0

En posant y = Uz, on a = U*y car U™ = U* (U étant unitaire). Comme U est inversible on a

{Ury, ¥y e C"\{0}} = C"\{0}

|AUz |, Ayl
sup = —
zeCn H-’”Hz yeCn U sz
z#0 y#0

De plus, on a
x 112 % * * 2
Uy = U™y, U%y) = (y, UUy) = (y, ) = |ly|;

et done [AU], = Al
Montrons que [|A[, = [|[U*AU|, .
Ceci découle des deux égalités précédentes. En effet,

[U*AU|, = [U*(AU) |, = |AU], car U™ unitaire

= [|Al5 car U unitaire



