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Soient A € M,(IK) une matrice inversible et b € K".

Résoudre

Ax=b

Le calcul de la matrice inverse A™! revient a résoudre n systémes linéaires.

Chapitre IV

Résolution de systemes linéaires

Conditionnement

& Pour résoudre un systéme linéaire, on ne calcule pas la matrice inverse associée.

Soient A € M,(K) inversible et b e K".

o Meéthodes directes : On cherche M inversible tel que MA facilement
inversible
Ax =b <= MAx = Mb.

o Méthodes itératives : On cherche B et c,
xU = BxlK 4 ¢, k>0, xI° donné

en espérant limy_, o x[¥ = x.

o =1 ) ®
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Ax=b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?

o =1 ) ®
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@ Conditionnement

© Méthodes directes

© Méthodes itératives

Exemple de R.S. Wilson

Soient
07 8 7 0 o L 1
| 75 6 5 _ Z = 0 0
A=l 86 10 o | 2A- 0 _?,12 - 0
1 1
7 5 9 10 —106 — 196 0 —%
et b* = (32, 23, 33, 31), (Ab)" = (335, — 135> 155» —1ag) - Des calculs exacts
donnent
Ax=b = x*=(1,1,1,1)

Au=(b+Ab) u°=<91 o x 79>

50" 25’ 20° 100
~ (1.8, —0.36, 1.3, 0.79)
(A+ DAV =b — v'=(—81, 137, —34, 22)
N 18283543 31504261 3741501 5235241
B (7 461600 ' 461600 ' 230800 ' 461600)
~ (—39.61, 68.25, —16.21, 11.34)

(A+AA)y = (b+Ab) —

o =1 )




Soient A € M,(K) inversible et b e K".

Ax=b
De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?

Non, pas forcément!

Le systéme linéaire prédédent est mal conditionné.

On dit qu’un systéme linéaire est bien conditionné ou qu'il a un bon
conditionnement si de petites perturbations des données n’entrainent qu'une
variation raisonnable de la solution.

Est-il possible de "mesurer" le conditionnement d’une matrice?

@ Théoréme 2: d‘;_‘.)
Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions respectives de
Ax=b et A(x+Ax)=b+Ab.

Supposons b # 0, alors I'inégalité

|ax] _

||
< cond(A)——
H ®)

1]

est satisfaite, et c'est la meilleure possible : pour une matrice A donnée, on
peut trouver des vecteurs b # 0 et Ab # 0 tels qu’elle devienne une égalité.

@ Definition 1.1

Soit |.| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d'une matrice
réguliére A, associé a cette norme, est le nombre

cond(A) = A HA'1|| :

Nous noterons cond,(A) = [A], A,

2022/10/10
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@ Théoréme: 4‘;@—

Soient A et A+ AA deux matrices inversibles. Soient x et x + Ax les solutions
respectives de
Ax = bet (A+ AA) (x + Ax) = b.

Supposons b # 0, alors on a

lAx|

< [AA]
[x + Ax| =

ond(A) Al

Remarque 2.1

Une matrice est donc bien conditionnée si son conditionnement est proche de 1.

ED

J
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@ Proposition: £}

Soit A une matrice réguliére. On a les propriétés suivantes
Q Va e K*, cond(aA) = cond(A).
Q cond,(A) =1, Vpe [1,+o0].

@ condy(A) = 1 si et seulement si A = aQ avec o € K* et Q matrice
unitaire

2022/10/10

VD

© Méthodes directes
@ Matrices particuliéres

Méthodes directes Matrices particuliéres
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Systéme diagonal

Systéme triangulaire inférieur Systéme triangulaire inférieur

Soit A € M,(IK) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i <) Soit A € M,(IK) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i <)
Soit A € M,(IK) diagonale inversible et b e K".
Al,l 0 e 0 X1 b1 A171 0 e 0 X1 b1
X,'=b,'/A,'1,‘, Vie[[l,n]]. (1) .. .. : : : : :
Ax=b — = Ax =b — =
P - — | : .0 : : : .0 : :
gorithm Fonction RSLMarDiac permettant de résoudre le systéme linéaire a
matrice diagonale inversible Ana - Ann Xn bn Ant e Ann Xn by
Ax=b. A inversible <= A inversible < A;; # 0,Vi € [1,n]
Données: A : matrice diagonale de M,(R) inversible.
b : vecteur de R".
Résultat : x : vecteur de R".
1: Fonction x < RSLMarDiac (A, b)
2:  Pour j — 1 a n faire
3 x(i) < b(i)/A(i, i)
4:  Fin Pour
5: Fin Fonction
or <& = = E or <& = = E or <& = = E
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Systéme triangulaire inférieur

Soit A € M,(K) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i <)

Aii 0O ... 0 X1 by ) 1 i—1
: I : : : 1 i1 . o b— S A x| Wielln
AX:b — B : : . B — . Xi = A (bi_ZAi,ij> s Vie [[1,[1]‘ Xi Ai,r' ( 1 ; ijXi | ! [[ ) ﬂ
: 0 : : gy j=1 J
A":1 Tt A”v" Xn b" Algorithme 2 "R—o‘ Algorithme 2 W Algorithme 2 Algorithme 2

1: Pour i < 1 & n faire 1: Pour i < 1 an faire

A inversible < A,‘ﬁ,‘ #0,Vie [[1’ n]] L Résoudre Az = b en calculant 1: Pour i < 1 & n faire 1 izl
successivement 1, @, ..., . 1 i1 2 | @i bi— > Ay
n v U 3 Aija Aii =

. o =
Soit i € [1,n], (Ax); = b;, < Z Aijx;j = bj. o

3: Fin Pour
j=1

i-1

S Y Aija;
i=1

zi — (bi = 8)/Aii

3: Fin Pour

4: Fin Pour

i—1 n i—1
b[ = Z A,‘JXJ' + A,",'X,' + Z A,',j Xj = Z A,'JXj + A,',,'X;
j=1 j=it1Tg j=1

1 = .
= A (b,-fj_;A,-J—xJ) , Vie[1,n]. (2)

o = = = o = = = o = = =
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1 i—1
Xi = T b,’ - Z A;J)(j
i =

, Vie[Ln]

Algorithme 2 ’R—g‘

Algorithme 2 ’R_g‘

1: Pour i « 1 A n faire

i — (b — S)/Ai;
4: Fin Pour

1: Pour i « 1 an faire

7. Fin Pour

S0

Pour j «— 1 ai— 1 faire
S S+ A, j)+x(j)

Fin Pour

zi — (bi = 8)/Aii

Matrices particuliéres
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@ Exercices et résultats préliminaires

Exercices et résultats prél
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Xj = —

i—1
b; — A,;*X' s Vie 1, nj.
A Z % [1,n]

Algorithm Fonction RSLTRrIINF permettant de résoudre le systéme linéaire trian-
gulaire inférieur inversible

Ax = b.

Données : A matrice triangulaire de M, (IK) inférieure inversible.
b : vecteur de K".

Résultat :  x vecteur de K".

1: Fonction x « RSLTrilne (A, b)

2:  Pour j — 1 a n faire

3: S0

4 Pour j <« 1ai—1 faire

5 S < S+ A1) *x(j)

6: Fin Pour

7 x(i) « (b(i) = S)/A(i. i)

8 Fin Pour

9: Fin Fonction

Matrices particuliéres 2022/10/10 15 / 59

@ Lemme 3.1: &3

Soit (i, /) € [1, n]?. On note plil e M ,(R) la matrice identitée dont on a permuté les

lignes i et j. Alors la matrice PU st symétrique et orthogonale. Pour toute matrice
Ae M,(K),

O la matrice PY/A est matrice A dont on a permuté les lignes i et j,

@ la matrice AP,[,'"] est matrice A dont on a permuté les colonnes i et j,

@ Lemme 3.2: &

Soit A € M,(C) avec Ay ; # 0. Il existe une matrice E € M, (C) triangulaire inférieure
a diagonale unité telle que
EAe; = A; 1€ (3)

ol e; est le premier vecteur de la base canonique de C".

2022/10/10 18 / 59

Systéme triangulaire supérieur

Soit A € M,(IK) triangulaire supérieure inversible (A;j = 0si i > j)

A1l Ain\ [x by
Ax=b — 0 B =
0 0 Au) \x)  \b

™ .
'6’ Exercice

Ecrire la fonction RSLTriSur permettant de résoudre le systéme triangulaire
supérieure Ax = b.

Matrices particuliéres
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@ Théoréme 4: Décomposition de Schur A& Phoikoteiad

Soit A € M,(C). Il existe une matrice unitaire U et une matrice triangulaire
supérieure T telles que

A = UTU* (4)

2022/10/10 19 / 59



@ Méthode de Gauss-Jordan

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan
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Algorithme de Gauss-Jordan

Ax=b < Ux="f
ot U matrice triangulaire supérieure.
Opérations élémentaires sur les matrices :
e L; < L; permutation lignes i et j

e Li — Lj+ aL; combinaison linéaire

A l'aide d'opérations élémentaires, on va transformer successivement en n — 1
étapes le systéme. A |'étape j, on va s’arranger pour annuler les termes
sous-diagonaux de la colonne j de la matrice sans modifier les j — 1 premiéres

colonnes.

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan
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Etape j

Méthodes directes

j—1
o o oo .
.
0
.
o |T =
.
: : .
0 Oie .
—
J
o o oie .
.
0
.
.

0

Méthode de Gauss-Jordan

2022/10/10

Algorithm Algorithme de Gauss-Jordan avec fonctions pour la résolution de Ax = b

Algorithm Algorithme de Gauss-Jordan formel pour la résolution de Ax = b

1: Pour j — 1 a n—1 faire

2:  Rechercher I'indice k de la ligne du pivot (sur la colonne j, k € [}, n])
3:  Permuter les lignes j (£;) et k (£x) du systéme si besoin.

4. Pour i< j+1a n faire

5: Eliminer en effectuant £; — L; —

6 Fin Pour

7: Fin Pour

8: Résoudre le systéme triangulaire supérieur par la méthode de la remontée.

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan
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Données : A matrice de M, (IK) inversible.
b :  vecteur de K".
Résultat : x vecteur de R”.

: Fonction x «— RSLGauss (A,b)
Pour j < 1a n—1 faire
- [Gumcnopnor JA.)
[p 8]~ [PraoiLicsrsss | b6

1
2
3.
4:
5: Pour j — j+1 a n faire
6:
7
8.
[

[A.b] —[CovpLicxusSvs [(A.b.j.i,~A(i.j)/AG.J))

Fin Pour
Fin Pour
x «— RSLTriSup(A, b)
10: Fin Fonction

= a écrire
= a écrire

= a écrire

o déja écrite

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan
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Algorithm Recherche d'un pivot pour Ialgorithme de
Gauss-Jordan.

Algorithm Permutte deux lignes d'une matrice et d'un
vecteur.

Données : A : matrice de Mp(K) Données : A matrice de M (K).
entier, 1 <j < n. b vecteur de K"
Résultat : k : entier, indice ligne pivot ok : entiers, 1< k<n.
Résultat : A et b modifiés.
1 Fonction k — CuzrcnslsoPivor (Aj)

k « j. pivot « |A(j.j)|

3 Pour i« j+14anfaire
& Si|A(.)| > pivot alors
5 ki

6 pivot < |AG )|
7 Fin Si

8: Fin Pour

9: Fin Fonction

1: Fonction [A,b] « PeruLicsissys (Ab.j k)
2. Pour | — 1a n faire

3 t—A(, 1)

4 Al 1) < Ak, 1)

5 Alk,T) — t

6 Fin Pour

7.t b(j), blj) < b(k), b(k) « t
& Fin Fonction

Algorithm Combinaison linéaire L; — L; + L; appliqué a une

matrice et 3 un vecteur.

Données : A

matrice de M (K)

b vecteur de K
g entiers, 1 < j.i < n.
alpha :  scalaire de K

Resultat : A et b modifiés,

1: Fonction [A,b] — CouaLicnesSvs (Abji.a)

Pour k « 14 n faire

Al k) < Ali.K) + s Al k)

2
3

& Fin Pour

s b(i) « bli) + ab(j)
6: Fin Fonction

Méthodes directes

Méthode de Gauss-Jordan
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'{'3’ Exercice 1: Méthode de Gauss, écriture algébrique ,&

Soit A € M,(C) inversible.

Q.1 Montrer qu'il existe une matrice G € M,(C) telle que | det(G)| = 1 et GAe; = ae;
avec a # 0 et ey premier vecteur de la base canonique de C".

Q.2
@ Montrer par récurrence sur l'ordre des matrices que pour toute matrice
A, € M,(C) inversible, il existe une matrice S, € M,(C) telle que |det S,| = 1 et
S,A, = U, avec U, matrice triangulaire supérieure inversible.
@ Soit be C". En supposant connue la décompostion précédente S,A, = U,,
expliquer comment résoudre le systéme A,x = b.

Q.3 Que peut-on dire si A est non inversible?

Indication : utiliser les Lemmes 3.1 et 3.2.
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On a donc démontré le théoréme suivant

@ Théoréme 5

Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une matrice
inversible G telle que GA soit triangulaire supérieure.

Méthode de Gauss-Jordan
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Méthodes directes

@ Factorisation LU
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Méthodes directes Factorisation LU

. . —
a Exercice: Factorisation LU &

Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre i,
notées A;, i € [1, n] (voir Definition B.48, page 207) sont inversibles.
Montrer qu'il existe des matrices EIX € M, (C), k € [1, n — 1], triangulaires
inférieures a diagonale unité telles que la matrice U définie par

U = El-1.. gla

soit triangulaire supérieure avec U;; = det A;/(Uy 1 x --- x Ui_1-1), Vi €

[1, n].

2022/10/10 20 / 59

Méthodes directes Factorisation LU

Yevededeys

@ Théoréme 6: Factorisation LU

Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles
alors il existe une unique matrice L € M, (C) triangulaire inférieure (lower
triangular en anglais) a diagonale unité et une unique matrice U € M,(C)
triangulaire supérieure (upper triangular en anglais) inversible telles ques

A=LU.

preuve :
» Existence : exercice précédent U = El"11... ElLIA
L= (E[n—u ‘ ..Em)'l

e Unicité : A=L;U; = L,U; ...

Méthodes directes Factorisation LU
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{’3 Exercice 2

Montrer que si A inversible admet une factorisation LU alors toutes ses sous-
matrices principales sont inversibles.

@ Corollaire 6.1: Mokatke o' ¢

Si A € M,(C) est une matrice hermitienne définie positive alors elle admet
une unique factorisation LU.

preuve : A hermitienne définie positive alors toutes ses sous-matrices principales
sont définies positives et donc inversibles.

Methodes directe Factorsaion LU




Remarque 6.2

Si la matrice A € M,(C) est inversible mais que ses sous-matrices principales ne
sont pas toutes inversibles, il est possible par des permutations préalables de lignes
de la matrice de se ramener a une matrice telle que ses sous-matrices principales
soient inversibles.

PAghohohe ¢

@ Théoréme 7: Factorisation LU avec permutations

Soit A € M,(C) une matrice inversible. Il existe une matrice P, produit de
matrices de permutation, une matrice L € M,(C) triangulaire inférieure a
diagonale unité et une matrice U € M, (C) triangulaire supérieure telles ques

PA = LU. (5)
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Algorithme de résolution de systémes linéaire par LU

Algorithm Fonction RSLFactLU permettant de résoudre, par une factorisation LU,
le systéme linéaire Ax = b ou A est une matrice de M, (), dont toutes les sous-
matrices principales sont inversibles, et b € IK".

, Données : A matrice de M,(K) dont les sous-matrices
principales sont inversibles;
b : vecteur de K".
Résultat : x vecteur de IK".
1: Fonction x — RSLFactLU (A,b)
2:  [L,U] « FacTtLU(A)
3: ¥y < RSLTriINE(L, b)
4 x < RSLTriSur(U,y)
5: Fin Fonction

= Factorisation LU
= Résolution du systéme Ly = b
> Résolution du systéme Ux =y

Il nous faut donc écrire la fonction FactLU

Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU

Trouver x € K" tel que

Ax=b < LUx=b>b

(6)

est équivalent a

Méthodes directes

Factorisation LU

2022/10/10 ENED

Méthodes directes Factorisation LU
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

A A
Aor Aop

Anr Az

- A

Atn

- Ann

On connait A, on cherche L et U

Méthodes directes

Factorisation LU

Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU

Trouver x € K" tel que

Ax=b < LUx=b>b

est équivalent a

Trouver x € K" solution de

Q)

avec y € K" solution de

(8)

Méthodes directes Factorisation LU
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0\ (1 U2 U
0 0 U2 Us,
0 0 Uss
0
1 1 0 0 [
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

1 0 0\ [ty U2 Upn
A A Arn Ly 1 0 0 0 Uy Usn
Ay Az Azn
. B R 0 0 U
At Anz Ana 0
Loy Laa Lina /N0 0 0 Upn

o Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U

Méthodes directes Factorisation LU
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

) 10 0\ (U1 U
Aur Arz Avn L: 1 0 ol o .
Ay Az Az
Ly Ls [ A
Anr Anz Ann,
Loy Loz Lo [ 0 U,

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére
colonne de L

Méthodes directes Factorisation LU

Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

o Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére
colonne de L

e Etape 2:
» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme ligne de
U car on connait la premiére ligne de U

» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la deuxiéme
colonne de L car on connait la premiére colonne de L

Méthodes directes Factorisation LU
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A1 Az
Aoy Arz
A Az

e Etape 1:

colonne de L
o Etape 2 :

Méthodes directes

Ly 1 0
=L Lsa
Ann,

Arn

Az

Loi Ly

Factorisation LU

Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

» On connait la premiére ligne de L = on
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme ligne de
U car on connait la premiére ligne de U

peut calculer la premiére ligne de U

2022/10/10 ENED

Soit A € M,(IK) admettant une factorisation

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on
» On connait la premiére colonne de U —
colonne de L

o Etape 2 :

LU.

peut calculer la premiére ligne de U
on peut calculer la premiére

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme ligne de

U car on connait la premiére ligne de U

» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la deuxiéme
colonne de L car on connait la premiére colonne de L

Méthodes directes Factorisation LU

premiéres lignes de U.

Méthodes directes

Factorisation LU

£-1
%’ CD'\"US
o 0 i 0 . . e - .
° 0 . -1
. . 0 0 0 e e
A= 0 0 ' TS
: 0 e
. o Lo 0 0 Unn
Connvs

Par récurrence, on suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de L et les j — 1

Peut-on calculer la colonne i de L et la ligne i de U?
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Le1
%’ CD'\"VS
e 0 0 . o .
N 0
. . 0 o .. 0

A=lE o || .
: 0 L.
. o L., 0 0 Unn
Connvs

» ligne & de b connwe

Méthodes directes Factorisation LU
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«—

¢ 0 i 0 o . .

. 0 -1
. 0 - o ... 0

A= I8 Ly 0 0 J||[0 0
: 0 .
. o Ly, 0 0 Unn
Connvs L;,=% U

o ligne © do Ul conuu On pest Calcer l[ﬂnb e U

On cherche U;; Vj € [i,

o u — D
Aij & Z LixUxj = Z LixUj+ Lii Uj+ Z Lix Uk
k=1 k=it+1

i-1
Uij=Aij= Y. LixUsj, Vjel[in].

Méthodes directes

. connus =1
i—1

k=1

k=1
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Factorisation LU

Counvs

Méthodes directes

0 Ol 0
0 -1
0 o . 0 .
0 || ]
0 e
Lon 0 0 Unn

(] .
On comait” la coloane < de U
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Factorisation LU

—
. 0 ofi[o 0 s :
i
. ' 0
. 0 b .. 0 .
A 0 || <]
: 0 .
o o Lo, J\ 0 _ 0 Upn
Coanvs N

, U .
On F”t Cat(x)ﬂl la (!’[MI‘E, (Ja L & On comait la coloane « de U

On cherche L;; Vje[[i+1,n], (Lii=1)

) ., connus connu -0
— — —
def
A E 3 LU = D) LU 4L Ui+ Y. Lise U
k=1 k=1 k=it1

i—1
LJ'_,' = Ajﬂ' — Z Lj‘kUk,r’ /Uf,r'v V_j € [[i + l,n]].
k=1

Méthodes directes Factorisation LU

Algorithme 9 [R;]

Algorithme 9 [R;]

: Pour i < 1 4 n faire

1
2 Calculer la ligne i de U.
3: Calculer la colonne i de L.

4: Fin Pour

1: Pour i « 1 a n faire

-
Pour j — 1 ai—1 faire

Algorithme 9 ’R—o‘

Algorithme 9 W

1: |_Calculer les matrices [

1: Pour i « 1 & n faire
2. Calculer la ligne i de U.

Méthodes directes

[™3 Calculer la colonne i de L.
4: Fin Pour

Factorisation LU

Méthodes directes

2;
3 Ui, j) < 0
4:| Fin Pour
\Q< Pour j«—ian E]re
6| U= A=Y LirlUs;
k=1
7.| Fin Pour
& [ Pourj—1ai-1faire
o Lo
10: | Fin Pour
1| Lig—1
[~#% Pour j«— i+ 14an faire
i-1
13 Lji— ¢ (A,.L -2 L k&-,:)
k=1
14: | Fin Pour

15: Fin Pour
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Algorithme 9 @ Algorithme 9 ’R—‘;‘

1: Pour i < 1 an faire 1: Pour i < 1 an faire

2. Pour j < 1ai-1 faire 2: Pourj« 1ai-—1 faire
3: Ui, j) 3 Uli,j) <0

4 Fin Pour 4:  Fin Pour

5. Pour j < i an faire 5. Pour j « i an faire

i1
6 Uiy Aij— Y, LirUs; —
k=1

i—1
St Y LiglUk,
k=1

7. Fin Pour Uj i — — S
8  Pour j < 1ai—1 faire R !
9: F_L,/.l;‘* 0 8 Fin Pour
10; in Pour 9:  Pour j« 1ai—1 faire
1 Lig <1 10: Lji <0
122 Pour j < i+ 1 an faire 11:  Fin Pour
12 Li; <1

1

i1
13: Lji— g (A;, - Z L_/.kUk.x> 13
k=1
14:  Fin Pour i1
15: Fin Pour \11\) S — Z LU,
=

15 Lji — m (Aji—S2).

Pour j « i+ 1 an faire

16:  Fin Pour
17: Fin Pour
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Algorithme 9 [Rs]

Algorithme 9 W‘

1: Pour i < 1 an faire

1: Pour i < 1 a n faire

2. Pour j — 1ai—1 faire 2. Pour j «— 1 ai—1 faire
3 Ui, j) < 0 3 U(i,j) < 0
4 Fin Pour 4:  Fin Pour

5:

5. Pour j < i an faire

i-1
6: ) — Z LUy

\

Pour j « i a n faire

Sp 0

k=1 Pour k «—1ai—1 faire
7 Uij < Aij =5 S = S+ Lig+ Uy
8 Fin Pour Fin Pour
9:  Pour j — 1ai—1 faire
10: Lj; <0 Upj—Aij— S
11:  Fin Pour Fin Pour
122 Lijj <1 Pour j — 1 ai—1 faire

13:  Pour j < i+ 1 an faire

i—1
14: Sy — Z LUk

15 Lij <1
kzll 16:  Pour j — i+ 1an faire
15: Lji— = (Aji = S).
5 R (Aji = S2) 17 (S, 0
16: _ Fin Pour 18 Pour k — 1ai—1 faire
17: Fin Pour 19: Sy = Sy + Ljj+ Upi
20 Fin Pour
21 ! (A Sa)
i = 7 (Aji = 52).
! U,
22:  Fin Pour
23: Fin Pour
Mishodes diectes Factrsation LU

Algorithm Fonction FacTLU permet de calculer les matrices L et U dites matrice de factorisation
LU associée a la matrice A, telle que

A=LU
Données: A : matrice de M,(IK) dont les sous-matrices principales
sont inversibles.
Résultat : L : matrice de M, (K) triangulaire inférieure
avec Lj; =1, Vie[1,n]
U : matrice de M, (K) triangulaire supérieure.
1: Fonction [L,U] — FactLU (A)
2 U0, = 0, matrice nulle n x n
3 L, = |, matrice identitée n x n
4. Pour j <« 1a n faire
5 Pour j < i a n faire = Calcul de la ligne i de U
6. 510
7: Pour k «— 1 ai— 1 faire
8 Sy — Sy + L(i, k) * U(k,j)
[ Fin Pour
10 Ui j) < AGij) — St
11 Fin Pour
12: Pour j « i + 1 a n faire = Calcul de la colonne i de L
13 S0
14: Pour k — 1 ai— 1 faire
15, Sy — So+ L(j, k) = U(k, i)
16: Fin Pour
17: L(. i) < (Aji = S2) JU(i ).
18: Fin Pour
19:  Fin Pour
20: Fin Fonction
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Soit A € M,(C) hermitienne inversible admettant une factorisation LU. On pose
D = diagU et R = D'U.
R est alors triangulaire supérieure a diagonale unité. On a alors
A=LU=LDD'U=LDR.
A hermitienne A* = A = A = R*(D*L*) = L(DR)
Par unicité de la factorisation LU :

R* =L etD*L*=DR = R*=LetD*=D

@ Théoréme 8: Factorisation LDL* Yerodok ko

Soit A € M,(C) une matrice hermitienne inversible admettant une factorisa-
tion LU. Alors A s'écrit sous la forme

A=LDL* (9)

ot D = diag U est une matrice a coefficients réels.

{3 Corollaire 8.1: 43 Yevodokk

Une matrice A € M,(C) admet une factorisation LDL* avec L € M,(C)
matrice triangulaire inférieure 3 diagonale unité et D € M,(R) matrice di-
agonale a coefficients diagonaux strictement positifs si et seulement si la
matrice A est hermitienne définie positive.
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Méthodes directes Factorisation LDL*

Factorisation LDL*

Factorisation de Cholesky

@ Factorisation LDL*

@ Factorisation de Cholesky
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@ Definition

Une factorisation réguliére de Cholesky d'une matrice A € M, (C) est une
factorisation A = BB* ou B est une matrice triangulaire inférieure inversible.
Si les coefficients diagonaux de B sont positifs, on parle alors d'une factori-
sation positive de Cholesky.

PAQAOAONS ¢

@ Théoréme: Factorisation de Cholesky L;;}
La matrice A € M,(C) admet une factorisation réguliere de Cholesky si et

seulement si la matrice A est hermitienne définie positive. Dans ce cas, elle
admet une unique factorisation positive.
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b € C". On note B la matrice de
factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Ax =b (<= BB*x =0b) (10)

est équivalent a

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Algorithme de résolution de systémes linéaire par Cholesky

Algorithm Fonction RSLCHoLESKY permettant de résoudre, par une factorisation
de Cholesky positive, le systéme linéaire

Ax =b
ou A une matrice hermitienne de M ,(C) définie positive et b e C".

Données : A matrice de M,(C) hermitienne définie positive,
b : vecteur de C".
Résultat : x vecteur de C".

1: Fonction x «— RSLCHoLEskY (A, b))
B « Cuoresky(A)
y < RSLTrilne(B, b)

2 = Factorisation positive de Cholesky
3

4. U« MarApsoiNTe(B)

5

6:

= Résolution du systéme By = b
= Calcul de la matrice adjointe de B
x < RSLTriSur(U,y) = Résolution du systéme B¥x =y

Fin Fonction

Il nous faut donc écrire la fonction CHoLEsKY

Méthodes directes Factorisation de Cholesky

Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b € C". On note B la matrice de
factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Ax =b (<= BB*x=0b) (10)

est équivalent a

Trouver x € C" solution de

(11)

avec y € C" solution de

(12)

Méthodes directes Factorisation de Cholesky
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M, (C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
Bt 0 ... 0 /Bia Bo1
A1l A1 . . .
. _ 0
An1 Ann : . 0 : :
Bn1 Bnn 0 0 Bnn
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2022/10/10 46 / 59

Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M, (C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
B11 0 0 Bi1 Bn1
A1l A1 . .
- 0
Api Apn . 0 : :
Bp1 Bnn 0 0 Bnn,

o Calcul de By ; (la 1ére ligne de B est donc déterminée)
== calcul 1ére colonne de B.

Méthodes directes
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Factorisation de Cholesky




Soit A € M,,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M, (C) triangulaire inférieure avec B; ; € R**, Vi € [1, n], telle que Soit i € [1, n]. On suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de B. Il reste & déterminer B;;, Vj € [i+ 1, n].
Peut-on calculer la colonne i de B? n n
A = BB* % s
) ) Aji = 2 Biwk(B*)ki = D BiuBik, Vi€ [i+1,n]
s k=1 k=1
c'est a dire A=BB* — 4;; = Z Bik(B*)ki = Z Bj kBi k . o )
-1 1 Comme L est triangulaire inférieure on obtient
B1,1 0 0 Big ... ... Bpa
ALl ... ALn S . 0 . Or B triangulaire inférieure (i.e. B;j = 0sij > i) i =1 o
| - o : ] Aji= Y BikBik =, BBk + BB, Vjeli+1,n]
. : - 0 : - - : i-1 k=1 k=1
A A : : : : : 2
1 ”n B B 0 0 Aii = ) [Bikl® + [Bis . " .
nl -+ - Ban = Or Bj; > 0 connu et les i — 1 premiéres colonnes de B aussi.
. L . i—1
o Calcul de By,1 (la 1ére ligne de B est donc déterminée) et donc 12 1 — C
s i—1 Bji = — | Aji— BjkBik | » Vje HI +1, nﬂ
== calcul 1ére colonne de B. 5 Bi.i ’
) . S Bii = (A=) il . ' k=1
o Puis calcul de By (la 2éme ligne de B est donc déterminée) i Bj; = 0, Vje[l,i—1].
= calcul 2éme colonne de B.
o Etc...
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Algorithme 11 Algorithme 11
Algorithme 11 Algorithme 11 1: Pour i « 1 4 n faire 1: Pour i < 1 a n faire
1/2
1: Pour i « 14 n faire 1: Pour i « 14 n faire ) IS T i-1
, | Caleuler B;, connaissant les . 2|Bii = | Aii = Z [Bigl \ 2] S« Z B
Algorithme 11 [R| Algorithme 11[R)] i — 1 premidres colonnes de B. i1 12 =1 =
Bii— | A ,Z‘B [2 3: Pour j — 1 ai—1 faire | B (A —s)"2
1: [ Calculer la matrice B . Pour i < 1 & n faire 3 [Calculer la ™" colonne de B. T L ar 3 B (i =S
9 Caleuler aiss . i — 1 premitres 4 Fin Pour s Fin]
2 Calculer B;;, connaissant les 7 1 premiéres Pour j« 14— 1 faire 5; Fin Pc.mr ) ; . 4 Pour j « 14i— 1 faire
1, colonnes de B. 5.0 ¢ Pourj—i+1anfare 5 B0
3: Calculer la i®™ colonne de B. L 1 i1 I
1 Fin Pour Fin Pour B — (A - Y BE ) - o Fin Pour
Pour j — i+ 1 an faire Pooma UM AT 7. Pour j —i+1an faire
I Y U i Jp— s Fin Pour i
S\ A j kBik | - 9: Fin Pour 8 Sy Z B;kBTE
Fin Pour k=1
1
9: Bj; — — (Aji— S2).
9: Fin Pour i 13,,( ji = 52)
10:  Fin Pour
11: Fin Pour
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Algorithme 11 |R3 Algorithme 11 |R,
& A’—S‘ - & \’—" - Algorithm Fonction Criormsiy_permettant de calculer Ia matrice B, dites matrice de factorisation
1: Pour i < 1 an faire 1: Pour i < 1 an faire positive de Cholesky associée a la matrice A, telle que A = BB*.
N i - Données: A : matrice de M,(C) hermitienne définie positive.
1 (3451 2] S0 Résultat : B : matrice de M,(C) triangulaire inférieure
it ) 3] Pourj—1ai- 1 faire avec B(i,i) > 0, Vie [1,n]
Q. 1/ Q. 2
3 By (Ayi— ¢ - ;
3 B (-5 51— S+ [Biyl 1 Fonction B  Ciotesiy ( A)
4:  Pour j —1ai—1 faire 5| Fin Pour . 5 N
N 2:  Pour i« 1a n faire
5 .Bw 0 12 3 51«0 2222 .
6 Fin Pour 6 Bij— (A —S1)" 4  Pourj—1lai-—1faire Vi) Exercice 3
7. Pour j < i+1an faire 7. Pour j < 1ai-—1 faire 5: S1 S+ |B(i.j))?
i-1 8 Bji <0 6: Fin Pour . .
8 Sy 3 BB 9 Fin Pour 7. B(i,i) < sorr(A(i, /) — 1) Proposer une méthode permettant de tester la fonction CHoLEsKY .
k=L 10:  Pour j « i+ 1 an faire 8 Pour j 14— 1 faire
T o B(j,i) < 0
9 Bji = ——(Aji = 5). 10: Fin Pour
. Bi, 11 Sy — 0 o
10: Fin Pour N . 11 Pour j < i +1 a n faire
) 12 [Pour k «— 1 ai— 1 faire . s,
11: Fin Pour =— 12 > 0
13 Sp < S+ BjiBix 13: Pour k — 14 i1 faire
14: Fin Pour 14: Sy — S+ B(j, k) # B(i, k)
1 15: Fin Pour
5 B~ (A S). 16: B(, i) « (A(j, i) — S2)/B(i, i).
T B 7 17: Fin Pour
16:  Fin Pour 18:  Fin Pour
17: Fin Pour 19: Fin Fonction
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= A2z
Propriété:
. ] def
Definition: Matrice éla ire de H hold Soient x € K" et u € K", |uf, = 1. On note x| = proj, (x) = {u,x)u et
' efinition: Matrice élémentaire de Householder X1 =X—X|. On a alors
Soit u € C" tel que |u], = 1. On appelle matrice élémentaire de House-
. Y H(u)(xL +X”):XL—XH. (14)
holder la matrice H(u) € M, (C) définie par
et
H(u) = | — 2uu*. 13 ;
(u) (13) H(u)x = x, si {x,u)y=0. (15)

@ Propriété: 4&

@ Théoréme:

@ Factorisation QR

Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire. Soient a, b deux vecteurs non colinéaires de € avec |b], = 1. Soit a € C tel
que |a| = |al, et arga = —arg{a, b) [x]. On a alors
a—ab
H (*) a=ab. (16)
la — b,
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'é' Exercice: ey

Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C" avec |b, = 1.

Q.1 Ecrire la fonction algorithmique HouseHOLDER permettant de retourner une ma- @ Corollaire 8.2: ég}» @ TLEEETETS B "&
trice de Householder H et oo € C tels que H(u)a = ab. Le choix du o est fait par le . . . . o
paramétre 6 (0 ou 1) de telle sorte que arg & = — arg((a, b)) + o7 avec |a] = [a]l, . Soit a € C” avec a; # 0 et 3j € [2, n] tel que a; # 0. Soient 6 = arg a; et Soit A € M,(C) une matrice. Il existe une matrice unitaire Q € M,(C)
Des fonctions comme por(a, b) (produit scalaire de deux vecteurs), Norm(a) (norme 2 produit d'au plus n — 1 matrices de Householder et une matrice triangulaire
d'un vecteur), Arc(z) (argument d'un nombre complexe), marprop(A, B) (produit de a+ Hallz e“gel supérieure R € Mn(C) telles que
deux matrices), crransrose(A) (adjoint d’une matrice), ... pourront étre utilisées uy = m

- A=QR. (18)
Q.2 Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser Alors . . . ' g
la fonction vECRAND(n) retournant un vecteur aléatoire de C", les parties réelles et H(us)a = F |al, ele; (17) Si A est réelle alor_s Q et R sont aussi réelles et I'on peut choisir Q de telle
imaginaires de chacune de ses composantes étant dans 10, 1[ (loi uniforme). sorte que les coefficients diagonaux de R soient positifs. De plus, si A est

[ Ac) 1 1 n . . . . .
ol e; désigne le premier vecteur de la base canonique de C". inversible alors la factorisation est unique.

Q.3 Proposer un programme permettant de vérifier que § = 1 est le "meilleur" choix.
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é’ Exercice: Algorithmique &

Q.1 Ecrire une fonction FacTQR permettant de calculer la factorisa-
tion QR d’une matrice A € M,(C).
On pourra utiliser la fonction HousenoLper (voir Exercice 55, page 79).

Q.2 Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.
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