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Plan cours

Chapitre 1: Erreurs : arrondis, bug and Co.

Chapitre 2: Langage algorithmique

Chapitre 3: Rappels algébre linéaire

Chapitre 4: Résolution de systémes non-linéaires
Chapitre 5: Résolution de systémes linéaires
Chapitre 6: Polynédmes d'interpolation

Chapitre 7: Intégration numérique

Soit f : D € R — R une fonction continue.
a € D tels que f(a) = 0.

Soit | =]a, b[, I = D on suppose 3la € I tel que f(a) = 0.

9 Racines/zéros d’un polynéme

degré 2 : Babylonniens en 1600 avant J.-C.

degré 3 : Scipio del Ferro (1465-1526, mathématicien italien) et Niccolo Fontana
(1499-1557, mathématicien italien)
degré 4 : Ludovico Ferrari (1522-1565, mathématicien italien)

degré 5 : Paolo Ruffini (1765-1822, mathématicien italien) en 1799, Niels Henrick
Abel (1802-1829, mathématicien norvégien) en 1824, montrent qu'il n’existe pas de
solution analytique.

(a) Niccolo Fontana
1499-1557, mathématicien mathématicien italien

(b) Paolo Ruffini 1765-1822, (c) Niels Henrick Abel
1802-1829, mathématicien

italien norvégien
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@ Recherche des zéros d'une fonction
@ Méthode de dichotomie ou de
bissection

Mishods de dihosamie o de bisction




&5 principe de la méthode de dichotomie : Soit / un intervalle contenant un unique zéro
de la fonction f, on le divise par son milieu en deux intervalles et on détermine lequel des deux
contient le zéro. On itére ce processus sur le nouvel intervalle.

Figure: Méthode de dichotomie: f(x) = (x +2)(x + 1)(x — 1)
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@ Proposition 1.1

Soit f : [a,b] € R — R une fonction continue vérifiant f(a)f(b) < 0 et
admettant « €]a, b[ comme unique solution de f(x) = 0. Alors la suite
(xk)kenv définie par la méthode de dichotomie converge vers a et

—a

ST Vk e IN.

IXk*a‘ <

b—a
OnaalorsVe>0,Vk>%T)—1

[xk — a| <e
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&5 principe de la méthode de dichotomie : Soit / un intervalle contenant un unique zéro
de la fonction f, on le divise par son milieu en deux intervalles et on détermine lequel des deux
contient le zéro. On itére ce processus sur le nouvel intervalle.

e ag=a, by =betxg= 2,

e YVke N
Ak+1 = bk+1 = Xk si f(Xk) = 0,
A1 = Xk, brp1 = b si f(b)f(xk) <0,
a1 = ak, beyr = Xk sinon (i.e. f(ax)f(xx) <0.)
et

Xkg1 = (aks1 + bry1)/2.
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Algorithme

e Que cherche-t'on?

o Quelles sont les données du problémes?

'é’ Exercice 1

On suppose que la fonction f est continue sur [a, b], vérifie f(a)f(b) < 0 et
qu'il existe un unique « €]a, b[ tel que f(a) = 0.

Q.1
@ Montrer que les suites (ax) et (bx) convergent vers c.
@ En déduire que la suite (xx) converge vers a.

Q.2

@ Montrer que pour tout k € N, |xx — a| < fﬁ—‘i.

b—a
@ Soit ¢ > 0. En déduire que si k > %;—) —1 alors |xx — a| < e.
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Algorithme

e Que cherche-t'on?
Résultat :
ae @ un réel tel que |ae —al <e.

o Quelles sont les données du problémes?

Mishods de dichotamie o de bisction Mishods de dichosamie o de bisction




Algorithme

e Que cherche-t'on?
Résultat :
ac : un réel tel que |ae —a| <e.

o Quelles sont les données du problémes?
Données :

a, b deux réels a < b,

f

de la proposition ,
un réel strictement positif.

Méthode de dichotomie ou de bissection

Algorithm Méthode de dichotomie : version 1

Données : a, b deux réels a < b,
f : f:[a,b] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 1.1,
eps : un réel strictement positif.
Résultat :  x : un réel tel que [x — a| < eps.

1: Fonction x « Dicnoromiel ( f,a, b,eps )
2. kmin « E(log((b — a)/eps)/ log(2))
3 A B, XcRkmintl
4 A(l) —a, B(1) — b, X(1) < (a+b)/2
5:  Pour k < 1 a kmin faire

6: Si f(X(k)) == 0 alors

7 A(k +1) — X(k), B(k+1) — X(k)
8 Sinon Si f(B(k))f(X(k)) < 0 alors

9 A(k +1) « X(k), B(k+1) — B(k)

10: Sinon
1 Ak +1) < A(k), B(k +1) — X(k)
12 Fin Si

13 X(k+1) < (A(k+1)+ B(k+1))/2
14:  Fin Pour

15 x « X(kmin + 1)

Fin Fonction

= A(k + 1) contiendra ay, ...

f :[a,b] € R — R vérifiant les hypothéses

2022/09/26
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Algorithme 1

Algorithme 1

g
1 i < B

= E , partie entiére

2 [ Caleul de la suite (ay)§2%; par dichotomic]
3 ac =7, \

1 iy B( = E, partic entiéere

: Initialisation de xg

Algorithme

et

. A=a,B=betxo=¥
o Vk e [0, kmin — 1],
A=B=x

Méthode de dichotomie ou de bissection

versions 2, 3 et + si affinités

s

A = xi, B inchangé
B = xx, Ainchangé

Caleul de la suite (1) par dichotomie

2:
3. Pour k < 0 & kyyy — 1 faire
4:
5: Fin Pour

6 Qe — g,
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si f(Xk) = 0,
si f(B)f(xx) <0,
sinon (i.e. f(A)f(xx) <0.)

A+B
Xk+1=T

Algorithme 1 W

Algorithme 1 ’R_g‘

log(%)
E(osy

ation d

1 nin <
Init]

Pour £ < 0 & iy

b i — E(2ECE))

) = E , partie entiére Tog(2)

1 faire

Caleul de la suite (zj1) par dichotomie

% ap—a, by b
3: g — Lfh

Fin Pour
6 Qe — T,

& Pour k « 0 & kyyy — 1 faire & Caleul de 21,

5 Si f(ay) == 0 alors
6: g1 < Tho by — 7
7. Sinon Si f(z4)/(by) < 0) alors
8: Qg1 Tpy bpyy < by

9:  Sinon

0 Qs — g, by —

1:  Fin Si
2 Tpp -

USSR 9SY
2

13: Fin Pour
1 e < T,

Méthode de dichotomie ou de bissection

Algorithm Méthode de dichotomie : version 2

Données : a, b deux réels a < b,
f : f:[a,b] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 1.1,
eps 1 un réel strictement positif.
Résultat :  x : un réel tel que [x — a| < eps.

1: Fonction x « Dicnoromie2 ( f,a, b,eps )
2. kmin « E(log((b— a)/eps)/ log(2))

3 X e Rkmintl = X(k + 1) contiendra x, ...
4 A<a Beb X(1) < (A+B)/2

5:  Pour k < 1 a kmin faire

6: Si f(X(k)) == 0 alors

7 A — X(k), B« X(k)

8 Sinon Si f(B)f(X(k)) < 0 alors

9

A — X(k) = B inchangé
10 Sinon
11 B« X(k) = A inchangé
12 Fin Si

13 X(k+1) < (A+B)/2
14:  Fin Pour

15 x « X(kmin + 1)

16: Fin Fonction

Mishods de dihotamie o de bisction Méshods de dihotamie o de bisction Mishods de dihosamie o de bisction



Algorithm Méthode de dichotomie : version 3

Données : a, b deux réels a < b,
f : f:[a,b] € R—> R vérifiant
les hypothéses de la proposition 1.1,
eps @ un réel strictement positif.

Résultat :  x un réel tel que [x — a < eps.
1: Fonction x « Dicnorome3 ( f,a, b,eps )

2. kmin < E(log((b — a)/eps)/ log(2))
3 A BeR

4 A—a, B—b, x—(a+b)/2

5. Pour k < 1 a kmin faire

6: Si f(x) == 0 alors

7 A« x, Bex

8 Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors

9;

A x = B inchangé
10 Sinon
11 Be—x = A inchangé
12: Fin Si

13 x«— (A+B)/2
14:  Fin Pour
15: Fin Fonction
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@ Recherche des zéros d'une fonction

@ Points fixes d'une fonction
(dimension 1)

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Algorithm Méthode de dichotomie : version 4

Données : a, b deux réels a < b,
f 1 feC%[a,b];R) et f(a)f(b) <0
eps @ un réel strictement positif.

Résultat :  x un réel tel que [x — a < eps.
1: Fonction x « Dicnoromied ( f,a, b,eps )
2 A BeR

33 A—a Be—b x—(a+b)f2

4:  Tantque |x — A| > eps faire

5. Si f(x) == 0 alors

6 A—x, B—x

7 Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors

8
9

A x = B inchangé
Sinon
10 B« x = A inchangé

11 Fin Si

12 x—(A+B)/2
13 Fin Tantque

14: Fin Fonction
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Points fixes

Soit ® : [a, b] € R — R une fonction donnée. Rechercher un point fixe de ¢
revient a

Trouver a € [a, b] tel que

a=o(a).

L’algorithme de la méthode du point fixe consiste en la construction, si elle
existe, de la suite

XD = o (xR, Vke N (1)

avec x( € [a, b] donné.

Recherche des zéros d'une fonction

Recherche des zéros d'une fonction

Que pensez vous de cet algorithme?

Algorithm Méthode de dichotomie : version 5

a, b deux réels a < b,
f i FeC(abliR) et f(a)f (b) < 0.
Résultat :  x un réel tel que f(x) = 0.

Données :

1: Fonction x « Dicnoromies ( f,a,b)

2 A BeR

33 A—a Beb x—(a+bh)/2, xp—a
4. Tantque x ~=xp faire

5: Si f(B)f(x) < 0 alors

6 A x = B inchange
7 Sinon

8 B« x

9 Fin Si

10: Xp « X

11 x— (A+B)/2

12:  Fin Tantque

13: Fin Fonction

= A inchange

Recherche des zéros d'une fonction

@ Definition 1.2

Soient (E,d) un espace métrique et (ul*l),cx une suite d'éléments de E
convergeant vers a € E. On dit que cette suite converge vers a avec un
ordre p > 1si

Jko €N, 3C >0 tels que d(w U @) < CdW™, )P, Yk = k. (2)

ot C<lsip=1.

Exemples de distances:
o d(x,y) =|x—y|dans R, C, Z ou Q
.|| est I'une quelconque des normes

° d(x,y) =[x — y| dans R", oi
habituelles.

Recherche des zéros d'une fonction

Points fixes d'une fanction (dimension 1)

Méthode de dichotomie ou de bissection

Points fixes d'une fanction (dimension 1)



@ Théoréme 2: Théoréme du point fixe dans R &

Soient [a, b] un intervalle non vide de R et ® une application continue de [a, b] dans lui-méme. Alors,
il existe au moins un point v € [a, b] vérifiant ®(a) = a. Le point « est appelé point fixe de la
fonction ®.

De plus, si ® est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0,1[), c'est a dire

3L <1tq. [®(x) = (y)| < Llx—y| Y(x,y) € [a, b]%, ®)

alors ® admet un unique point fixe a € [a, b].
Pour tout xg € [a, b], la suite
xk41 = P(x), Vke N (4)
est bien définie et elle converge vers a avec un ordre 1 au moins.
On a les deux estimations suivantes :
x—a| < LYx—al, Yk =0, (5)
L

—a| <
[xk — o =1

|xk = xk—1|, Vk =0, (6)
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)’3" Exercice 2: ey
Soit « un point fixe d'une fonction ® de classe C* au voisinage de « et vérifiant ®(a) = 0.
Q.1 Montrer qu'il existe § > 0 tel que Vxo €] — &, a + 8| la suite définie par x+1 = ®(xi) converge
vers a.
On suppose de plus que @' est dérivable sur Ja — d,a + [ et qu'il existe M € R* tel que

Vx € [a—d,a+d]d"(x)| <M

Q.2
@ Montrer que

{
2 (1 2
Vxo € [a— 6,0+ 6], |xk —al < W (EM\xo—a\)

@ Quel est I'ordre de convergence dans ce cas.

Q.3 A quelle condition a-t'on
2.
—a|l< = o
X — af MlO
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@ Théoréme 3: Convergence globale, méthode du point fixe d&

Soit ® € C1([a, b]) vérifiant ([a, b]) < [a, b] et
L < 1 tel que Vx € [a, b], |®'(x)| < L, 7)

Soit xg € [a, b] et (x)kew la suite définie par X1 = P(x4). On a alors
@ la fonction ® admet un unique point fixe a € [a, b],
Q VkeNN, x € a, b,
@ la suite (xx) converge vers «v avec un ordre 1 au moins.
Q Si xp # a, alors
=0 _ (), ®)
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Proposition 4.1: ey

Soit p € IN*, et ® € CP*1(V) pour un certain voisinage V de a point fixe de
®. Si ¢ (@) = 0, pour 1 < i < p et si dPTD () # 0, alors la méthode de
point fixe associée a la fonction ® est d'ordre p + 1 et

Xk+1 — Q0 ¢(p+1)(0é)
(p+1)!

kl»+oc (x — )Pt (10)

Recherche des zéros d'une fonction

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

@ Théoréme 4: Convergence locale du point fixe &

Soit o un point fixe d'une fonction ® de classe C* au voisinage de a.
Si |®'(a)| < 1, alors il existe § > 0 pour lequel x; converge vers o pour tout
xo tel que [xop — @] < . De plus, si xp # «, on a

. Xk+1
lim ————
k—+00 X — @

= (). (9)

Recherche des zéros d'une fonction

Points fixes d'une fonction (dimension 1

2022/09/26
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@ Points fixes attractifs et répulsifs

Recherche des zéros d'une fonction Points fixes attractifs et répulsifs
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Points fixes attractifs et répulsifs

Soit ¢ : [a, b] — [a, b] une application de classe C! admettant un point fixe
a € [a,bl.

o Si |®'(a)] <1 alors v est un point fixe attractif,

o Si [®'(«)] > 1 alors « est un point fixe répulsif.

1
afr
b
i be
i
@(x)
08 06
@
e 0.4
04
02
02
z Ry 7 ¥ Tg A &
02 04 o5 o8 1 12 14 02 o4 06" 08 "1 12 14

(a) xo = 1.40 (b) xo = 0.200

Figure: a = 1, point fixe attractif de ®~' : x > y/x

Points fixes attractifs et répulsifs

On s'interesse ici au point fixe a = 1 de la fonction ® : x — x2.
y
&3 x
0.5 1 15
=T |-05

Figure: fonction x? et sa fonction réciproque /x sur [0, o[
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yiep

(o

0.5

i

i x
Ll @ oy ERr S
02 04 06 08 1 1314 02 0406 0.8™1 . ;

(b) xo = 0.50, « point attractif
(a) xo = 1.1, a point répulsif

Figure: a = 1, point fixe attractif ou répulsif de x — x* — x + 1
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-
0204 0608 11214

(a) xo = 1.05 (b) xo = 0.950

Figure: a = 1, point fixe répulsif de x ~— x?
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—y=b)= xr2

(a) xo = 1.50 (b) xo = 1.50 (c) xo = 1.10

Figure: a = 1, point fixe de fonctions affines particuliéres

Points fixes attractifs et répulsifs
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@ Algorithme générique du point fixe

o «F = =
2022/09/26
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Algorithme générique du point fixe

Algorithm Methode de point fixe : version Tantque avec critéres

Algorithm Méthode de point fixe : version Répéter avec critéres

Algorithme générique du point fixe

xUHD — o(x)| vk e N, avec x© € [a, b] donné.

Algorithm Méthode de point fixe : ver-

Algorithm Méthode de point fixe : ver-
sion Répéter formel

sion Tantque formel

k<0

1 1: k<0

2: Tantque non convergence faire 2. Répéter

3: Xk+1 < ¢(Xk) 3: k—k+1

4 k—k+1 4 X — P(xp_1)

5. Fin Tantque 5. jusqu'a convergence

6: (e < X = le dernier calculé. 6 (e — Xk = le dernier calculé.

e On n'est pas sir de converger =—> kmax nb maximum d'itérations

o Si on converge, on s'arréte dés que [P (xx) — x| = |Xk+1 — Xk| < tol

o «F = =
2022/09/26
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Plan

d'arrét N
Données : dartt

® . ®:R—R, Dot R R

X0 : donnée initiale, xo € R, Coge R i 1
W e L CRr = ?o?nléle |n|ua\te,1xslll;.+ @ Points fixes pour la recherche de

. L " ol ¢ la tolérence, tol € R, i
Rl;:fl)t;t nombre maximum d'itérations, kmax & IV kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN* racines
ot ¢ un réel tel que [®(aar) — aral| < tol Resultat s el e qwe 0on) — au] < f0l
. o 1) = ol <
(ou =i < tol) (ou @ vall < tol)
TS

1. Fonction ay, < PrEIxe ( ©,x, tol, kmax ) ) 5

2 ke 0, o & 1 Fo:clmon ol — PTFIxE (@, x0, tol, kmax )

3 x < x, fx — ®(x), ; xﬁx) ol — &

xx “—x

4 ere|ix—x| & ou 5 4+ Repéter

5. Tantque err > tol et k < kmax faire 5 Xp e x

6 ke k+1 §

6 xe O(xp)
7 X fx x—xp|
5 fx e o(x) ! frszm o it
x—x] 8: — k+

o ere|k-x| B ou o jusqu'a err < fol ou k > kmax

10 Fin Tantque 10 Si e < tol alors & Convergence

11:  Sierr < tol alors & Convergence 11: Qpol < X

L awex 12 FinSi

1 FinSi 13: Fin Fonction

14: Fin Fonction

ar <o =) (= Hac R ]
Ngaithms giniiau d poin Poinsfes po o rcherhe d rcines

Algorithme générique du point fixe

Algorithm Meéthode de point fixe : version Tantque formel avec
critéres d'arrét

Algorithm Méthode de point fixe : version Répéter formel avec
critéres d'arrét

1 k<0

- _ [9000)—al 1 k<0
2 err <= [©(x0) — o] ) TOUTRET 5 Repéter
3: Tantque err > ¢ et k < kmax faire ' 190x) x|
4 Kkek+l 3 e |[O(xi) — xi & ou SR
5 xp — D(xi1) B K < )
6 e e [O0xp) — x| = o [00w)x| 5 ke k+l

i Tant T 6: jusqu'a err < tol ou k > kmax
7 Fin Tantque 7 Sierr < tol alors = Convergence
8 Si err < tol alors & Convergence
8 ol < Xk = [®(ago1) — Ao < tol

9 Qyel — Xk & (1) — gl < tol o Fin &
10: Fin Si

R =, «z» E
Algorithme générique du point fixe 2022/09/26
Applications a la recherche de racines
F(x) =0 — O(x)x+Ff(x)=x.

si F € CO tel que F(0) = 0 alors

def

f(x) =0 = o(x) = x+ F(f(x)) = x.

formule de taylor :
fla) = 0= f(xk) + hf'(§) avec h = o — x.
Soit g ~ f'(€) et h solution de
FOu) + hax =0
Si gk # 0, on obtient la suite itérative xx11 = xx + hie.

f(Xk)

Ak

Xk4+1 = Xk — ,VkG]N

o =1 ) ®

Points fixes pour Ia recherche de racines




Applications a la recherche de racines

Xk+1:Xk—M, Vke N
dk

Xk+41 © intersection droite de pente gy passant par ((x4), f(xx)) avec (Ox)

o Méthode de la corde :
q=q=

o Méthode de la sécante :

f(Xk) - f(Xk,l)
Xk — Xk—1

gk =

ol x_1 et xg sont données,
o Méthode de Newton : en supposant f’ connu, on prend

qr = ().

Points fixes pour la recherche de racines

ode de la corde

b—a

X1 = Xk — mf(xk), Vk e IN.

On pose ®(x) = x — ﬁf(x), alors xk41 = P(xk).

@ Proposition 4.2: convergence, méthode de la corde

2022/09/26

Soit f & C'([a, b]) tel que f(b) # f(a) et A = L&) On note (xi)yen la suite définie par

Xo € [a, b] et pour tout k =0 "
Xkl = Xk — M
A
On suppose de plus que Vx € [a, b]
min(A(x — a), A(x — b)) < f(x) < max(A(x — a), A(x — b))
min(0,2)) < f'(x) < max(0,2)

alors la suite (xx) converge vers |'unique racine a € [a, b] de f.

Méthode de la corde

(14)

(15)
(16)

2022/09/26

Méthode de la corde

@ Méthode de la corde

o
8]
i
i
it

Méthode de la corde

2022/09/26

@ Proposition 4.3: ordre de convergence de la méthode de la corde

B

Soit f € CY([a, b]) tel que f(b) # f(a). Si la suite (xi) définie par la méthode
de la corde en (14) converge vers a €]a, b[ alors la convergence est au moins
d'ordre 1.

De plus, si f est de classe C? sur un certain voisinage V de a et si f/(a) =

f(b)—f .
% alors la convergence est au moins d'ordre 2.

Méthode de la corde
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Méthode de la corde

é' Exercice 3: £ ‘

Soit f une fonction de classe C* sur [a, b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et A = %. Soit xg € [a, b] donné. La suite
obtenue par la méthode de la corde est donnée par

Xk41 =xk—@, VkeNN.

On note ®(x) = x — &

Q.1 Montrer que si pour tout x € [a, b] on a

min(A(x — a), A(x — b)) < f(x) < max(A(x — a), A(x — b)) (12)

alors ®([a, b)) < [a, b].

Q.2 Montrer que si pour tout x € [a, b] on a
min(0,2A) < f(x) < max(0,2)) (13)

alors |®'(x)| < 1.

Q.3 En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers I'unique solution
a € [a,b] de f(x) =0.

Méthode de la corde
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :
¢:R—R,
X : donnée initiale, xo € R,
tol : la tolérence, tol € R,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :
Aol un réel tel que [®(aia1) — ol < tol
(ou el < )
1: Fonction ay « P (. x. tol, kmax ) Méthode de la corde :
2 k0, aw — & bea
3 X< X, B(x) = x — ———f(x)
P T RO
5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6: ke—k+1
7 Xp — x
8 X ®(xp)
o erre |x—xp| = ou b
10:  Fin Tantque
11:  Sierr < tol alors = Convergence
12: Qo] <= X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction
o =] L] ®

Méthode de la corde
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét
Données :

@ : ®:R—R,

Xo : donnée initiale, xo € R,

tol : la tolérence, tol € R*,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

Aol un réel tel que [® (1) — o] < tol

(ou et < o))

1: Fonction ayo « PTEFixe (@, xp, tol, kmax )

2 k0, ) — &

3 xex.

4 e tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6: ke—k+1

7 xp e x

8: x « ®(xp)

[ err « [x —xp| =ou

10: Fin Tantque

11 Sierr < tol alors
12 gl — X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

= Convergence

-~
-~
-~

Plus simple, plus court

Recherche des zéros d'une fonction

Algorithm Méthode de la corde

Méthode de la corde

Données :

f fiR—R,

a b deux reels tels que f(a) # f(b),

X donnée initiale, xo € R,

tol la tolérence, tol € R*,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax & IN*
Résultat :

ol ¢ un réel tel que |f(agor)| < tol

1: Fonction ay, < Conrpe ( f.a, b, xp, tol, kmax )

2 k0, a0 <
3 ae
4 XX,
5 err < tol+1
6
7
8
9

EiE]

Tantque err > tol et k < kmax faire
ke—k+1
Xp—x
X — xp— q*f(xp)
10: err « |x — xp|
11 Fin Tantque
12: Sierr < tol alors

14:  Fin Si
15: Fin Fonction

& Convergence

(a) représentation usuelle

Figure: Exemple 1, méthode de la corde, a = 1, racine de f

a=0.00, b =2.00, xo = 1.80,

Recherche des zéros d'une fonction

Méthode de la corde

05

(b) Représentation point fixe

x — x? — 1 avec
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d’arrét

Données :

® ®:R—R,

o donnée initiale, xo € R,

tol la tolérence, tol € R*,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax & IN*
Résultat :

Aol un réel tel que [®(ae1) — o] < tol

(ou [P —sual < ]

1: Fonction oy, « PrFIxE (9, x0, tol, kmax )

2 k0 a0~

3 xex,

4 e tol+1

5 Tantque err > tol et k < kmax faire

6: ke—k+1

7 Xp—x

8 X — ®(xp)

o err  |x —xp)| & ou L
10:  Fin Tantque

11: Sierr < tol alors = Convergence
12 Aol < X

13: Fin Si

14: Fin Fonction

Plus simple, plus court ... 7?7

Recherche des zéros d'une fonction

Méthode de la corde

Algorithm Méthode de fa corde utlisant la fonction Priixs
Données :
f

f:R—R,

ab deux reels tels que £(a) # £(b).

X0 donnée initiale, xo € R,

tol la tolérence, tol € R,

kmax :  nombre maximum d'itérations, kmax € N*

Résultat :

o : un réel tel que |F(aw)| < tol

1 Fonction acyi « Coni ( f,a,b.x, tol, kmax )
bs

EE A (OEe)

3 e (x> x—qxf(x) & définition de fonction
4 gl PTFIXE(, x0, tol, kmax)

5: Fin Fonction

Figure: Exemple 2, méthode de la corde, a = 1, racine de f

(a) représentation usuelle

a=0.50, b =1.90, xo = 1.80,
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Méthode de la corde

(b) Représentation point fixe

x — x?* —1 avec
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a=1,racinede f: x— x?—1

e exemple 1 : a =0.000, b =2.000, xo = 1.800,
e exemple 2 : a = 0.5000, b = 1.900, xo = 1.800.

exemple 1  exemple 2
k [ — a [xc — af
0 8.0000e-01 8.0000e-01
1 3.2000e-01 1.3333e-01
2 5.1200e-02 2.9630e-02
3 1.3107e-03 5.3041e-03
4 8.5899e-07 8.9573e-04
5 3.6893e-13 1.4962e-04
6 0.0000e+00 2.4947e-05
15 0.0000e+00 2.4756e-12

L'exemple 1 converge beaucoup plus rapidement

Recherche des zéros d'une fonction Méthode de la corde
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wexemple 1
Seempie 2

(a) Erreurs en fonctions des itérations

'

spexemple 1 pente=2.000
“eexemple 2 : pente=1.000

(b) Représentation en échelle logarithmique de

ex+1 en fonction de e,. Les pentes sont
calculées numériquement

Figure: Exemples 1 et 2, méthode de la corde, @ = 1, racine de f

x> x2—1

Exemple 1 : % =2 et f'(a) =2 = convergence ordre 2.

Exemple 2 : % = 2.400 # f'(«) = 2 = convergence ordre 1.

Méthode de la corde
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@ La méthode de Newton
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :
®:R—R,

X : donnée initiale, xo € R,

tol : la tolérence, tol € R*,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax e IN*
Résultat

ol un réel tel que [®(aio1) — ol < tol

(ou ettt < ol)

1. Fonction ay «— Prie (.. tol, kmax )
2 ke 0, a0 — &

3 x>, )
4 e« tol + 1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6 ke
7

8

9

Xp X
x « ®(xp)

err < Jx — xp| y—

10:  Fin Tantque

11:  Sierr < tol alors = Convergence

Fin Fonction

o =1 )

La méthode de Newton
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Méthode de Newton

Soit f une fonction de classe C? sur un certain voisinage d'une racine simple «
de f. Soit xo donné dans ce voisinage, la suite (xk)ken définie par la méthode

de Newton

est localement convergente d'ordre 2.

@ Proposition 4.4: convergence de la méthode de Newton

f
Xk+1 = Xk — %, Vk e IN.

£

(17)

2022/09/26 51 / 80

Algorithm Méthode de Newton

i Exercice 4:

En —1700 av. J.-C., les babyloniens ne connaissaient que les nom-
bres rationnels (fractions) et ils utilisaient le systéme sexagésimal
(base 60). Pour approcher la valeur /2, ils utilisaient comme ap-
proximation (voir tablette YBC 7289)

am1sdd, 8L 10 087
~ 60 607 ' 60° 21600

Lerreur commise est | — v/2| ~ 5.99%4e — 7.

( Q.1 Comment feriez-vous pour trouver 4 la main une méthode permettant de trouver des nombres rationnels approchant /2. )

( Q.2 Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de \/a od a est un réel positif. )
( Q.3 Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de \/a ot a est un réel positif et n € N*. )

Methode de point fixe : version Tantque avec critéres d arrét Données : Meéthode de point fixe : version Tantque avec criteres d'arrét
Donnée f . fiR—R, Données :

® i ®:R—R, df : la dérivée de f, @ :’]K"IRI R

X0 : donnée initiale, xp € R, X0 : donnée initiale, xo € R, X lonnée initiale, xo e+ N

tol : la tolérence, tol e RF, tol . la tolérence, tol € R* tol la tolérence, tol € R*,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN* . " L kmax nombre maximum d'itérations, kmax e IN*

. g kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN* Résultat :
Résultat " ésultat :

o un réel tel que [B(ag) — oo < tol Résultat : aw : un réel tel que [®(agl) — arel] < tol

oo al @ un reel tel que [®(ao1) — aol| < tol [ )

(ou =ttt < fol)

1: Fonction ayo « PrFixe ( , xp, tol, kmax )
k0, a1 — &

3 X X,

4 e« tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6: ke—k+1

7 xp e x

8; X« ®(xp)

o e |x—xp| e

10: Fin Tantque

11: Sierr < tol alors

& Convergence

14: Fin Fonction

La méthode de Newton

1: Fonction ) < Newron ( f,df, xo, tol, kmax )

k0, a0l =

X X0,

err « tol + 1

Tantque err > tol et k < kmax faire
ke—k+1

D X

« xp — f(xp)/df(xp)

err « [x — xp|

10:  Fin Tantque

11: Sierr < tol alors

12: Qpol — X

13 Fin Si

14: Fin Fonction

X
x = df(xp) # 0

e@ NG ewN

= Convergence

o =1 )
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1: Fonction o1 «— PrFixe (. xp, tol, kmax )
2 ke 0, 0o — @

3 xe X,

4 err—tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6: k—k+1

7. Xp e X

8: X « P(xp)

9: err « |x — xp| = ou
10.  Fin Tantque

11 Sierr < tol alors

& Convergence

14: Fin Fonction

La méthode de Newton

2022/09/26 52 / 80

Algorithm Méthode de Newton scalaire

Données :
f : f:R—R,
df la dérivée de f,

Xo donnée initiale, xo € R,
tol : la tolérence, tol € R,

kmax :  nombre maximum d'itérations, kmax e IN*
Résultat :
ol @ un réel tel que

1: Fonction ag < Newron ( f.df, xo, tol, kmax )
2 B x e x— f(x)/df(x)

3 (o < PTFIxe(®, X, tol, kmax)

4: Fin Fonction

o =1 ) ®
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o i

wwexemple pente=2,074
tvexemple .+ pente=1.953

v
24
v e \
\,

N ' \ I NSE SRant Manas Ranar ReSRs ey
- 5.
iy o T B . . . . .
" = T e 37 (a) Représentation de la convergence, e, en (b) Représentation de I'ordre de
(a) représentation usuelle (b) Représentation point fixe, fonction de k convergence en échelle logarithmique, ex1
® x> X cos(x) +x en fonction de e, . Ordre théorique 2
: XZsin(x)—2 x cos(x) ) . i . _
(a) représentation usuelle (b) Représentation point fixe, . B
Figure: 1 . . 2 2 cos(x) Figure: Méthode de Newton, convergence et ordre
igure: Exemple 2, méthode de Newton, o = 3 7, racine de f : x > x*cos(x) avec O X iy Saresey T X

xo = 0.40,
Figure: Exemple 2, méthode de Newton, o = 3 7, racine de f : x — x? cos (x) avec

Xo = 0.40,
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La méthode de Newton

Alternative a la méthode de Newton lorsque I'on ne connait pas la dérivée de la

fonction f : p p
F(x) ~ 0a) = 1)

Xk — Xk—1

@ Proposition 4.5: Convergence méthode de la sécante (Admis)

Soit f une fonction de classe C2 sur un certain voisinage d'une racine simple
« de f. Soient x_1 et xp donnés dans ce voisinage tels que f(x_1) # f(xo) ,
la suite (xk)ken définie par la méthode de la sécante

@ Méthode de la sécante

Xk — Xk—1 — 32 — — x2 —
= 5 — f . VkeNN. 18 (a) f(x) = x* —1, x_1 = 0.000 et (b) f(x) = x*cos (x), x—1 = 1.000 et
Xt = X T T 00 = 1) () (18) X0 = 2.000 Xo = 3.000
Figure: Méthode de la sécant
est localement convergente d'ordre % ~ 1.618. tgure: Methode de fa secante

Méthode de la sécante Méthode de la sécante 2022/09/26 56 / 80 [T TN une fanction Méthode de la sécante 2022/09/26 59 / 80




olution de systémes non linéaires

3] wexemple: o)t penten 612
207 Llexemple  /ir) - e, b

ente=1.608

) . . o Soit ¢ € R donné.
© Résolution de systémes non linéaires

1
o fl(leXZ):*X%"’XZ*E =0
N 2 (19)
6(X1,X2):E(10X2+1) +c—x3 =0.
(a) Représentation de la convergence, e, en  (b) Représentation de I'ordre de
fonction de k convergence en échelle logarithmique, ey 1

en fonction de e, . Ordre théorique
145
>~ ~ 1.618

Figure: Méthode de la sécante, convergence et ordre
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Mthode de la scanss

Soient U = RN un ouvert et f e CO(U; RV)

4 02 Trouver a € U < RN tel que
—
i — fi(ar,...,ay) = 0
N f2(a1,...,aN) = 0
SN fla) =0 <
— y
) fn(as,...,any) = 0
On pose, par ex., ®(x) =x + f(x), : f(x) =0 < ®(x) =x _
© Résolution de systémes non linéaires
. Trouver a € U RV tel que o Point fixe
c= —1.00 = — L.5(
Oi(a,...,an) = @
/fy wd O (a,...,an) = @
s da)=a = .
“‘h««\ \\SM ¢N(a1,...,a,\,) = apy

z022/00/20 23 /20 pain




@ Théoréme 5.1: Point fixe de Banach YWY &

Soit B un espace de Banach et U — B un sous-ensemble fermé. On suppose
que ® : U — U est une application strictement contractante, i.e.

3Le]o,1[, [®(x)—®(y)| <Llx—y[, Vixy)eUxU. (20)

Alors
© @ admet un unique point fixe & € U (i.e. unique solution de x = ®(x)).
O La suite des itérés xk+1] — & (x!]) converge vers a pour toute valeur
initiale x[% € U.
© Pour tout ke NN,

k—

femx] < £ i, 0srex )

Point fixe

Résolution de systémes non linéaires

OnaVheRN alordre 1
f(x + h) ~ f(x) + JI¢(x).h. (23)
trouver a tel que f(a) = 0.
Si x!k] est proche de @, alors avec x = x[¥l et & = xIXI + h
fa) ~ F(xI) + 3¢ (xI4).h
On résoud le systéme linéarisé
FxM) + 3p(xM).h =0 < Jp(xIH).h = —F(xI4).

On pose ®(x) = x — ((I¢(x)) ' (x). la | méthode de Newton s'écrit alors

xI6F1 = o (xlkly = Ik ((Jf(x[k]))_l £ ([ (24)

Résolution de systémes non linéaires Méthode de Newton
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© Résolution de systémes non linéaires

@ Méthode de Newton

Résolution de systémes non linéaires Méthode de Newton
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f : RY — RN une fonction suffisament réguliére. On défini la matrice
Jacobienne de f, notée J¢, par

of  ofy ofy
0. 0 B
Jf = (7>l<1 t‘))-(z Ixn
ofy  Ofy Ofy
Ox1 Ox2 OXN

On a alors Yhe RN a I'ordre 1

f(x + h) ~ f(x) + JI¢(x).h. (22)

Résolution de systémes non linéaires Méthode de Newton
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@ Théoréme 5.2: (Admis)
Soit f € C3(RV; R"). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en x,

Jf(x) est inversible dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors pour tout
x19) suffisament proche de a la suite définie par

-1
k1] Dkl (( Jf(x[k])) £(xIKy
converge vers a et la convergence est d'ordre 2.

Comment fait-on pour calculer — ((.Il,r(x["]))_1 f(x[ky?

Résolution de systémes non linéaires Méthode de Newton
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@ Théoréme 5.3: (Admis)

Soit f € C3(RV; R"). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en x,
Jf(x) est inversible dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors pour tout
x19) suffisament proche de a la suite définie par

-1
VLS I ((Jf(x[k])) £(xIK
converge vers a et la convergence est d'ordre 2.

Comment fait-on pour calculer — ((.Il,r(x["]))_1 f(x[ky?
On résoud le systéme linéaire

(9 (x)) b = —F(x)

Remarque : Si I'on ne connait pas explicitement la Jacobienne de f, il est
possible de calculer une approximation de celle-ci en utilisant des formules de
dérivation numérique.

Résolution de systémes non linéaires Méthode de Newton

2022/09/26 70 / 80




Méthode de Newton scalaire

Données :
f f:R—R,
df la dérivée de f,
Xo donnée initiale, xp € R,
tol la tolérence, tol € R+,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :
Qo un réel tel que
1: Fonction ) — Newron ( f,df, xp, tol, kmax )
2 k<0, i — I
3 X< X,
4 err < tol+1
5:  Tantque err > tol et k < kmax faire
6: k—k+1
7 Xp « X
8: x « xp — f(xp)/df(xp) & x — O(xp)
9 err « |x — xp|
10:  Fin Tantque
11 Sierr < tol alors
12: Qgol — X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Méthode de Newton

O(x) = x — ((Ir(x)) " F(x)

o =3 =

Méthode de Newton scalaire
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Methode de point fixe scalaire

Données :
® ®:R—R,
X donnée initiale, xo € R,
tol la tolerence, tol € R,
Kmax nombre maximum d'itérations, kimax & N*
Résultat :
el : o un réel tel que [®(ag) — ae < tol

(ou ¥l < o)

1: Fonction a. « PrFixe (. x, tol, kmax )

13:

14: Fin Fonction

k0, ot — &
X x0, fx  (x0),
err « |fx — x| eou U
Tantque err > tol et k < kmax faire
ke—k+1
x « fx
fx — O(x)
err — |fx—x|
Fin Tantque
Si err < tol alors
ol < X
Fin Si

=ou

& Convergence

Meéthode de point fixe vectorielle

Données :

® ¢ KV — KV,

x0 : donnée initiale, x0 € KV,

tol : la tolérence, tol € R*,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

¢ un réel tel que [® (o) — el < tol

1: Fonction a, « P1Fixe ( #,x0, tol, kmax )
2 k=0, ap =

3 x — x0, ix — &(x0),

& er e |f—x|

5:  Tantque err > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 x — fx

8 i — O(x)

o e |fi—x|

10:  Fin Tantque

11: Sierr < tol alors

12 Qo) < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Méthode de Newton

o =1 )
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Données :
f:R—R,

df : la dérivée de f,

X0 : donnée initiale, x € R,

tol : la tolérence, tol € RT,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax e IN*
Résultat :

ol 1 un réel tel que

1: Fonction oo « Newton ( f,df, xp, tol, kmax )

2 k0, «— &

3 X< X,

4 err«tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6: k—k+1

7 Xp X

8 x « xp — f(xp)/df(xp) &= x « O(xp)

9 err « [x — xp|

10:  Fin Tantque

11: Sierr < tol alors
12: Qgol — X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Méthode de Newton

Algorithm Méthode de Newton vectorielle

Données :
¢ fF:RV—RV,

Jf : la matrice Jacobienne de f,

x0 : donnée initiale, x0 € RV,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

i ¢ un élément de RN proche de a.

1: Fonction a, < Newron ( f,Jf,x0, tol, kmax )
2 k0, a — I

3 x < x0,

4 err«tol +1

5 Tantque err > tol et k < kmax faire

6: k—k+1

7 Xp—x

8: h « Sowe(Jf
9; x<xp+h
10: err — NorM(x — xp)
11:  Fin Tantque

12: Sierr < tol alors

13: Qo] — X

14 Fin Si

15: Fin Fonction

~f(xp))

= Convergence

2022/09/26

Meéthode de Newton vectorielle

Données :
: iRV —RV,

Jf : la matrice Jacobienne de f,

x0 : donnée initiale, x0 € RV,

tol : la tolérence, tol € R*,

kmax :  nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

@i ¢ un élément de RV proche de av.

1: Fonction oo < Newro ( £, Jf,x0, tol, kmax )
2 x> x — Sows(J(x), F(x))

3 Qg « PrFIxe(®,x0, tol, kmax)

4: Fin Fonction

Méthode de Newton

Méthode de point fixe vectorielle

Données :

@ © 0KV — KV,

x0 : donnée initiale, x0 € KV,

tol : la tolérence, tol € R*,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax & IN*
Résultat :

@ ¢ un réel tel que [®(aor) — ol < tol

1. Fonction @) « PrFixe (0, tol, kmax )
2 k0, ap — I

3 x «—x0, fix — &(x0),

4 err« | —x|

5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6: ke—k+1

7 x — fx

8 i — O(x)

o erre |fi—x|

10:  Fin Tantque

11:  Sierr < tol alors

12 Qo — X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction

o =1 )
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Meéthode de point fixe scalaire

Données :

> ®:R—R,

% donnée initiale, xo € R,

tol la tolérence, tol € R*,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol un réel tel que [B(a) — agal < tol

(ou (el —uall < 1o1)
1: Fonction oy, < PrEixe (9, xg, tol, kmax )
0 k=0, o — I

X X0, fx — B(xp),

err « [fx — x|
Tantque err > tol et k < kmax faire

2
3:

4 & ou
5:

6: k—k+1

7

8:

9

X1

X« fx
fix o B(x)
;e e [fx — x|

10:  Fin Tantque
1 Sierr < tol alors
12: Aol = X
13 Fin Si
14: Fin Fonction

= ou

& Convergence
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Algorithm Méthode de Newton scalaire

Données :

f : f:R—R,

df la dérivée de f,

X0 donnée initiale, xo € R,

tol la tolérence, tol € R*,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol un réel tel que

1. Fonction a1 « Newron ( £, df, xp, tol, kmax )

2 @ x s x — f(x)/df(x)

3 (el « PTFIxiE(®, X, tol, kmax)

4: Fin Fonction

o = = =

Méthode de Newton
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o =1 ) ®
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Soit ¢ = —3/2 Soit ¢ = —3/2

el

fi(x, %) = —x3 + x —%
f(x.x) = % (10x + 17 +c—>

fi(x, %) = —x3 + x —%
f(x.x) = % (10x + 17 +c—>

Conclusion? Conclusion?

(a) Bassin d’attraction des racines

(b) Nombre d'itérations de convergence

Figure: Méthode de Newton

Figure: Représentation de 4 suites de Newton

Figure: Représentation de 4 suites de Newton

Trés difficile, si I'on n'est pas suffisament proche d'un point fixe, de prédire vers
lequel on converge.
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Exemple complexe : ractale de Newton
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Exemple complexe : z3 — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 1 sur les bassins d'attraction Méthode de Newton, zoom 2 sur les bassins d'attraction
(b) Nombre d'itérations de convergence

(a) Bassin d'attraction des racines

Résolution de systémes non linaires Exemples
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Exemple complexe : z

Méthode de Newton, zoom 3 sur les bassins d'attraction
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Exemple complexe : z3 — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 3 sur les nombres d'itérations

Résolution de systémes non linaires Exemples

Exemple complexe : z

Méthode de Newton, zoom 1 sur les nombres d'itérations
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Exemple complexe : z% — 1 = 0, fractale de Newton

(a) Bassin d'attraction des racines (b) Nombre d'itérations de convergence

[~1.5,1.5] x [~1.5,1.5]

Résolution de systémes non linaires Exemples

Exemple complexe : z

Méthode de Newton, zoom 2 sur les nombres d'itérations
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Exemple complexe : z3 — 2z 4+ 2 = 0, fractale de Newton

(a) Bassin d’attraction des racines. En
rouge zéne de divergence

(b) Nombre d'itérations de convergence.
En blanc zéne de divergence

[-2,2] x [~2,2]
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