Théoréme: Convergence locale de la méthode du point fixe

Soit o un point fixe d’une fonction ® de classe C! au voisinage de a.
Si |[®'(«)| < 1, alors il existe 6 > 0 pour lequel x converge vers « pour tout zg tel que |zg — | < . De plus, si
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Proof. Comme ® est contintiment différentiable dans un voisinage de a avec |®'(«a)| < 1, alors il existe § > 0 tel que
VeV =[a—10a+d] |®(x) <1
Soient x et y appartenant & V), d’aprés le théoréme des accroissements finis il existe & €]la — §, a + I[ tel que

O(x) = (y) = (x - y)¥'(S).
Ceci entraine que ® est contractante sur V. De plus ®(V) c V car Ve e V
[@(z) = ()] = |z — af|¥'(§)] < 9] (§)] <0

et donc |®(z) — | < § ie. ®(z) € V. On peut donc appliquer le théoréme du point fixe (Théoréme (avec
[a,b] = [ — 6, + J])) ce qui donne la convergence de (z}) vers o pour tout zg € V.

Pour demontrer ([P-1)), on utilise une nouvelle fois le théoréme des accroissements finis : il existe { €] min(zy, o), max(zy, a)[
tel que

O(zy) — ®(a) = O'(&) (21 — ).

Comme ®(a) = a et () = xp41, on obtient

= - ().
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Quand k& — +0o0, on a xp — « et donc { — «. Par continuité de la fonction & on obtient (P-1J). O
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