}3’ Exercice 1
Etant donné une norme vectorielle ||o| sur K", on défini 'application e[, : M, (K) — R* par

o 14v]

|A], =
vertr 01
v#£0

Q. 1 Montrer que |I], = 1.
On note B = {v € K" ; |jv| < 1} la boule unitée de K" et S = {v € K" ; |jv| = 1} la sphere unitée de K".
Q. 2 1. Montrer que B et S sont des compacts.
2. Montrer que
IA]l, = sup |Av] (2)
veS

3. En déduire que
|Al; = sup |Av] 3)
veB
4. En déduire que ’application |||, est bien définie sur M, (K) i.e. VA € M, (K), |A|, < +co.

Q.3 1. Montrer
JAll; <inf{aeR: |Av| < alp|, Vv e K"}.

2. Montrer qu’il existe w € S tel que |A|, = |Aw].

3. En déduire que
|Al, =inf{aeR: |Av| < alv], YoeK"}. (4)

Q.4 1. Montrer que Yv € K", |Av| < |Al|, |v] .
2. Soit A € K*. Montrer qu’il existe u € K™ tel que |[u| = || vérifiant

[ A = A ] -

Q. 5 Montrer que |o|, est une norme matricielle.

Correction Exercice

Q. 1 On a immédiatement
Al _ el

I, = :
A T R S P
v#£0 v£0

Q.2 1. Les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de 'application continue v — |Jv| par
le fermé borné [0, 1] (pour la boule) et le singleton {1} (pour la sphere).

2. On a
Jai, = sup L2l —
n ol velK” H Il ues
3. Comme S < B on a aussi
sup |Av] > Sup |Av] . (5)
On peut aussi remarquer que
sup |Av| = sup |Av| (6)
veB veB
v#0
De plus, Vw € B\{0}, en posant u = Tw] €S-onaw = |w|w et
[Aw| = |w]| [Au| < [Au| car |w]| <1



Or on a
|Au| < sup |Av].

et on obtient alors
sup [Aw| < sup [Av] .

'w;éO

En utilisant (5) et (6), on en déduit
sup |Aw| = sup | Aul.
weB uesS

4. L’application v — ||Av| est continue donc son sup sur la sphére unitée qui est compacte est atteint.

Q.3 1. Comme |e|, est bien définie il existe & € RT tel que |A[, < a. Soit @ € R* tel que |A, < a. Ona

A
JAll, < a < sup |Av]
ve]K H H
< HM\I < alv|, Vv e K"\{0}
< |Av|| < alp|, Yve K"
On en déduit que
JAl, <inf{ae R : [Av| < alv|, Yve K"} (7)

2. Comme S est compact et application v — ||Av| est continue, il existe w € S tel que

|A], = sup [Av| = [Aw] .
veS

3. On en déduit |A[, |w]| = [[Aw]| car |w| = 1. On a alors
A, e {faeR: |Av| < av|, Vv e K"}

et donc
inflaeR : |Av| <alv|, Yoe K"} <|[A],.

On conclut en utilisant (7).

Q.4 1. On a par définition du sup
HMH 5 1Av]

wercr ] ol
u#0

IAl, =

o € K™\{0}.

et donc
|Av| < [A[ o], Vv e K™\{0}.

qui est équivalent a
lAv] < Al o], Voe K™

2. D’apres la Q. 3 2. il existe w € S tel que |Al|, = [|[Aw]. Soit A € K* et u = Aw # 0. On a |u| = |A| et

[All; = [Aw]

u
H Au] < [A], fu] = |Au]

[

_ 1 |
]

Q.5 o [Al,=0—= A, =07

trivial.
Soit A € M,,(K).

A
I, = 0= sup U jag) — 0, o e (o)

= Av =0, Vv e K"\{0}
Soit {e1,..., ey} la base canonique de K". On a alors Vj € [1,n], Ae; = 0 et on en déduit que
A, =<e;,Aejy =0, Y(i,7) € [1,n].
et donc A = Q.



e Montrons que [[0A| = |a| |A], Va € K, VA € M, (K),.
Soient o € K et A € M,,(K). On a aA € M, (K) (car M,,(K) est un espace vectoriel) et

Jaho] o] Av]
oA, = sug = sup PR o] = Jof Ju]
A R A
v#0 v#0
Av
— Jaf sup 1A% _ 1414, .
P ol
v#0

e Montrons que |A + B||, < |A[, + [B],, V(A,B) € M, (K)?
Soient A et B deux matrices de M, (K). On a A + B € M,,(K) car M,,(KK) est un espace vectoriel et

I(h+ B __ JAv+ B

|A+Bf, = sup ==
ver | vek® ||
v#0 v#0
A B
< M par inégalité triangulaire dans K"
vexr vl
v#0
[Av| |Bo|
+ sup = A, + B, .
SOl T o AL Bl
v#0 v#0

e Montrons que [AB|, < [A[, |B],, V(A,B) e M, (K).
Soient A et B deux matrices de M, (K). On a AB € M,,(K) par définition du produit matriciel et

IAB)| _ |A(BY)|

|AB|, = sup ————
veK"™ HUH veK™ HvH
v#0 v#0
All. |Bv
< sup LLTB ) < ), ) v e
vek® Y]
v#0
[Bu||
< [A], sup = |A], B, -
el
v#0
13’ Exercice 2
Soit A € M,,(C). On note
’ Az
”Aulifsup H ‘h
zeC" qul
x#0

la norme matricielle suboordonnée & la norme vectorielle |e]; .
Q. 1 Montrer que
n
sup Az, < max > a; ).
c jelin]

lzl,=1

Q. 2 1. Déterminer unye C", |y|, =1 tel que
n
A = max a; il
ool = e 3|
2. Conclure.

Correction Exercice



Q. 1 Soit z € C™ tel que |z, =1. On a

n

lAz], = D I(Az)i| =)

n

i=1 i=1]j=1
n n
< Z Z |aija;| = Z <|xj| Z |a”|>
o B =
n n n
< Z lai;] Z || = maX Z la;;| car |z, = Z |z = 1.
je[[l n] =i — et

On obtient donc "
sup [|[Az|; < max ai jl.
up sl < mox 3 o

)

Izl =1

Q.2 1. Soit k€ [1,n] tel que

n

D laikl = max Zlaml

i=1
On a
n n
Ay, = Z| Ay)il = YD aijyl
=1 j=1
Pour obtenir
n n n
Mlaikl = D1 ai ]
i=1 i=1 j=1

on prend y; = 0k 4, Vj € [1,n], c’est & dire y = ey, le k*™e vecteur de la base canonique. Dans ce cas on a
[yl =1 et

lAyl, = HAekH1:||A‘k”1

2 i = ma Z @il

2. D’apres la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

[A1 = sup Az, .

HfCH i

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

All; = ma Z
Al = max Das)

215 .
£ Exercice 3
8.

Soit A € M,,(C). On note

IAxI
HA“oo - | |OO

la norme matricielle suboordonnée a la norme vectorielle H.Hoo

Q. 1 Montrer que

n
sup |Az|,, < max > ail.
n zeﬂl,n]]j=1

|, =1



Q.2 1. Déterminer uny € C", |y

|y, =1 tel que

n
Ayl = o
Ayl L j§:1 |as 4|

2. Conclure.

Correction Exercice

Q. 1 Soit z € C™ tel que |z||, = 1. On a

bl = = |
lAz], éﬁﬁfﬂ( )il = max | 2, 0T
< éﬁf‘ﬁuz jai;llz]
< max Z la; ;| car |z;| < nax, 2| = 2|, = 1.
i€[1, n]]

On obtient donc

Q.2

n
sup |Az|, < max > a;;l.
eCc™ 16[[1»"1]]-:1

T
] =1

1. Soit k € [1,n] tel que

n

Z lak,;| = max Z\a”|

1 €] =

On a, pour tout y € C*,

[4y],, = max |(Ay);| = max \Zamy;

i€[[1,n]

On va construire un vecteur y € C", [y, = 1, tel que

ag) Sl -

Jj=1

On sait déja que, si |y],, = 1,

n

n
Vi e [1,n], | Z ai,jyj| < Z |a, ;-
j=1

On va donc construire y € C”, |y|., = 1, de telle sorte que

n n
| D angi| = D lawyl-
j=1 j=1
Il suffit pour cela de prendre,

lak,;l

Vielln], y;= { o

siag; # 0

1 siag; =0

et on a bien [y[,, = 1. On a alors

oo

n n n
| Z ax,;y;| = Z lay,;| et Vie[l,n], | Z i Y; |
j=1 j=1 j=1

et donc
n

lAyl, = ) lar,] = max Z @il

= iel1n] 1

n
< lan,|
j=1



2. D’apres la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

|Al, = sup [Az], .

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

n
All, = ma Z
Il = o, 3 o

{‘5 Exercice 4

Soit A € M,,(C). On note B = A*A.

Q. 1 Soit (\,u) € C x C"\{0} un élément propre de B.
1. Montrer que la matrice B est hermitienne.
2. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles.

3. En déduire que
2
A

2
(s

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’apres le Théoreme de réduction 3.2 page 63,
il existe alors une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B = UDU*.

On note (A, €;)ie[1,n] les éléments propres de . Les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique de
C™ et )\7, = D”

Q.2 1. Démontrer que les (A\i,;)ic[1,n] s0nt les éléments propres de B ou v; est le i-éme vecteur
colonne de U.

2. En déduire que {v1,...,v,} est une base orthonormée de C™.

Soit ¢ € C™ tel que |z[, = 1 décomposée dans la base {vi,...,v,}:

n
Iag,...,an) € C", tels que z = Z ;.
i=1

Q.3 1. Montrer que

<.’l},.’l?> = Z |O‘i|2 =1
i=1

2. Montrer que

3. Déterminer un vecteur w € C", tel que

|Aw[; = p(A*A).

4. En déduire que

. Ax
al, £ sup 122l _ o,
%136;%1 ||£L‘||2



Q.4 1. Montrer que la norme |e|, est invariante par transformation unitaire :

UU* = 1= [Al, = [UA|, = |AU], = [U*AU, .

2. Montrer que si A est hermitienne alors

[Ally = ~(A).

Correction Exercice

Q.1 1. Tl faut montrer que B = B*. Or on a
B* = (A*A)" = A*(A*)" = A*A =B.
2. Comme (A, u) est un élément propre de B, on a Bu = Au. On en déduit que
(Bu,u) = Ou,u) = Xu,u) = A |ul’.
De plus par propriété du produit scalaire, on a
(Bu,u) = (u, B*u).
Comme B est hermitienne, on obtient
(Bu,u) = (u,Bu)
= (u, \uy = Ay, uy =\ Hqu

On a donc
2 T2
Allulz = Al

et comme |u], # 0 (u est un vecteur propre) on obtient A = A, c’est a dire A € R.

3. On a

(Bu,uy = (A*Au,u)
= (Au, Au) par propriété du produit scalaire

2
= [Aul;.

De plus, on a vu que (Bu,uy = A HuH; avec [luf, > 0. On en déduit alors

2
_ [Auf?

2 =
[ I5

Q.2 1. On a B = UDU*. Or U est unitaire, donc inversible d’inverse U*. En multipliant & gauche par U*
et a droite par U on obtient

U*BU = U*(UDU*)U = (U*U)D(U*U) = D.
On obtient alors
ID)ez- = )\iei < U*BUel = )\iei
=== BUCZ = )\tez

C’est & dire en posant v; = Ue; (i-eme vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les
(Aisvi)ie[1,n]- On peut noter que v; # 0 car U est inversible.

2. On a

vy, et Ut = | """



Q.3

2.

On a donc

vivy vitvy ... witv,
viv,  viv viv
% 2 1 2 2 PP 2Un
U*0 = . .
* * £
vioy vivy ... viv,

et donc
V(i,j) € [1,n]?, (U*U);; =viv; = (vs,v;).

Comme U est unitaire, on a U*U =1 et donc
V(Z,]) € ﬂlvnﬂza (U*U)%J = 5i7j'

On en déduit alors
V(Zv.]) € [[Ln]]Za <’U1‘,’Uj> = 5i7j'

{v1,...,v,} est donc une base orthonormée de C".

1. On peut voir que

n n
(z,z) 2 V5, Z av;
i=1 j=1

n
= D @y (i)
=1

= Z CTZ'OZZ' car <’Ui,’l)j> = 6ij

De plus |z]} = (z,z) = 1.
On a

Az (Az, Az) = (A*Az,z) = (Bz,T)

n n
= Z aiIB%'vZ-, 2 ;v
i=1 j=1

= Z )\i|ai|2 car )\i eR et <’Ui,’l)j> = (Sij

i=1
2 _ * . 12
< (zéﬁlf‘?fﬂ Ai) ; la;]? = P(A*A) car A\; = 0 et ; lo;|© = 1.

On en déduit alors
sup |Av|> < p(A*A).
veC™

vl =1
Pour démontrer que 'on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant, c’est a dire un vecteur
we C", |lw]|, =1, tel que

HAwH; = max \;
i€[[1,n]

ou les \; sont positifs ou nuls (valeurs propres de B. Pour cela on note k € [1,n] U'indice tel que A, =
maXe[1,,] Ai- En choisissant w = vy, (qui est de norme 1) on obtient alors

|Av ]2 = (Avg, Avg) = (A* Ay, i) = Ok, v1) = A = P(A*A).



4. D’apres la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

Q.4

|Al, = sup [Az],.
eCc™

x
Izl =1

En utilisant les résultats de Q.3, 2. et 3., on obtient

Al = v/P(A%A).

1. Soit U € M,,(C) unitaire, i.e.

UU* =U*U =1

e Montrons que [A[, = [UA|, .

On a [|A[, = v/P(A*A) et donc

|UAI, = /P((UA)*UA) = /p(A*(U*U)A) = +/P(A*A) = |A];,.

e Montrons que [A[, = [AU|, .

On a AU
T
[AU|, < sup ” ”2
xeC” ||.’l)||2
x#0

En posant y = Uz, on a £ = U*y car U™ = U* (U étant unitaire). Comme U est inversible on a

{U™y, vy e €"\{0}} = C"\{0}

AT A
AU, _ Ayl

n T n |[U* ’
e Tl el 0%,

De plus, on a ) ,
Uy, = (U*y, U*y) = &, U0*y) = y.9) = lyl;
et done [AU], = 4],

e Montrons que [A[, = [U*AU|, .

Ceci découle des deux égalités précédentes. En effet,

|U*AU|, = |U*(AU)|, = [AUJ, car U* unitaire
= |A], car U unitaire



