Proposition

La formule de quadrature élémentaire (5.1)) a (n + 1) points est de degré d’exactitude £ (au moins) si et seulement si

, Vrel[o,k]. (P-1)

Proof. e Si la formule (5.1]) est de degré d’exactitude k, elle est donc exacte pour tout polynome de Ri[X] et plus particuliérement
pour tous les monomes 1, X, X2, ..., X* Soit r € [0,k]. En prenant f(z) = 27, la formule (5.1)) étant exacte par hypothése, on

obtient
br+1 . ar+1

Qn(x — 2", a,b) b—a szxrﬁ)L x'dx = e

o On suppose que l'on a (P-1]). Soit P € Ri[X]. On va montrer que la formule de quadrature (5.1]) est alors exacte.
Le polynome P peut s’écrire comme combinaison linéaire des monomes de {1, X, X2, ... X k}, base de R[X].
lére démonstration: On a donc

k
x) = 2 a;2’, Yz e R.
i—0

En prenant f = P, la formule de quadrature (j5.1)) donne



De plus, par linéarité de 'intégrale, on a

et en utilisant (P-1)) on obtient

Ce qui donne
b n
J P(z)dz = (b—a) Y wiP(x;).
1=0

La formule de quadrature est donc de degré d’exactitude k.
2éme démonstration: On a donc

k
P=> aX
j=0

et par linéarité de l'application f +—— Q,(f,a,b) (voir Proposition on obtient

k
Qn(P,a,b) = Qu(D_ a; X7, a,b)

=0

k
= Z a;jQn(X7, a,b).
j=0



Par hypothése, on a (P-1)) et, comme par définition X J est le polynome x — =/, on obtient

. o b i+l _ g+l
Vje[0,k], On(X7,a,b) = | X/(z)dx = f dr = ———
a a j+1

De plus, par linéarité de 'intégrale, on a

b]—l—l . ay+1

Ja:jdx—Zocj 1

JbP(x)dx = Zk: ]

a ] 0

et donc

a

b k
f P(x)de = Y 0;Qn(X7,a,b) = Qn(P,a,b).
j=0




