
Exercice

Soient f une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles et n P N. On souhaite approcher
şb
a fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature

élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (P-1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels vérifiant

@i P v0, nw,
xi ` xn´i

2
“

a ` b

2
et wi “ wn´i. (P-2)

Q. 1 a. Donner explicitement un exemple de points pxiq
n
i“0 vérifiant (P-2) (n restant quelconque).

b. Etablir que

@i P v0, nw, xi ´
a ` b

2
“ ´

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙

.

c. Si n est impair, montrer que @i P v0, nw, xi ‰
a ` b

2
.

d. Si n est pair, montrer qu’il existe un unique i P v0, nw tel que xi “
a ` b

2
.

˝



R. 1 a. Soit pxiq
n
i“0 la discrétisation régulière de l’intervalle ra, bs,

h “
b ´ a

2
, @i P v0, nw, xi “ a ` ih.

Dans ce cas, tous les points sont distincts deux à deux et on a pour tout i P v0, nw, n ´ i P v0, nw et

xi ` xn´i

2
“

a ` ih ` a ` pn ´ iqh

2
.

Or a ` nh “ b, ce qui donne
xi ` xn´i

2
“

a ` b

2
.

b. De (P-2), on déduit

(P-2) ô xi ` xn´i “ a ` b ô xi ´
a ` b

2
“ ´

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙

c. Si n “ 2k ´ 1, (n impair), on a alors un nombre pair de points. Par l’absurde supposons Di P v0, nw tel que xi “
a ` b

2
. Dans ce cas,

on a xn´i “
a ` b

2
“ xi. Comme les points pxjq

n
j“0 sont distincts deux à deux, pour avoir une contradiction, il suffit de monter que

i ‰ n ´ i. En effet, on a
v0, nw “ v0, 2k ´ 1w “ v0, k ´ 1w Y vk, 2k ´ 1w.

‚ si i P v0, k ´ 1w alors
0 ď i ď k ´ 1 ô n ´ pk ´ 1q ď n ´ i ď n ô k ď n ´ i ď n,

et donc n ´ i ‰ i



‚ si i P vk, 2k ´ 1w alors

k ď i ď 2k ´ 1 ô n ´ p2k ´ 1q ď n ´ i ď n ´ k ô 0 ď n ´ i ď k ´ 1,

et donc n ´ i ‰ i.

d. Si n “ 2k, (n pair), on a alors un nombre impair de points. Comme n ´ k “ k, on obtient à partir de (P-2)

xk ` xn´k

2
“

a ` b

2

c’est à dire

xk “
a ` b

2
.

Comme les points sont distincts deux à deux, on obtient l’unicité.

Q. 2 Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de f P C0pra, bs;Rq, muni de la norme infini, à valeurs dans R est linéaire et
continue. ˝



R. 2 On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans C0pra, bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf `µg P C0pra, bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que

DC ą 0, tel que |Qnpf, a, bq| ď C }f}8 , @f P C0pra, bs;Rq.

Or, on a, pour tout f P C0pra, bs;Rq,

|Qnpf, a, bq| “ |pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq|

ď pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj||fpxjq|

ď C }f}8 , avec C “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj| indépendant de f.



Soient m P N˚ et P un polynôme de degré 2m ` 1 s’écrivant sous la forme

Ppxq “

2m`1
ÿ

j“0

ajx
j

avec pajq
2m`1
j“0 des réels et a2m`1 ‰ 0.

Q. 3 a. Calculer les dérivées Pp2m`1q et Pp2m`2q .

b. Montrer que

Ppxq “ C

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

` Rpxq (P-3)

en déterminant le degré maximum de R et en exprimant C en fonction des pajq
2m`1
j“0 .

˝

R. 3 a. On a Ppxq “ a2m`1x
2m`1 `

ř2m
j“0 ajx

j et comme la dérivée p2m ` 1q d’un polynôme de degré 2m est nulle, on obtient

P
p2m`1q

pxq “ a2m`1
d2m`1x2m`1

dx2m`1
“ a2m`1p2m ` 1q!

et
P

p2m`2q
pxq “ 0.



b. C’est la division euclidienne du polynôme P de degré p2m ` 1q par le polynôme x ÞÑ

´

x ´ a`b
2

¯2m`1
de degré p2m ` 1q. On a donc

C constante et R P R2mrXs. Pour calculer C, on dérive p2m ` 1q fois (P-3), ce qui donne

P
p2m`1q

pxq “ Cp2m ` 1q!.

En identifiant, avec la sous-question précédente, on obtient C “ a2m`1.

Q. 4 Montrer que

@k P N,

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2k`1

dx “ 0. (P-4)

˝

R. 4 En effectuant le changement de variable t ÞÑ a`b
2 ` tb´a

2 on obtient

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

dx “
b ´ a

2

ż 1

´1
t2m`1dt “ 0.

On peut aussi utiliser directement la primitive de
´

x ´ a`b
2

¯2m`1
qui est

1

2m ` 2

´

x ´ a`b
2

¯2m`2
...



Q. 5 On suppose que la formule de quadrature élémentaire (P-1) est exacte pour les polynômes de R2mrXs.

a. Déduire de (P-3) et (P-4) que la formule de quadrature élémentaire (P-1) est exacte pour P si et seulement si

pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“ 0. (P-5)

b. En utilisant Q. 1, démontrer que (P-4) est toujours vérifiée.

˝

R. 5 a. On a, en utilisant la linéarité de l’intégrale et (P-3)
ż b

a
Ppxqdx “ C

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

dx `

ż b

a
Rpxqdx

En utilisant la linéarité de Qnp‚, a, bq et (P-3) on obtient

QnpP, a, bq “ pb ´ aqC
n

ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

` pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiRpxiq.

On a R P R2mrXs et, par hypothèse, la formule de quadrature est exacte pour les polyômes de les polynômes de R2mrXs ce qui donne

QnpR, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiRpxiq.



Or, la formule de quadrature élémentaire (P-1) est exacte pour P si et seulement si

QnpP, a, bq “

ż b

a
Ppxqdx

ce qui est donc équivalent à

pb ´ aqC
n

ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“ C

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

dx.

En utilisant (P-4) et le fait que C “ a2m`1 ‰ 0, on en déduit que la formule de quadrature élémentaire (P-1) est exacte pour P si et
seulement si (P-5) est vérifiée.

b. ‚ Si n “ 2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement xk “ xn´k “ a`b
2 et

n
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

` 0 ˆ wk `

2k
ÿ

i“k`1

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

2k
ÿ

i“k`1

wn´i

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

k´1
ÿ

j“0

wj

ˆ

xj ´
a ` b

2

˙2m`1

“ 0.



‚ Si n “ 2k ´ 1, (n impaire), on alors un nombre pair de points (avec xi ‰ a`b
2 , @i P v0, nw) et

n
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

`

2k´1
ÿ

i“k

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

2k´1
ÿ

i“k

wn´i

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

k´1
ÿ

j“0

wj

ˆ

xj ´
a ` b

2

˙2m`1

“ 0.

Q. 6 Ecrire de manière très précise le résultat démontré. ˝

R. 6 Soit Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par (P-1) où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et

les pwiq
n
i“0 sont des réels vérifiant (P-2). Si cette formule est exacte pour les polynômes de degré 2m alors elle est nécessairement exacte

pour les polynômes de degré 2m ` 1.


