
Proposition

La formule de quadrature élémentaire (5.1) à pn ` 1q points est de degré d’exactitude k (au moins) si et seulement si

pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wix
r
i “

br`1 ´ ar`1

r ` 1
, @r P v0, kw. (P-1)

Proof. • ñ Si la formule (5.1) est de degré d’exactitude k, elle est donc exacte pour tout polynôme de RkrXs et plus particulièrement
pour tous les monômes 1, X,X2, . . . , Xk. Soit r P v0, kw. En prenant fpxq “ xr, la formule (5.1) étant exacte par hypothèse, on
obtient

Qnpx ÞÑ xr, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wix
r
i

hyp
“

ż b

a
xrdx “

br`1 ´ ar`1

r ` 1

• ð On suppose que l’on a (P-1). Soit P P RkrXs. On va montrer que la formule de quadrature (5.1) est alors exacte.
Le polynôme P peut s’écrire comme combinaison linéaire des monômes de t1, X,X2, . . . , Xku, base de RkrXs.

1ère démonstration: On a donc

Ppxq “

k
ÿ

j“0

αjx
j, @x P R.

En prenant f “ P, la formule de quadrature (5.1) donne

ż b

a
Ppxqdx « pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpxiq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wi

k
ÿ

j“0

αjx
j
i



De plus, par linéarité de l’intégrale, on a

ż b

a
Ppxqdx “

k
ÿ

j“0

αj

ż b

a
xjdx “

k
ÿ

j“0

αj
bj`1 ´ aj`1

j ` 1

et en utilisant (P-1) on obtient
ż b

a
Ppxqdx “ pb ´ aq

k
ÿ

j“0

αj

n
ÿ

i“0

wix
j
i

Ce qui donne
ż b

a
Ppxqdx “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpxiq.

La formule de quadrature est donc de degré d’exactitude k.
2ème démonstration: On a donc

P “

k
ÿ

j“0

αjX
j

et par linéarité de l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq (voir Proposition 5.4) on obtient

QnpP, a, bq “ Qnp

k
ÿ

j“0

αjX
j, a, bq

“

k
ÿ

j“0

αjQnpXj, a, bq.



Par hypothèse, on a (P-1) et, comme par définition Xj est le polynôme x ÞÑ xj, on obtient

@j P v0, kw, QnpXj, a, bq
hyp
“

ż b

a
Xj

pxqdx “

ż b

a
xjdx “

bj`1 ´ aj`1

j ` 1
.

De plus, par linéarité de l’intégrale, on a

ż b

a
Ppxqdx “

k
ÿ

j“0

αj

ż b

a
xjdx “

k
ÿ

j“0

αj
bj`1 ´ aj`1

j ` 1

et donc
ż b

a
Ppxqdx “

k
ÿ

j“0

αjQnpXj, a, bq “ QnpP, a, bq.


