EXERCICE

Soient f une fonction définie sur [a, b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher Sz f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature
élémentaire, donnée par
n
Qn(f7 a, b) = (b - CL) Z wlf<xl) (P_l)
1=0
ott les (z;)"_, sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;)"_, sont des réels vérifiant
i+ Tp—; a-+b (P-2)

Vi e [0,71]], 9 = 9 et w; = Wp—;.

Q. 1 a. Donner explicitement un exemple de points (z;)!'_, vérifiant (P-2) (n restant quelconque).

b. Etablir que

b b
Vi e [0,n], xi—a; :—<xn_i—a; )

a+b

c. Sin est impair, montrer que Vi € [0,n], x; # >

a+b
5

d. Sin est pair, montrer qu’il existe un unique i € [0,n] tel que x; =




R. 1 a. Soit (x;), la discrétisation réguliére de I'intervalle [a, b],

b—a

h = , Vie[0,n], x; = a+ih.

Dans ce cas, tous les points sont distincts deux a deux et on a pour tout i € [0,n], n —i € [0,n] et

Ti+ZTp a+tith+a+(n—1ih

) 2

Or a + nh = b, ce qui donne

Ti + Ty _a—i—b

2 2
b. De (P-2)), on déduit

+b + 0
P-2) = zi+xpi=a+b = CUi_a2 Z—(xn—i—az )

a+b

c. Sin = 2k — 1, (n impair), on a alors un nombre pair de points. Par I’absurde supposons 3i € [0, n] tel que x; = . Dans ce cas,

a+b

n
7=0

on a Tp_; = = x;. Comme les points () sont distincts deux a deux, pour avoir une contradiction, il suffit de monter que

1 # n —i. En effet, on a
[0,n] =[0,2k — 1] = [0,k — 1] U [k, 2k — 1].

e siie[0,k— 1] alors
0<i<k—-1en—-(k—-1)<n—i<n < k<n-—i<n,

et doncn —1 # 1



o siice [k, 2k — 1] alors

k<i<2k—1 e n—02k—-1)<n—-i<n—-k < 0<n—i<k—1,
et donc n — 1 # 1.

d. Si n = 2k, (n pair), on a alors un nombre impair de points. Comme n — k = k, on obtient a partir de (P-2))

T+ Tpgp a+b
2 2

c’est a dire
a-+b

T = 5

Comme les points sont distincts deux a deux, on obtient I'unicité.

Q. 2 Démontrer que Uapplication f — Qu(f,a,b) définie de f € C'([a,b]; R), muni de la norme infini,  valeurs dans R est lincaire et
continue. o




R. 2 On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans C°([a,b]; R), et X et u deux réels. Alors Af + ug € C°([a,b]; R), et on a

=

Qn(Af + pg,a,b) = (b—a) ) wi(Af + pg)(z;)

|
o

J

= (b—a)

M:

wj (M (25) + pg(z))
j

= Mb—a) D w;if(z;) + p(b —a) ) wiglz))
j=0 J=0
= )\Qn(f? a, b) + ,UQn(ga a, b)

|
3 ©

L’application f —— Q,(f,a,b) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que
3C > 0, tel que |Qu(f,a,0)| < C| ], Vf € C([a,b]; R).
Or, on a, pour tout f € C([a,b]; R),
|Qn(f,0,0)] = |(b— a) Y w; f(zj)l
j 0

(b—a) Z\wmf ;)|

<C|flle,, avec C = (b—a) Z jw;| indépendant de f.
=0



Soient m € IN* et P un polynéme de degré 2m + 1 s’écrivant sous la forme

2m+1
P(z) = Z aj’
J=0
avec (aj)?f[fl des réels et agm+1 # 0.

Q. 3 a. Calculer les dérivées p2m+1) ¢ p2m+2)

b. Montrer que

P(z) = C (:c _ ¢ ; b)QmH 4 R(z)

en déterminant le degré maximum de R et en exprimant C' en fonction des (aj)?inarl.

R. 3 a. OnaP(z)=agu 122! + Z?ZO a;z) et comme la dérivée (2m + 1) d'un polynome de degré 2m est nulle, on obtient

d2m+1x2m+1

PP (2) = agpmiq = agm+1(2m + 1)

dx2m+1

et
P(2m+2) (l‘) — 0.



: L . ) ) . +b
b. C’est la division euclidienne du polynome P de degré (2m + 1) par le polynéme z — (m — &=

>2m+1
C' constante et R € Ray,[X]. Pour calculer C, on dérive (2m + 1) fois (P-3)), ce qui donne

de degré (2m +1). On a donc

P (z) = C(2m + 1)

En identifiant, avec la sous-question précédente, on obtient C' = agp,11.

Q. 4 Montrer que

b 2k+1
Vk e NN, f(:z;—“b) dz = 0. (P-4)

R. 4 En effectuant le changement de variable ¢ — GTH’ + tb_Ta on obtient

b 2m+1 1
b b—
J a:—a+ dx=—af £2m+lae — 0.
a 2 2 —1

)2m+1 1 <:U B CLT‘H)> 2m+2.”
2m + 2

On peut aussi utiliser directement la primitive de <a: — aTer

qui est




Q. 5 On suppose que la formule de quadrature élémentaire (P-1)) est exacte pour les polynomes de Rop,[X].

a. Déduire de (P-3)) et (P-4)) que la formule de quadrature élémentaire (P-1)) est exacte pour P si et seulement si

b—ai ( “b)m“:o. (P-5)

b. En utilisant Q. |1}, démontrer que (P-4) est toujours vérifiée.

R. 5 a. On a, en utilisant la linéarité de l'intégrale et (P-3))

b b 2m+1 b
J P(z)dx = C’J (x - ;_ b) dx + J R(z)dx

En utilisant la linéarité de 9, (e, a,b) et (P-3|) on obtient

n 2m+1 n
Qn(P,a,b) = (b—a)CZwi (x, — a—2i—b> I (b—a)ZwiR(:ci).
i=0

1=0

On a R € Ra;, [ X] et, par hypothése, la formule de quadrature est exacte pour les polydomes de les polynomes de Ra;, [ X ] ce qui donne

Qn(R,a,b) = —asz 755 ),



Or, la formule de quadrature élémentaire ([P-1|) est exacte pour P si et seulement si

b

Qn(P,a,b) = J P(z)dx

a

ce qui est donc équivalent a

n 2m—+1 b 2m—+1
(b—a)CZwi(avi—a;b) zCJ (z—a;b) dx.
1=0 a

En utilisant (P-4)) et le fait que C' = ag;m+1 # 0, on en déduit que la formule de quadrature élémentaire ([P-1]) est exacte pour P si et

seulement si (P-5|) est vérifiée.

e Sin =2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement z, = x,,_j =

a+b
5 et

~ 7 7 9 = . % 4 9 k 1 1 9

i=k+1

i
k— a+b 2m+1 2k
= Wi \ L5 — 9 - | Z Wpn—i | Tn—i —

a+b

2m+1
)



e Sin =2k —1, (nimpaire), on alors un nombre pair de points (avec z; # QTH), Vi e [0,n]) et

ab 2m+1 k—1 a+b 2m+1  2k—1 a4 b 2m+1
Zwi(a}i— 5 ) = ’LUZ'<$Z'— 7 ) + ’LUZ'<$Z'— 5 )

1=0 1=0 i=k
-1 2k—1
= Wi | Tj — - Wpn—i | Tn—i —
1=0 2 i=k 2
k—1 k—1
( a + b>2m+1 ( 7 <= b>2m+1
= U)Z xz - - UJJ Ij -
i=0 e =0 g
=)
Q. 6 Ecrire de maniere tres précise le résultat démontré. O

R. 6 Soit Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par ([P-1)) ot les (x;)!"_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et
les (w;)i" sont des réels vérifiant (P-2). Si cette formule est exacte pour les polynomes de degré 2m alors elle est nécessairement exacte
pour les polyndémes de degré 2m + 1.




