
Proposition

Soit ptiq
n
i“0 les pn ` 1q racines distinctes du polynôme de Legendre de degré pn ` 1q. On note xi “ a`b

2 ` b´a
2 ti, @i P v0, nw et wi les

poids donnés par (5.7). La formule de quadrature élémentaire

ż b

a
fpxqdx « pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq

est appelée la formule de quadrature de Gauss-Legendre. C’est l’unique formule de quadrature élémentaire à pn` 1q points ayant pour
degré d’exactitude 2n ` 1.

n exactitude wi (poids) ti (points)
0 1 1 0

1 3 1{2, 1{2 ´
a

1{3,
a

1{3

2 5 5{18, 8{18, 5{18 ´
a

3{5, 0,
a

3{5

Table 1: Méthodes de Gauss-Legendre sur r´1, 1s

Proof. D’après la Proposition 5.3, il suffit de démontrer ce résultat sur l’intervalle r´1, 1s à l’aide du changement de variable affine
x “ φptq “ a`b

2 ` b´a
2 t.

Montrons donc que la formule de quadrature élémentaire

ż 1

´1
gptqdt « 2

n
ÿ

i“0

wigptiq



est de degré d’exactitude 2n ` 1.
Comme les poids wi sont donnés par (5.7), cette formule est de degré d’exactitude au moins n. Pour établir qu’elle est de degré d’exactitude
2n ` 1, il faut, d’après la Proposition 5.11 avec m “ n ` 1, que

ż 1

´1
πnptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs

avec πnptq “
śn

i“0pt ´ tiq. D’après les propriétés des polynômes de Legendre Pn, on a Pn`1ptq “ Cπnptq avec C P R˚. On doit donc avoir
de manière équivalente

ż 1

´1
Pn`1ptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs.

Or, la famille des les polynômes de Legendre tP0, . . . ,Pnu est une base de RnrXs et comme les polynômes de Legendre sont orthogonaux,
la relation précedente est vérifiée.
Pour démontrer l’unicité de la formule, il suffit d’établir l’unicité des points de quadrature, les poids étant calculés à partir de ces points.
L’unicité du pn`1q-uplet px0, . . . , xnq revient à établir l’unicité du pn`1q-uplet pt0, . . . , tnq. Supposons qu’il existe pt0, . . . , tnq et pt̃0, . . . , t̃nq.
Notons πnptq “

śn
i“0pt ´ tiq et π̃nptq “

śn
i“0pt ´ t̃iq. On a donc

ż 1

´1
πnptqQptqdt “

ż 1

´1
π̃nptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs

Le polynôme R “ πn ´ π̃n est dans RnrXs car les polynômes πn et π̃n de Rn`1rXs sont unitaires. On a alors
ż 1

´1
RptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs

En choisissant Q “ R, on obtient
ż 1

´1
R2

ptqdt “ 0

ce qui entraine R “ 0.




