Proposition

Soit Q,(f,a,b) défini par (5.1) une formule de quadrature élémentaire de degré d’exactitude au moins n. Elle est alors de degré
d’exactitude n + m, m € IN*, au moins si et seulement si

b
f T (2)Q(x)dx = 0, VQ € Ry—1[X] (P-1)

a

ou 7y, est le polynéme de degré n + 1 défini par
n

n(x) = H(a: — x;). (P-2)

1=0
Le degré maximal d’exactitude d’'une formule de quadrature élémentaire a n + 1 points est 2n + 1.
De plus, on a

b
(P-1)) <= f mo(x)xde = 0, Vk e [0,m —1]. (P-3)
Proof. On a par définition
n
Qu(f,a,b) = (b—a) Y, w;f(x)
j=1

oil les n + 1 points x; sont distincts deux a deux dans l'intervalle [a, b].
La formule de quadrature est exacte pour les polynomes de degré n + m si et seulement si

b
J P(z)dx = Qn(P,a,b), YP € R4 [ X]

a



Soit P € R+ [X], on peut effectuer la division euclidienne de P par m, € R,4+1[X]. 1l existe donc Q € R;,—1[X] (quotient) et R € R,,[X]

(reste) tels que
P =Qm, +R.

On a alors par linéarite de l'intégrale
b

J ' P (@) = J ' Q) (@)dz + f R(z)dz

a a

et par linéarite de Q,,

Q?’L(P) a) b) = QTL(QT(—TL) CL) b) + QTL(R7 a? b)
Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R € R,[X] on obtient
b
f R(z)dz — Ou(R, a,b).

On en déduit alors que

b b
f P(z)dx — Qn(P,a,b) = f Q(z)mp(z)dx — Qpn(Qmp, a, b).

a

Par construction m,(z;) = 0, Vj € [0,n], ce qui donne
n
0n(Qmn, a,0) = (b—a) ) wjQ(xz;)mn(z;) = 0
=0

et donc

f bP(x)dx — Q,(P,a,b) = f bQ(x)ﬂn(:p)daz.

a

(P-4)



si (P-1]) est vérifié alors,
b
[ P@te - Qa0 =0

a

La formule de quadrature est donc de degré d’exactitude n + m.

si la formule de quadrature est de degré d’exactitude n + m alors pour tout Q € Ry,—1[X], le polynome P = Qm,, € Ry, [X] et donc

.VPme—QMRm®=O.

a

En utilisant (P-4]), on obtient alors
b
J Q(z)mp(z)dx = 0.

a

e La plus grande valeur que puisse prendre m est n + 1 (i.e. m +n = 2n + 1). En effet si m = n + 2 alors Q € R,+1[X] dans (P-1]).
Or 7, € Ry 41[X] et en prenant Q = , on obtient

f%wm@m:ﬁ@@w>a

a

e Dans l'équivalence ([P-3]), est immédiat car z — 2* € Ry, _1[X].
Pour établir I'implication [<=], on utilise la linéarite de I'intégrale. En effet, soit P € Ry,—1[X], il existe (ayg, ..., am—1) € R™ tel que

m—1
VeeR, P(x)= Z ozt
k=0



On a alors




