EXERCICE

Soient a,b deux réels, a < b et F([a;b]; R) 'espace des fonctions définie de [a;b] a valeurs dans R. Soient f € F([a;b];R) et n € IN. On
souhaite approcher SZ f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Q,(f,a,b) = (b—a) zwlf (x;) (P-1)

ott les (z;)"_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;);"_, sont des réels.

Q. 1 Démontrer que Uapplication f—— Qn(f,a,b) définie de F([a;b];R) a valeurs dans R est linéaire. o

R. 1 Soient f et g dans F([a;b]; R), et A et u deux réels. Alors Af + pug € F([a;b]; R), et on a

Qn(Mf + pg, a,b) = (b—a) Y wi(Af + pg)(z;)
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ij >\f 75, +ug(xj))
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Zw]f (zj) + p(b—a) ijg (z5)

Jj=0 j=0
= AQn(f,a,b) + uQn(g,a,b).

L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire.



On note, pour tout i € [0,n],

n
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et t; = (z; —a)/(b — a). On rappelle que le polynéme d’interpolation de Lagrange associés aux points (z;, f(2;))ie[o,n] 8'écrit

et que si f € C"([a,b];R) alors on a
(n+1) n
Vz e [CL, b]: Elglb € [CL, b]7 f(aj) - En(f)(x> = f—(fJ;) H(Qf — ZUZ>

Q. 2 Montrer que

(P-2)

(P-3)




R. 2 Par le changement de variables s : t — a + (b — a)t on obtient
b s7H(b) 1
f Li(x)dr = f Lios(t)s'(t)dt = (b— a)f L;os(t)dt

a s~ (a) 0

et 'onax; =s(t;)) =a+ (b—a)t; out; = (r; —a)/(b—a). On en déduit
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et on obtient bien ([P-3]).

Q. 3 a. Montrer que si Q, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a

1 b

b—aJ,

Vie [0,n], w;= Li(z)d. (P-4)

b. Montrer que si (P-4)) est vérifiée, alors Q, a pour degré d’exactitude n au moins.



R. 3 a. Soit i€ [[0,n]. On a L; € R,[X]. Par hypotheése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et donc on a

b
Qn(Lj,a,b) E’J L;i(x)dz.
a
Or comme Lj(x;) = 6; j, Vj € [0,n], on a

Qn(Li,a,b) = (b—a) > w;Li(z;) = (b— a)w.
j=0

Ce qui donne




Soit P € R,,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = L,,(P) et

[ [ e
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Z j 2)da

(b—a) ZwZ z;) = Qn(P,a,b).

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynémes de degré n au moins.

Q. 4 On suppose les poids (w;)i_, donnés par (P-4)). Montrer que si f € C"* ([a,b]; R) alors on a

1 [ Te-=

1=0

dr — Qn(f,a,b)‘ < (

dx (P-5)




R. 4 Comme f € C"*1([a,b];R), on déduit de (P-2) que pour tout z € [a;b], il existe &, € [a, b] tel que

f(n+1)(§x)

) @)

[f (@) = Ln(f)(@)] = ‘

L’application f— L, (f) étant continue sur [a; b], elle est alors intégrable sur [a, b], et Papplication |f — L, (f)| 'est aussi. De méme |7, (z)]
est intégrable sur [a,b]. On obtient alors

De plus

ce qui donne




La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins et le polynéme d’interpolation de Lagrange L, (f) est de degré n donc on a

b
f La(f)(@)dz = Qn(Lnlf),a,b)
— (6-a) Y wiln(f)(e
i=0
= (b~ a) Y, wi (@) ear La(f)(ai) = £ ()

1=0
= Qn(f7 a, b)

ce qui donne

ff \dz — On(f,a,b)

ff dx_fc

n+1)
< 7], s f \gu — 2,)\da.




