EXERCICE

Soient (t;)i", (n + 1) points distincts de [—1;1].
On note F([—1; 1]; R) Iespace des fonctions définie de [—1; 1] & valeurs dans R. Soient g € F([—1;1]; R) et n € IN. On souhaite approcher
Sl_l g(t)dt par S,(g), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

def o) Z wzg

Q. 1 Démontrer que l'application g —> Sy(g) définie de F([—1;1]; R) a valeurs dans R est linéaire. o

R. 1 Soient f et g dans F([—1;1]; R) (espace vectoriel), et A et u deux réels. Alors \f + ug € F([—1;1];R), et on a

n

L’application S,, est donc linéaire.



On pose

n
i — s
Vie |0 Li(t) € L
1 [[7”]7 l() ]‘:_‘([)tl—t]
J#i
Q. 2 a. Montrer que si S, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a
1 1
Vi e [[O,n]], w; = §f Lz'<t)dt. (P—l)
il
b. Montrer que si (P-1)) est vérifiée, alors S,, a pour degré d’exactitude n au moins.
O
R. 2 a. Soit i € [0,n]. On a L; € R,[X]. Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et donc on a

Sp(L;) = J_ll Li(t)dt.

Comme L;(t;) = 0; 4, Vj € [0,n], on en déduit



Ce qui donne

1 (1
Ww; = —f Li(t)d.
2J
b. Par hypothese, les poids (w;)!"_, étant donnés par (P-1]), La formule de quadrature s’écrit
n 1
Sul9)= Y ott) | Littat.
i=0 =
On note £,(P) le polynéome d’interpolation de Lagrange de R,,[ X | passant par les points (¢;, g(¢;));, donné par
n
Vie R, Lu(P)(t) =), g(t:)Lit).
1=0
Soit P € R,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = £,,(P) et
1 1
J P(t)dt = f L,(P)(t)dt
-1 -1
1 n
f > Li(t)P(t;)dt

~1;7
n " 1
- 2P L Li(t)dt
=2 i wiP(ti) = Sn(P)
i=0

La formule de quadrature est donc exacte pour tous les polynéomes de degré n au moins.



On rappele que la formule de quadrature S, & (n + 1) points distincts, dont les poids (w;)!, sont données par (P-1)), a pour degré
d’exactitude (n + m), m € IN* si et seulement si

1
L T()Q(E)dE = 0, ¥Q € Ry_1[X] (P-2)

avec m,(t) < [ (¢ —ta).

1=0

Par la suite, on suppose que les (¢;)", sont les (n 4 1) racines distinctes dans | — 1; 1] du polynéme de Legendre de degré (n + 1) et que
les poids (w;)!_, sont données par (P-1).



Les polynomes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet
(n+ 1)Ppt1(t) = 2n + 1)tP,(t) — nPp_1(t), Vn =1

avec Po(t) = 1 et Py(t) = t.
On a les propriétés suivantes:

prop.1 le polynéome de Legendre P,, est de degré n,
prop.2 la famille {P;}7_, est une base de R,[X],

prop.3 pour tout (m,n) € IN?, on a
2
2n +1

6m,n7

[ C P(t)Pa(t)dt —
1

ce qui correspond a l'orthogonalité des polynémes de Legendre pour le produit scalaire

1
P 1P = J_l P (t) Py (t)dt.

prop.4 Soit n > 1, P;, est scindé sur R et ses n racines, notées (t;)1"_,, sont simples dans | — 1, 1], c’est a dire

n—1
Pn(t)=C|[(t-t), CeR"
1=0

(P-3)

(P-4)

ou les t; sont 2 & 2 distincts (et ordonnés). Les (n + 1) racines simples de P,, 11 sont alors chacunes dans I'un des (n+ 1)

intervalles ] —1, t()[, ]t(), t1 [, cee ]tnfg, tnfl[, ]tnfl, 1[.




Q. 3 a. En utilisant les polynémes de Legendre, démontrer que la formule de quadrature S,, est de degré d’exactitude 2n + 1.
b. Montrer que la formule de quadrature S, n’est pas de degré d’evactitude 2n + 2.

c. Démontrer que Sy, est l'unique formule de quadrature o (n + 1) points distincts dans [—1;1] ayant pour degré d’ezactitude 2n + 1.

O

R. 3 a. Par hypothese, les poids (w;)?_, sont données par (P-1)), S, a pour degré d’exactiude 2n + 1 si et seulement si on a (P-2) avec
m=mn+ L.

D’apreés les propriétés des polyndomes de Legendre Py, on a Py,11(t) = Cmy(t) avec C' € R*.

On en déduit que (P-2)) avec m = n + 1 est équivalent a
1
| Puva@de =0, va e Ro[x]
il

Or, la famille des les polyndomes de Legendre {Py, ..., P,} est une base de R,[X] et comme les polynémes de Legendre sont orthogo-
naux, la relation précedente est vérifiée.

b. Supposons qu'’il existe une autre formule de quadrature élémentaire & (n + 1) points distincts dans [—1, 1]

Sulg) = 2 Z wig(t:)
i=0



ayant pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement. D’aprés la Q. , on a donc

. ~ 1 ! r N def L t— tj
Vie[[0,n], w;==| Lit)dt, ou L;i(t) = H :
2 )4 o ti —t;
J#i

Notons 7, (t) = [[Ig(t — ;). Comme S,, et S,, ont pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement, on déduit de (P-2) avec m = n + 1,
que

1 1
f7mwaﬁ=j‘ﬁAWMWﬁ=aneR4X]
~1 ~1

Le polynéme R = m, — 7, est dans R,,[X] car les polynomes m, et 7, de Rj,+1[X] sont unitaires. On a alors

1
| rRawa: -0, vQer.Lx]
—1
En choisissant Q = R, on obtient
1
J R2(t)dt = 0
1
ce qui entraine R = 0 et donc les points (t})?zo et (t;)i"_, sont identiques a une permutation des indices prés, c’est a dire
Za(i) = t;, Vi e [0,n].

On a alors wW,(;y = w;i, Vi€ [0,n] et



Soient a,b deux réels, a < b. On note x; = %2 + 5%, Vi € [0,n], ou les (t;)7_, sont les (n + 1) racines distinctes dans | — 1;1[ du

polynéome de Legendre de degré (n + 1).
Soient f € F([a;b]; R), espace des fonctions définies de [a;b] & valeurs dans R., et n € IN.

On souhaite approcher SZ f(x)dz par Qy(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qu(f,a,b) & (b—a) > w}f(x)
1=0

On pose
n
X X5
Vi () & J
ieo,n], Li(z) ]‘[x_x
j=0 J
J#i

Q. 4 a. Montrer que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si

1 b
w; f L} (z)dz, Yie[0,n].

" b—a),
b. En déduire que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si
w; =wj, Vie[0,n].

7

ot les w; sont donnée par (P-1J).

(P-5)



R. 4 a. Démontrons I'équivalence

Soit ¢ € [0,n]. On a L} € R,[X]. Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et donc on a

Q (L:, ,b) hyPJ L*( )d

Or comme L} (z;) = d; , V5 € [0,n], on a
On(L7,a,b) = (b—a) Zw*L* (b—a)w;.

Ce qui donne

R T
w; = b—af L} (z)dzx.

a

Par hypothése, les poids (w;)"_, étant donnés par - La formule de quadrature s’écrit

Qn(f,a,b) = Z f(fvz)f L; (z)dx.



Soit P € R,,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = L,,(P) et

f v)ds =

n

Z L} (2)P(z;)dx
ai=0

%%

b
ZP(:EZ.) f L} (z)dx

0

(b—a) ZwaZ 9n(P,a,b).

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynomes de degré n au moins.

b. Il suffit pour cela de démontrer que

1 ? 1 (!
L — | Liat
P L Y(x)dx > J—l i()dt

On utilise le changement de variable

ce qui correspond bien & z; = p(¢;), Vi € [0,n]. On a alors

b o (b)
[ s@a = |7 Lovwe

a




et

* & Sp(t) B x]
Liop(t) = ||
20 X — T
J#1
n
_ 1—[ ©(t) — p(t;)
J#
b b— b, b—
_ ﬁ (2 +5%) — (52 + 5*)
b, b— b, b—
iz (57 + =) — (%57 + )
J#t
mn
t—1;
j=0""
J#t

ce qui donne ((Ry]).

On suppose que w; = w;, Vi € [0,n].

Q. 5 Montrer que Q,, est l'unique formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points distincts dans [a, b] ayant pour degré d’exactitude
(2n + 1) précisement. o




b b—
R. 5 Soit P € Roy,+1[X]. Avec le changement de variable x = ¢(t) = o + at, on obtient

et

n
(b—a) Zwl

_b—a
2

Sn(Poy)
Comme ¢ € Ri[X], on a Poy € Ropy1[X] El La formule de quadrature S,, étant de degré d’exactitue 2n + 1, on a alors
1
Sp(Poyp) = f P o (t)dt.
~1

On en déduit en utilisant ((Ro))

b b—a
f P(x)dx = 5 Sp(Pop)

'Rappel: Soient P € R,[X] et Q € R,[X], alors PoQ € R,y [X].



puis en utilisant
b
f P(z)dx = Q,(P,a,b).

a

La formule de quadrature élémentaire Q,, est donc de degré d’exactitude 2n + 1.
Par I’absurde on peut démontrer que Q,, n’est pas de degré d’exactitude 2n + 2 car sinon §,, serait aussi de degré d’exactitude 2n + 2.
Par ’absurde on peut démontrer que Q,, est unique car sinon S, ne serait pas unique.




