EXERCICE

Soient a,b deux réels, a < b et F([a;b]; R) 'espace des fonctions définie de [a;b] a valeurs dans R. Soient f € F([a;b];R) et n € IN. On
souhaite approcher SZ f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

On(f,a,b) £ (b—a) szf i) (P-1)

ot les (x;)_, sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;)!"_, sont des réels.
On suppose que (P-1)) a pour degré d’exactitude n au moins.

Q. 1 Démontrer que Uapplication f—— Qn(f,a,b) définie de F([a;b];R) a valeurs dans R est linéaire. o

R. 1 Soient f et g dans F([a;b]; R), et A et u deux réels. Alors A\f + pug € F([a;b]; R), et on a

Qn(Af + g, a,b) = (b—a) Y wi(Af + pg)(z))

=0

Zw] A (z5) + pg(z;))

.

<.

=0
n
ijf zj) + b —a) Zw]g ;)

J=0 j=0
= AQn(f,a,b) + uQn(g,a,b).



L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire.

Soient 7, le polynome de degré (n + 1) défini par

et m e IN*.

rappel division euclidienne: Soient A et B deux polynémes, B étant non nul, alors il existe un unique couple de polynémes (Q, R) tel
que
A=BQ+R et deg(R) < deg(B).

Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.

Q. 2  a. Soit P e Ryt | X]. Déterminer les degrés maximauz des polynomes Q (quotient) et R (reste), obtenus par la division euclidienne
de P par m,, et satisfaisant

b. En déduire que
b

b
VP € Ryym|[X], f P(z)dx — Q,(P,a,b) = f Q(z)my(z)dx. (P-2)

a

ot Q est le quotient de la division euclidienne de P par m,,




R. 2 a. On effectue la division euclidienne de P, deg(P) < n + m, par m,, deg(m,) = n + 1. On a alors 'existence et 1'unicité d'un
couple (Q, R) tel que deg(R) < deg(m,) = n + 1, c’est a dire R € R, [ X], et

P=m,Q+R.

o Sideg(P) <n<(n+1)=deg(m), Q=0et R =P.
e Sideg(P) = (n+1) = deg(m,) > deg(R), on obtient

deg(P) = deg(m,Q) = deg(my,) + deg(Q)
et donc deg(Q) = deg(P) — deg(m,) <n+m—(n+1) =m—1, cest a dire Q € R,,_1[X].
En résumé, on a R € R, [ X], et on peut noter que, dans les deux cas, Q € R,,—1[X].

b. Soit P € Ry4m[X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par m,. On vient de voir que
ReR,[X]et Qe R,—1[X].

Par linéarite de I'intégrale, on a
b

J ' P(a)de = f ' Q) (@) + J R(z)dz

a a

et par linéarite de Q,,
Qn(Pa a, b) = Qn(Qﬂ'n) a, b) + Qn(R7 a, b)

Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R € R,[X] on obtient

b
f R(z)dx = Qn(R,a,b).

a



On en déduit alors que

b b
f PC@dw——QnG%aJO::f Q) (2)dz — On(Qrn, 0, b).

a

Par construction 7,(x;) = 0, Vj € [0,n], ce qui donne
On(Qmn, a,b) = (b= a) Y, wjQ(z;)m(z;) =0
j=0

et donc

fm@m—%@%m:fg@m@m.

a

Q. 3 Démontrer que (P-1)) a pour degré d’exactitude n + m au moins si et seulement si

b
VH e R,,,—1[X], J mn(2)H(z)dx = 0. (P-3)

a

R. 3 On suppose que ([P-3) est vérifié.
Soit P € R, [X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par m,. On a vu en Q. [2| que



R e R,[X] et Qe Rp—1[X].
Comme Q € R,,—1[X], on obtient

f (@) Qe)de = 0

a

ce qui donne en utilisant ([P-2)):
b
JP@Mx—QMRm®=O.

a

Comme P est quelconque dans Ry, 4,,[X], la formule de quadrature est donc de degré d’exactitude n + m.

On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude (n + m).
Pour tout H € R;,—1[X], le polynéme P = Hr,, € R4, [ X]. La formule de quadrature est donc exacte pour P:

‘ﬁP@Mx—QMRmmzo.

a

Par construction, la division euclienne de P par m, a pour quotient H et pour reste 0. En utilisant (P-2)), on obtient alors

ﬁQ@hd@MZO.

Q. 4 En déduire le degré mazimal d’exactitude de (|P-1)).




R. 4 Si Q = m,, on obtient
b b
J mn(2)Q(x)dx = f Q?(z)dx > 0.

a
Comme deg(m,) = n + 1, on déduit que 'on doit avoir deg(Q) < n pour que (P-3|) soit vérifiee. On a alors
deg(P) = m 4+ n = deg(Q) + deg(m,) <n+ (n+1)

et donc m < n + 1. Le degré maximal d’exactitude est donc 2n + 1.

Q. 5 Démontrer que (P-1)) a pour degré d’exactitude n + m au moins si et seulement si

b
J mn(x)2Fde = 0, Yk € [0,m — 1].

a

(P-4)

R. 5 D’apreés la Q. [3] il suffit de démontrer que (P-3) est équivalent a (P-4)).

On suppose ([P-3)) vérifiée.
Le résultat est immeédiat car, Vk € [0,m — 1], z — z¥ € R,,,_1[X].



On suppose (|P-4)) vérifiée.
SOlt H € Rm_l[X] H eXiSte (Of(), C. ,Oém_l) (= Rm tel que

On utilise la linéarite de I'intégrale pour obtenir

Jb H(z)m,(x)dz = fb Tn () mz_ll apzd

a




