
Exercice 1

On rappelle le théorème de Rolle:

Théorème: Rolle

Soient a, b deux réels, a ă b, et, f : ra, bs ÝÑ R. On suppose que

• f est continue sur ra, bs,

• f est dérivable sur sa, br,

• fpaq “ fpbq.

Alors il existe c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.

Soient I un intervalle de R et n un entier, n ě 2.

Q. 1 Soient g P C1pI;Rq et p un entier, p ě 1. On suppose que g admet au moins pp` 1q zeros distincts dans I, notés
pxiq

p
i“0, et ordonnés x0 ă x1 ă . . . ă xp.

Montrer que g1 admet au moins p zéros distincts dans I, séparant strictement les pp ` 1q zéros de p. ˝

R. 1 On peut appliquer le théorème de Rolle sur chacun des intervalles d’extrémités deux zéros consécutifs de g. En
effet, soit k P v1, pw. On a rxk´1, xks Ă I et

• g est continue sur rxk´1, xks,

• g est dérivable sur sxk´1, xkr,

• gpxk´1q “ gpxkq p“ 0q.



D’après le théorème de Rolle, il existe alors ξk Psxk´1, xkr tel que g1pξkq “ 0.

On a donc
@k P v1, pw, g1

pξkq “ 0

et
x0 ă ξ1 ă x1 ă ξ2 ă x2 ă . . . ă xp´1 ă ξp ă xp.

Ceci démontre que g1 admet au moins p zéros distincts dans I, séparant strictement les pp ` 1q zéros de g.

Q. 2 Soient u P CnpI;Rq, k P v1, nv et q un entier, q ě 1. On suppose que upkq, dérivée kième de u, admet au moins
pq ` 1q zeros distincts dans I, notés ptiq

q
i“0, et ordonnés t0 ă t1 ă . . . ă tq.

Montrer que upk`1q admet au moins q zéros distincts dans I, séparant strictement les pq ` 1q zéros de upkq. ˝

R. 2 Comme u P CnpI;Rq et k P v1, nv, on obtient

upkq
P Cn´k

pI;Rq Ă C1pI;Rq.

On peut donc appliquer le résultat de la question précédente avec g “ upkq et p “ q. On conclu donc que g1 “ upk`1q

admet au moins q zéros distincts dans I, séparant strictement les pq ` 1q zéros de g “ upkq.

Q. 3 Soit f P CnpI;Rq. On suppose que f admet au moins pn ` 1q zeros distincts dans I, notés pziq
n
i“0.

a. Montrer que f pnq admet au moins un zéro dans I.



b. Peut-on abaisser la régularité de la fonction f?

˝

R. 3 a. On note pxiq
n
i“0 les pziq

n
i“0 ordonnés par ordre croissant. On a donc x0 ă x1 ă . . . ă xn et ce sont pn ` 1q

zeros distincts de f. Comme f P CnpI;Rq Ă C1pI;Rq, on peut utiliser le résultat de Q.1 avec g “ f et p “ n,
pour obtenir que f p1q admet n zéros distincts sur I (que l’on peut toujours ordonner au besoin).

Comme f P CnpI;Rq et n ě 2, on a f p1q P Cn´1pI;Rq Ă C1pI;Rq. On peut utiliser le résultat de Q.2 avec u “ f,

k “ 1 et q “ n, pour obtenir que f p2q admet pn ´ 1q zéros distincts sur I (que l’on peut toujours ordonner au
besoin).

Grâce à la régularité de f , on peut itérer le processus jusque la dérivée nième de f par application du résultat de
Q.2.

f p1q
P Cn´1

pI;Rq, n zéros distincts ùñ Q.2 avec u “ f, k “ 1, q “ n :

f p2q
P Cn´2

pI;Rq, pn ´ 1q zéros distincts
ùñ Q.2 avec u “ f, k “ 2, q “ n ´ 1 :

f p3q
P Cn´3

pI;Rq, pn ´ 2q zéros distincts
. . .

ùñ Q.2 avec u “ f, k “ n ´ 2, q “ 3 :

f pn´1q
P C1pI;Rq, 2 zéros distincts

ùñ Q.2 avec u “ f, k “ n ´ 1, q “ 2 :

f pnq
P C0pI;Rq, 1 zéro.

b. En fait, dans Q.1, il n’est pas necessaire d’avoir g P C1pI;Rq pour appliquer le théorème de Rolle, il suffit d’avoir
g P C0pI;Rq et g dérivable sur I.



De même, on déduit que pour Q.2, il n’est pas necessaire d’avoir u P CnpI;Rq, il suffit d’avoir u P Cn´1pI;Rq et
upn´1q dérivable sur I.
On peut donc abaisser la régularité de f à f P Cn´1pI;Rq et f pn´1q dérivable sur I.


