
Exercice 1

Soient pxi, yi, ziqiPv0,nw n ` 1 triplets de R3, où les xi sont des points distincts deux à deux de l’intervalle ra, bs. Le
polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté Hn, associé aux n ` 1 triplets pxi, yi, ziqiPv0,nw, est défini par

Hnpxiq “ yi et H1
npxiq “ zi, @i P v0, nw (P-1)

Q. 1 Quel est a priori le degré de Hn? ˝

R. 1 On a 2n ` 2 équations, donc à priori Hn est de degré 2n ` 1.

On défini le polynôme Pn par

Pnpxq “

n
ÿ

i“0

yiAipxq `

n
ÿ

i“0

ziBipxq (P-2)

avec, pour i P v0, nw, Ai et Bi polynômes de degré au plus 2n ` 1 indépendants des valeurs yi et zi.

Q. 2 a. Déterminer des conditions suffisantes sur Ai et Bi pour que Pn vérifie (P-1).

b. En déduire les expressions de Ai et Bi en fonction de Li et de L1
ipxiq où

Lipxq “

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj
xi ´ xj

.

˝



R. 2 a. D’après (P-2) on a pour tout j P v0, nw

Pnpxjq “

n
ÿ

i“0

yiAipxjq `

n
ÿ

i“0

ziBipxjq

Pour avoir Pnpxjq “ yj il suffit d’avoir

Aipxjq “ δi,j et Bipxjq “ 0, @i P v0, nw. (P-3)

De même, on a

P1
npxjq “

n
ÿ

i“0

yiA
1
ipxjq `

n
ÿ

i“0

ziB
1
ipxjq

et donc pour avoir P1
npxjq “ zj il suffit d’avoir

A1
ipxjq “ 0 et B1

ipxjq “ δi,j, @i P v0, nw. (P-4)

b. Soit i P v0, nw. On commence par déterminer le polynôme Ai P R2n`1rXs vérifiant

Aipxjq “ δi,j et A1
ipxjq “ 0, @j P v0, nw.

Les points pxjqjPv0,nwztiu sont racines doubles de Ai. Le polynôme Li P RnrXs admet les mêmes racines (simples)
que Ai et donc L2

i P R2nrXs admet les mêmes racines doubles que Ai. On peut alors écrire

Aipxq “ αipxqL2
i pxq avec αipxq P R1rXs.

Il reste à déterminer le polynôme αi. Or on a

Aipxiq “ 1 et A1
ipxiq “ 0.



Comme Lipxiq “ 1, on obtient
Aipxiq “ αipxiqL

2
i pxiq “ αipxiq “ 1

et
A1
ipxiq “ α1

ipxiqL
2
i pxiq ` 2αipxiqL

1
ipxiqLipxiq “ α1

ipxiq ` 2αipxiqL
1
ipxiq “ 0

c’est à dire
αipxiq “ 1 et α1

ipxiq “ ´2L1
ipxiq.

Comme αi est un polynôme de degré 1 on en déduit

αipxq “ 1 ´ 2L1
ipxiqpx ´ xiq

et donc
Aipxq “ p1 ´ 2L1

ipxiqpx ´ xiqqL2
i pxq. (P-5)

On détermine ensuite le polynôme Bi P R2n`1rXs vérifiant

Bipxjq “ 0 et B1
ipxjq “ δi,j, @j P v0, nw.

Les points pxjqjPv0,nwztiu sont racines doubles de Bi et le point xi est racine simple. Le polynôme L2
i P R2nrXs

admet les mêmes racines doubles. On peut alors écrire

Bipxq “ Cpx ´ xiqL
2
i pxq avec C P R.

Il reste à déterminer la constante C. Or Lipxiq “ 1 et comme B1
ipxiq “ 1 on obtient

B1
ipxiq “ CL2

i pxiq ` 2Cpxi ´ xiqL
1
ipxiqLipxiq “ C “ 1

ce qui donne
Bipxq “ px ´ xiqL

2
i pxq. (P-6)

On vient de démontrer l’existence en construisant un polynôme de degré 2n ` 1 vérifiant (P-1).



Q. 3 Démontrer qu’il existe un unique polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite de degré au plus 2n ` 1 défini
par (P-1). ˝

R. 3 Deux démonstrations pour l’unicité sont proposées (la deuxième donne aussi l’existence).

dém. 1: Soient P et Q deux polynômes de R2n`1rXs vérifiant (P-1). Le polynôme R “ P´Q P R2n`1rXs admet alors
n ` 1 racines doubles distinctes :px0, ¨ ¨ ¨ , xnq. Or le seul polynôme de R2n`1rXs ayant n ` 1 racines doubles est le
polynôme nul et donc R “ 0, i.e. P “ Q.

dém. 2: Soit Φ : R2n`1rXs ÝÑ R2n`2 définie par

@P P R2n`1rXs, ΦpPq “ pPpx0q, ¨ ¨ ¨ ,Ppxnq,P1
px0q, ¨ ¨ ¨ ,P1

pxnqq.

L’existence et l’unicité du polynôme Hn est équivalente à la bijectivité de l’application Φ. Or celle-ci est une
application linéaire entre deux espaces de dimension 2n ` 2. Elle est donc bijective si et seulement si elle injective
(ou surjective). Pour vérifier l’injectivité de Φ il est nécessaire et suffisant de vérifier que son noyau est réduit au
polynôme nul.
Soit P P kerΦ. On a alors ΦpPq “ 0002n`2 et donc px0, ¨ ¨ ¨ , xnq sont n ` 1 racines doubles distinctes de P. Or le
seul polynôme de R2n`1rXs ayant n ` 1 racines doubles est le polynôme nul et donc P “ 0.


