EXERCICE 1

Soit f € C?"*2([a,b]; R). On suppose de plus que, Vi € [0,n], z; € [a,b], yi = f(x;) et 2z = f'(x).
On note
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et Hy, le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets (z;, f(x;), f'(%i))ic[o,n]-

Q. 1 Montrer que
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Indications : FEtudier les zéros de la fonction F(y) = f(y) — Hn(y) — G 7 )”(x)ﬂﬁ(y) et appliquer le théoreme de
72 (x
Rolle. o

R. 1 Soit i € [1,n], on a f(x;) — Hy(z;) = 0 et 'inégalité (P-1)) est donc vérifiée pour x = x;.
Soit = € [a,b] tel que x # x4, Vi € [1,n]. On a alors 72(z) # 0. Comme f € C?"*2([a;b];R), H, € Roy1[X] et
Tn € Ry41[X], on en déduit que

F e C?([a;b]; R).

On note que 7TT2L admet (xg, - ,x,) comme racines doubles distinctes. Par construction f—H,, admet les mémes racines
doubles. On en déduit alors que F' admet aussi (xq, - - - , x,) comme racines doubles. De plus, on a F(x) = 0 (i.e. x est
racine simple) et donc

F admet au moins 2n + 3 racines (comptées avec leurs multiplicités).



Les points x, zg, - - - , T, étant distincts, la fonction F’ admet par le théoréme de Rolle n + 1 zeros distincts entre eux
et distincts des points x, zg, - - - , . De plus les points xg, - - - , 7, sont racines de F’ puisque racines doubles de F. On
en déduit alors que

F’" admet au moins 2n + 2 racines distinctes deux a deux.
Par applications successives du théoréme de Rolle, on abouti a :

F27+2) admet au moins une racine notée &, €]a, b[.

On a alors F2) — H, () @222
F(2n+2) ) =0= (2n+2) ) — H%2n+2) ) — Tr)— OplT T .
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n
Comme H,, € Ro,11[X] on a Hgnﬁ) = 0. De plus comme 72(z) = H(x — 2;)% € Ry 49[X] sa dérivée d’ordre 2n + 2
1=0
est constante et o2
7Tn
On en déduit alors F(2) — H, (2)
(2n+2) = L= Pl 9 4 9)!
o) = HE D o o)
On a donc montrer que Yz € [a, b] 3¢, €]a, b[ tels que
Th(T)  (2n
) = Hale) = G ()

Comme 72(x) = 0 on obtient bien (P-1)).




