EXERCICE 1

Soit f € C""([a;b]; R). Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (x;, Yi)ie[o,n]> tels que les z; sont distincts deux & deux
et y; = f(x;).

On note par P, le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux points (x;, yi)ie[[o,n]] et m, le polynome de degré
n + 1 défini par

n
T (x) = H(w — x;). (P-1)
1=0
Q. 1 Montrer que, Yz € [a; b], il existe & appartenant au plus petit intervalle fermé contenant x, xg, . .., xy tel que
()
f(:l?) o Pn<$) - Mf(n—ﬂ)(gx) (P—Q)
- P
Indication : Etudier les zéros de la fonction F(t) = f(t) — Pp(t) — /() ( )n<x)7rn(t) o
(2

R. 1 S’il existe i € [0,n] tel que x = x; alors I'équation (P-2)) est immédiatement vérifice.
Soit x € [a,b] distinct de tous les ;. Comme f € C"*([a;b];R), P, € R,y[X] et m, € Ry41[X], on en déduit que la

fonction F est dans C"1([a;b]; R). La fonction F admet aussi n + 2 zéros : x,x, - - - , . On note 53[3017 e ,f’gE,OJHQ ces
n + 2 zéros ordonnés & :E:O]l <<€ 9[[/,0}1 L9- La fonction F' étant continue sur [a, b] et dérivable sur |a,b[, le théoreme de

Rolle dit qu’entre deux zéros consécutifs de F, il existe au moins un zéro de F' = F 1), Plus précisemment on a

vie[Ln+1], 3¢ elel®h e [ tels que FOE) =0

x,0 Sea+1

et on en deéduit que la fonction FU) admet n + 1 zéros fg]l, e ,££1ll+1 et I'on a 5550]1 < 53[611 < e < §:£,11L+1 < fg[golbﬁ. Il

faut noter la dépendance en x des zéros de F’ d’ou la notation un peu "lourde".
Montrons par récurrence finie que (Py) est vraie pour tout k € [1,n + 1]

(Pr) - 359[3];], ie[l,n+2—k], 53[601 < @E’ﬂ << fg[clfT]HQ_k < 5:&?3%2 tels que F(k)(f[k]) =0

T,



Initialisation : Pour k£ = 1, la preuve a déja été faites.

Hérédité : Soit 1 < k—1 < n+1, on suppose (Pj_1) vérifiée. La fonction F (k=1) gtant continue sur [a, b] et dérivable
sur |a, b[, le théoréme de Rolle dit qu’entre deux zéros consécutifs de F (k_l), il existe au moins un zéro de F).
Par hypothese F*=1) admet n + 2 — (k — 1) zéros vérifiant

0 k—1 k—1 0
fﬂ[«"]l < 55[671 Fe é:[v,n+]2—(k—1) < :)[:,7]1+2

La fonction F*~1) est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[ puisque F € C"1([a;b]; R). Par application du
théoreme de Rolle, entre deux zéros de F' (k_l), il existe au moins un zéro de F*). Plus précisemment pour tout

ie[l,n+2—Fk]ona

3¢t el L FEMy — o

De plus, par construction, 53[70]1 < fc[vk% <. < fg[gk;HQ_k < f:LO}HQ. et donc (Py) est vraie.
Avec k = n + 1 on obtient

(Pas1) = 360 elel®h ) T tel que PO (el — 0
et donc

0= F(”+1)(£[”+1]) _ f(n+1)(§[n+1]) o P(”+1)(£[n+1]) - f(x) - Pn(x) (n+1)(€[n+1])
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Comme P,, € R,[X], on a P — 0. De plus T, € Ry41[X], et comme 7, (z) = 2" + Q(x) avec Q € R,[X] (i.e.

son monone de puissance n + 1 a pour coefficient 1) on obtient 7r7(1n+1)(a:) = (n+ 1)! On a alors

f(n+1)(£[”+1]) _ f(z) = Pn(z) (n + 1)!
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