EXERCICE 1

Soit A € M, ,,(C) une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M — N ot M est inversible. On note
B=1-M1!A

Q. 1 Montrer que la matrice M* + N est hermitienne. =
On suppose maintenant que M* + N est définie positive.
Q. 2 Soit x un vecteur quelconque de C" ety = Bzx.

a. Montrer que

(x,Az) — (y,Ay) = (z, AM"'Az) + (M 'Az, Az) — (M~ 'Az, AM ‘Az (P-1)
et
r—y=MIAz (P-2)
b. En déduire que

(&, Az) -y, Ay) = {(x —y), M" + N)(z —y)). (P-3)
o
Q. 3 Montrer que si A est définie positive alors P(B) < 1. O
Q. 4 Démontrer par l'absurde que si P(B) < 1 alors A est définie positive. D

Correction

R. 1 Ona

(M*+N)" =M+ N*
=A+N+N"=A"+N+ N* car A est hermitienne
= M* + N.

La matrice M* + N est donc hermitienne.



R.

2

a. On ay = Bx avec B = | — M~'A ce qui donne
r—y=x—Bzr= (I—B)ar::M'lAz.
L’équation est donc démontrée. Pour prouver (P-I)), on note que
y=z—M'Az
et donc

y,Ay) = (x —M Az, A(z — M'Az))
= (z,Az) —(M'Az,Az) — (z,AM"'Az) + (M'Az, AM'Az ) .
On en déduit immédiatement .

. En utilisant (P-2)), on obtient

(& —y,(M*+N)(z —y)) =M *Az, (M* + N)M*Az)

= (M'Az, (M+ N*)M'Az) car M* + N hermitienne

= (M'Az, M+ M —A* )M 'Az) car N=M—A

= (M'Az,Az) + (M'Az, M*M"'Az) — (M"'Az, AM""Az) car A hermitienne
Or, par propriété du produit scalaire, on a

M Az, MM Az ) = (MM Az, M*Az ) = (Az,M"'Az) = (2, A"M'Az) .
Comme A est hermitienne, on obtient
(M Az, MM Az ) = (z, AM Az ) .
On abouti alors a
-y, M +N)(x—y)) = M'Az,Az) + (z, AM"'Az) — (M'Az, AM"'Az ) .

L’équation (P-3)) est obtenue en utilisant ([P-I).



R. 3 On veut démontrer que sous les hypothéses A hermitienne définie positive et M* + N (hermitienne) définie positive
on a P(B) < 1, c’est a dire que pour tout élément propre (A,u) de B alors |A| < 1.

Soit (A, u) € C x C™ {0} un élément propre de B. On a Bu = Mu. En prenant = u dans Q2| on ay = Bu = \u et
donc x —y = (1 — A)u. De (P-3) on obtient

(u, Auy — Oy, My = (1 — MNu, (M + N)((1 — Nu))
c’est a dire
(1= |N\?) Cu, Aw) = |1 — N\ (u, (M* 4+ N)u) . (P-4)
Comme par hypothése, la matrice M* + N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient
(u, (M* + N)u) > 0

et donc on déduit de (P-4)) que
(1 =A%) (u, Au) = 0.
Comme A hermitienne définie positive et u # 0, on déduit de (P-4) que 1 — |A|> = 0 et donc || < 1.
On va démontrer par 'absurde que |A| # 1. On suppose |A| = 1, de (P-4) on déduit
11— A Cu, (M* + N)u) = 0.

Comme par hypothése, la matrice M* + N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient |1 — A|? = 0, c’est &
dire A = 1. Or dans ce cas on a
y = Br = Bu = \u = u.

L’équation (P-2)) donne alors
0=M"Au.

Comme u # 0, et que M~*A est inversible, I'équation ci-dessus est impossible, donc |\| # 1.



R. 4 On veut démontrer par 'absurde que, sous les hypothéses M* + N (hermitienne) définie positive, A hermitienne
inversible et p(B) < 1, on a A définie positive.

On suppose que A n’est pas définie positive. Alors il existe x € C"\{0} tel que {(z,Az) ¢ R™*.

Pour une matrice quelconque que {x,Az) € C, or comme A est hermitienne on a {(x, Ax) € R. En effet, par propriété du
produit scalaire on a

(x,Ax) = (A'z,x) = (Az, ) = {x,AT).

On note zl% = z et oy = <x[0], A:I:[O]> le nombre réel négatif ou nul (cg < 0). On défini alors pour les suites

o~ Balt 1) ot — (2l Al

On a alors

- Bkm[o], Vk e IN.
D’apreés le théoréme du cours (Théoréme B.72 page 195),

p(B) <1 «— lim B*» =0, Ywe C"
k—+o0

On a donc

lim zFl =0 et lim ar =0
k— o0 k—+o0

On utilise maintenant 1'égalité (P-3) avec = zl#~1 et y = Bz = z¥]

ek e« (o )

On peut noter que z!*~1 — zl#l £ 0. car sinon zl*—11 = = Bzl*1l et A = 1 serait valeur propre de B . il faudrait
montrer que glk—1] # 0

Dans ce cas, comme M* + N est définie positive, on obtient

< (k1] k1> < [k]>=Oék;_1—Ofk>0-

La suite (ag)pen est donc strictement décroissante de premier terme ag < 0: elle ne peut converger vers 0.
Montrons par récurrence forte que zlkl 0, gkl — glh=1] o 0,et 0> ap_1 > ap, ke IN*.



e Initialisation : On a zl% % 0 et z[1] = Bz[0].
On montre par Pabsurde que z!!! 0. Supposons z!!! = 0, alors ag = 0 et 2! — 2[1 = [0 £ 0. Comme M* + N
est hermitienne définie positive on obtient

o) — o = <(m[0] —x[l]), (M* + N)(x[o] _m[l])> =0

et contradiction avec o < 0.

On montre ensuite par I'absurde que 20~ [, Supposons 2l = zl01, Par construction z! = Bz!Y, et dans ce
cas, comme 29 = 0, (1,:)3[0]) serait un élément propre de B: contradiction avec p(B) < 1.

Comme 29 — 1] 0, on a

040—041—< -l-N —.’I: >>0
et donc 0 = ag > «.

e Hérédité : On suppose la propriété vraie jusqu’au rang k. On a alors zlkl 0, gk = Bglkl of ap < 0.
On montre par 'absurde que ¥+ % 0. Supposons zlF11 = 0, alors oy, 1 = 0 et 2F] —glF+1 = [+ 2 0. Comme
M* + N est hermitienne définie positive on obtient

a, — gy = (@l — 2l (e Nyl — g4y > g

et contradiction avec ay < 0.

On montre ensuite par ’absurde que gkl 2 glht1], Supposons zl zl*1. Par construction zlF+1] = Bm[k], et
dans ce cas, comme 2] = 0, (1, 2[*]) serait un élément propre de B: contradiction avec p(B) < 1.

Comme zFl — k1] 22 0 on a

ar = agyr = (@l =2l 1), e+ Ny —2lh10)) >

k+1] _

et donc 0 > ap > apyq-




