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Chapitre IV

Résolution de systémes linéaires
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© Meéthodes itératives
@ Principe
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Méthodes itératives pour la résolution du systéme linéaire
Ax = b.
Trouver une matrice d’itération B et d'un vecteur c telles que
xk+t = BxlK ¢ k=0, xI arbitraire
vérifie

lim x*] =% avec x = A!b
k—o0
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@ Notations
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Soit A € M,(K) une matrice réguliére, avec Vi€ [1,n], A;; #0

Ap 0 - 0 0 - - 0 0 Az -+ Ans
A

A = 0 +[ 7 +
0 : : : T Ape1n
0 0 An,n An,l An,n—l 0 0 0

-F
- D-E-F= D
—-E
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@ Méthode de Jacobi
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n i—1 n
Ax=b — Vi, b = Z AjjXj = Z AjjXj + AjiXi + Z Aj X
j=1 =1 j=it1

La méthode itérative de Jacobi :

i—1 n
k k+1 k .
b = 2 A’.’ij[ ] + A,",'XI-[ +1] + 2 A,',ij[ ] Vie [1,”]
j=1 J=itl

ou encore

k+1 1 N k 1
Xi[ I_ A_,, b; — . Z A,JXJ[ 1 Vie ﬂl,n]]
J=1j#i
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n i—1
Ax=b <« Vi, b= Aijxi= > Aix;+ Aiixi + Z ALjXj
j=1 j=1 j=i+1

La méthode itérative de Jacobi :

i—1 n
b = 2 A,‘J)(l-[k] + A,',,'Xl-[k+1] + 2 A,',ij[k] Vie [1, n]
j=1 j=i+1
b = Dx[F+1 — ExIkl _ pxl#]

ou encore

xEH (b— Z Ajx ”) Vie[1,n]

J=1j#i

x[k+1] — D—l(E + F)X[k] + D—lb
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@ Méthode de Gauss-Seidel
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n i—1 n
Ax =b — Vi, b,‘ = ZAi7j)<j = Z A,',J'Xj + A,",'X,' + Z A,',ij
j=1 j=1 j=it+1

La méthode itérative de Gauss-Seidel :

i—1 n
b; = Aiini[kJrl] + Z A,'JXj[k+1] + Z A,"J'Xj[k] Vie [[1, nﬂ
j=1 j=i+1

ou encore

i—1 n

1

Xi[k+1] - = b; — Z Ainj[k+1] _ Z Ainj[k] Vie[1,n]
ii j=1 Jj=i+1
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n i—1 n
Ax =b — VI'7 b,‘ = ZA,'JXJ' = Z A,'JXJ' + A,",'X,' + Z A,',ij
j=1 j=1 j=it+1

La méthode itérative de Gauss-Seidel :
k1] @ k+1 § K
b; = A,'y,'Xi[ 1l + Z A,'JXJ-[ 1 + Z A,',J'Xj[ ] Vie [[1, nﬂ
j=1 j=i+1
b= Dx[k+1] _ Ex[k+1] _ Fx[k]

ou encore

i—1 n

k+1] 1 L k1] K] )

X; = (b, leA,ij Z Ajx; ) Vie[1,n]
j=

Jj=i+1

xUU — D —E)'Fx® + (D-E)*'b
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@ Méthode de relaxation
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Soit w € R*.

x,.[kH] = W)?,-[kJrl] +(1- W)X,-[k]

ol )?,[kH] est obtenu a partir de I'une des deux méthodes précédentes.

Avec la méthode de Gauss-Seidel : méthode S.O.R. (successive over relaxation)

i—1 n

kt1] _ W [ IV L (LK1 — [k

X; = (b, — Z:lA,ij -Z;lAUXj ) + (1 —w)x; Yie[l, n]
J= j=i

£3 Exercice 1: £
Déterminer la matrice d'itération B et le vecteur ¢ tels que
xlk1l — Bxlkl 4 ¢

en fonction de D, E, F, et b.
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Proposition: j&

Soit A une matrice réguliére telle que tous ses éléments diagonaux soient non nuls. On note
D = diag(A) et E, F, les matrices a diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure et
supérieure telles que A=D —E — F. On pose L = D'E et U = D'F.

La matrice d'itération de la méthode de Jacobi, notée J, est donnée par

J=DYE+F) =L+U, 1)

La matrice d'itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

2. = <DE)-1 <1_7WD+F> (= wL) ™ (1= w)l + wU) . 2)

w w

et elle vérifie
P(Ly) = |w—1]. (3)

La matrice d'itération de Gauss-Seidel est £; et elle correspond a

Li=(D-E)'F=(1-L)"U. (4)
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@ Etude de la convergence
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Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et S.O.R. peuvent s'écrire sous la forme
Mx[A 2 = NxI) 4 b

avec A =M — N et, dans ce cas, la matrice d'itération est B = M~IN.
e Jacobi: M=DetN=E+F car

xU+ — D (E + F)xK + Db
e Gauss-Seidel : M=D —-E et N=F car
xUF — D —E)'Fx® + (D-E)'b

. _ D _1—w
° S.O.R..M—W—EetN—TD—l-Fcar

-1 -1
xlkr1l = (9 — E) <1_—WD + F) xUA 4 (9 - E) b
w w w
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Théoréme: Qf»}
Soit A une matrice inversible décomposée sous la forme A = M — N avec M inversible. On pose
B=M?'N et ¢ =M"’h

Alors la suite définie par
xO e K et xlk+1 = BxlKl 4 ¢

converge vers X = A~!b quelque soit x[ si et seulement si p(B) < 1.
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Si B normale (pour simplifier) alors 3U unitaire et D diagonale t.q.
B = UDU*.
On a alors
ID[, = (D) = r(B)
et
el — B*el® — (UDU*)“el®) — UD*U*el® car U unitaire
En posant EIl = U*elkl on a
ElKl _ pkglol
et on obtient
|, <oty |£€1], = oy £,
p p P

Le facteur asymtotique de convergence est p(B).
= Plus le rayon spectral de B est proche de 0, plus rapide est la convergence
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S Wisthodes iératives T Etude de la convergence

Proposition: j&{}

Soit A € M,(RR) une matrice tridiagonale, i.e. A;; = 0, si |i — j| > 1. Avec les notations de la
Proposition 3.39, on a

P(Ly) = P(J)z.

La méthode de Gauss-Seidel converge donc plus vite que la méthode de Jacobi.
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Proposition: 4%

Soit A une matrice vérifiant A; ; # 0 Vi. Une condition nécessaire de convergence pour la méthode S.O.R. est
que 0 < w < 2.

= ..
PI’OpOSItIOﬂ: voir Ciarlet[2006],Introduction a I’analyse numérique matricielle et & optimisation, Théoréme 5.3-5, pages 106 a 109.

Soit A € M,(IR) une matrice tridiagonale, i.e. A;; =0, si|[i—j| > 1. Avec les notations de la Proposition 3.39,
on suppose que les valeurs propres de la matrice d'itération de Jacobi J sont réelles et que p(J) < 1.
On note wy le paramétre optimal de la méthode S.O.R. tel que

P(Ly,) = min (P(Ly), w €]0,2[)

est donné par
2

T+ VI P02

Wy = > 1, (5)

et, on a P(Lu,) = wo — 1.
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Ici, A e M,(RR), matrice tridiagonale aléatoire inversible a él
propres de J sont réelles et p(J) < 1.
D’aprés la proposition précédente

2

emen

ts diagonaux non nuls t.q. les valeurs

M I p(3)2 > 1, P(Lw) =min (P(Lw), we]0,2]), P(Lu) =wo— 1.
) Solving Az = b by iterative methods, A tridiagonal matrix, order:50
10% gr T T T T T
[ ] & Jacobi, p = 0.88
100\ ——GS., p=078 B
L 1 ——S.O.R.[wy], p= 036
S ——S.O.R.[wy — k], p=0.70
102 . ———S.0.R.[wy + k], p = 0.57| E
1 =k cp(J)
. =k cp(£1)F
L 1 107 F L )k =l
L, 10°F 3
[ 1 %
4]
L i 10°F 3
hwy — 1
L i 101°F 3
L p(Ly)| 4 102F 3
L | e ]
L L L L po =k o w+h 1016 L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 20 40 60 80 100 120
w k (itérations)
. )
Figure: A est d'ordre n = 50.
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Ici, A e M,(R), matrice tridiagonale aléatoire inversible a éléments diagonaux non nuls t.q. les valeurs

propres de J sont réelles et p(J) < 1.

D’aprés la proposition précédente
2

Wwp = m > 1, P(ﬁwo) = min (P(ﬁw), w E]O, 2[), P(ﬁwo) = Wy — 1.
1
) Solving Az = b by iterative methods, A tridiagonal matrix, order:100
10 T T T T T
09 b N
10° 3
08| B
07F SO\ W s 3
0.7gv0 — 1 L e,
10 3
06 T
L, 100 1
05 1 §
5 8
04} 1 10 Jacobi, p = 0.98 1
- I p(La)] ——GS., p=096
ol ——S.0.R.[ug], p = 0.68 E
03 g 10 ——S.O.R.[wy — K], p = 0.86
S.0.R.[uwg + hl, p = 0.79
L | w02l |-k ep()F E
02 ===k ep(L1)*
==k ep(Lu,)*
01l 4 101 E — ==k ep(Lug1)* |
ko ep(Luyan)t
0 . . . . L . Lwo kG guth 1016 I . . . .
0 0.2 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 o 20 40 60 80 100 120
w k (itérations)

Figure: A est d'ordre n = 100.
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Si A e M,(R) matrice pleine (trés peu de termes nuls).
o Une itération : environ 2n? opérations élémentaires
e n itérations : environ 2n3 opérations élémentaires
e Méthode de Gauss: environ 2n3/3!
Résoudre Ax = b:
o Si la matrice est pleine: méthodes directes a privilégier,

e Si la matrice est creuse: méthodes itératives a privilégier.
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pan” , <
Theoreme: voir Lascaux-Théodor, vol.2, Théoréme 19 et 20, pages 346 a 349

Soit A une matrice a diagonale strictement dominante ou une matrice inversible a diagonale fortement domi-
nante alors

o la méthode de Jacobi est convergente,
e si w €]0,1] la méthode S.O.R. est convergente.

Théoréme: dfv}m
Soit A une matrice hermitienne inversible en décomposée en A = M—N ou M est inversible. Soit B = I —M"tA

la matrice de I'itération. Supposons que M* + N (qui est hermitienne) soit définie positive. Alors p(B) < 1 si
et seulement si A est définie positive.

<> - ~
Theoreme: voir Lascaux-Théodor, vol.2, Corollaire 24, page 351

Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors la méthode S.O.R. converge si et seulement si w €]0, 2[.
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@ Algorithmes scalaires
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Principe de base

Résoudre :
Ax=>b

Méthodes itératives :
x[0 e K" et xtktl = Bxlkl 4 ¢

Algorithme :

x[% donné

Pour k=0, 1,--- faire
xlkt1]  Bxlkl 4 ¢

Fin Pour

Critére d'arrét? Stockage de tous les x[K1?
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence le nombre d'itération

nécessaire n'est (a priori) pas connu.
= boucle Tantque

Criteres d’arrét :
e nombre maximum d'itérations
e &> 0 permet I'arrét des calculs si x!¥! suffisament proche de x =

Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?

S Wisthodes iératives T Algorithmes scalaires

Alh
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence le nombre d'itération
nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Criteres d’arrét :
e nombre maximum d'itérations
e &> 0 permet I'arrét des calculs si x4l suffisament proche de x = A-1b

Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?

Exemple de critére d'arrét pour la convergence :

Soit rlkl = b — Ax[¥] |e résidu.
|

Bl

<e¢
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence le nombre d'itération
nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Criteres d’arrét :
e nombre maximum d'itérations
e &> 0 permet I'arrét des calculs si x4l suffisament proche de x = A-1b

Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?

Exemple de critére d'arrét pour la convergence :
Soit rlkl = b — Ax[¥] le résidu.

[
<e¢
Ib|
Car dans ce cas, on a avec elkl = x — x[¥]
(k]
)] < e cond(A)

x|
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Algorithm Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b
Données :

A : matrice de M,(K) ,

b . vecteur de K",

x° vecteur initial de K",

€ . la tolérence, e € RT,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtl : un vecteur de K" si convergence, sinon &

C k0, xtol

x —x% r— b—Ax,

: tol — e(||b] + 1)

;. Tantque |r| > tol et k < kmax faire

k—k+1

p—Xx = p contient le vecteur précédent

x < calcul de I'itérée suivante en fonction de p, A, b, ...

r<—b—Ax,

. Fin Tantque

. Si | r| < tol alors = Convergence
xtol —x

: Fin Si

©ONDI R NP

oe e
N = O
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Jocobi: x,-[kﬂ] =

1 “ K
o B

J=1j#i

), Vie[l,n].

Algorithme 2

Algorithme 2

1 k0, xtl — & 1

20 x —x% r—b—Ax, 2: x —x% r—b—Ax,
3: tol « &(|b| + 1) 3: tol « =(||b| + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4

5 k—k+1 5. k<« k+1

6: p<—Xx 6: p<—Xx

7:

N 7. Pouri<—1lan fairen
90 r<—b—Ax, Hd 8 Xi i (b,' — Z A;jpj>
10: Fin Tantque Aii

11: Si |r|| < tol alors = Convergence 9:  Fin Pour

122 xtol— x
13: Fin Si

13 xtol
14: Fin Si

c k0, xtl — &

: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

10 r<—b—Ax,
11: Fin Tantque
12: Si |r| < tol alors

— X

J=Lj#i

> Convergence

Algorithmes scalaires
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i

1 n
Jocobi:  x[<TY = o (b,’ - Z Afjxj[k]) , Vie[1,n].
"

J=Li#i

Algorithme 2

Algorithme 2

9:
10:

11
2

-

14

NGO hEwN R

sk 0, x*l — ¥

x —x% r—b—Ax,

: tol — e(||b] + 1)

: Tantque ||r|| > tol et k < kmax faire
k—k+1

p—x
Pour i < 1 a n faire

1 n
Xi (bi -2 AUPJ>

j=Lj#i

xtol
: Fin Si

Fin Pour
r—b—Ax,

: Fin Tantque

: Si |r| < tol alors

— X

N

c k0, xtl —

x —x% r—b—Ax,

s tol — e(||b] + 1)

: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1

p—x

Pour i — 1 a n faire

NSO hsEeN e

8: S0
o: Pour j — 1an (j # i) faire
10: S« S+ Aijp
11: Fin Pour
12: i <— — (b —
X; ™ (bi —9)

13:  Fin Pour

14: r— b— Ax,
15: Fin Tantque

16: Si |r| < tol alors
17: xtl— x

18: Fin Si
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Algorithm Méthode itérative de Jacobi pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A matrice de M,(K) ,

b vecteur de K",

x0 vecteur initial de K",

€ la tolérence, ¢ € R,

kmax nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X un vecteur de K"

1

11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

19:

20

eI r0N

Fonction X « RSLJacosr (A, b,x% e, kmax )
k—0.X—g
X —x0 re—b—Axx,
tol « e(|[b]| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour / < 1 a n faire
S0
Pour j — 1a n (j # i) faire
S« S+A(0)) = pli)
Fin Pour
x(i) « (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Ax=x,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
: Fin Fonction

Algorithmes scalaires
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Gauss-Seidel:  x;
A
1 J:].

j=it+1

1 i—1 n
X.(k+1) =— b; — Z A,'J'Xj[kJrl] — Z AUXJ[k] Vie [[1, n]]

Algorithme 3

Algorithme 3

@

10:
11:
12:
13:

C k0, x* — &

: tol —(||b] + 1)
: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

NG AR

x—x% r—b—Ax,

k—k+1
px

[x « calcul par Gauss-Seidel)\
r—b—Ax, s

Fin Tantque
Si |r| < tol alors
xtol  x

Fin Si

c k0, xtl — g

x —x% r—b—Ax,

. tol — (||| + 1)

;. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1

p—x

o U A WN R

7. Pour i — 1 a n faire

i—1

1

Xj «— — b,‘ — Z AjjXj —
Aji st

n

Z Ajjpj

j=it1

®

9:  Fin Pour

r< b—Ax,
11: Fin Tantque

12: Si |r| < tol alors
xm
14: Fin Si

lHX

)

Algorithmes scalaires
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Gauss-Seidel:  x;
A
1 J:].

j=it+1

1 i—1 n
X.(k+1) =— b; — Z A,'J'Xj[kJrl] — Z AUXJ[k] Vie [[1, n]]

Algorithme 3

Algorithme 3

@

10:
11:
12:
13:

C k0, x* — &

: tol —(||b] + 1)
: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

NG AR

x—x% r—b—Ax,

k—k+1
px

[x « calcul par Gauss-Seidel)\
r—b—Ax, s

Fin Tantque
Si |r| < tol alors
xtol  x

Fin Si

c k0, xtl — g

x —x% r—b—Ax,

. tol — (||| + 1)

;. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1

p—x

o U A WN R

7. Pour i — 1 a n faire

i—1

1

Xj «— — b,‘ — Z AjjXj —
Aji st

n

Z Ajjpj

j=it1

®

9:  Fin Pour

r< b—Ax,
11: Fin Tantque

12: Si |r| < tol alors
xm
14: Fin Si

lHX

)

Algorithmes scalaires
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Algorithm Méthode itérative de Gauss-Seidel pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A matrice de M,(K) ,

b vecteur de K",

x° vecteur initial de K",

& la tolérence, e € R,

kmax nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X un vecteur de K"

1: Fonction X < RSLGaussSeben (A, b,x%, e, kmax )
2 k<0, X—g

3 xex r—b—Axx,

4 tol —e(|b| +1)

5:  Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 p—Xx

8: Pour j — 1 a n faire

9: S0

10: Pourj«—1ai—1 faire

11: S — S+ A(i.j) *x(j)

12: Fin Pour

13: Pour j — i+1an faire

14: S < S+ A(i)) *plj)

15: Fin Pour

16: x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)

17: Fin Pour

18: r—b—Axx,

19:  Fin Tantque

20:  Si ||r| < tol alors

21: X —x

22:  Fin Si

23: Fin Fonction
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Fonction X < RSLJacont ( A, b,x° ¢ kmax )

k<0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol «— (b + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j — 1 an (j # i) faire
S < S+ A(i.j) * p()
Fin Pour
x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithmes scalaires

Fonction X < RSLGaussSeinss (A, b,x°, ¢, kmax )
k<0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol «— e(||b]| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j—1ai—1 faire
S <8+ A(1.j) » x(j)
Fin Pour
Pour j < i+1an faire
S < S+ A(i,j) * p(j)
Fin Pour
x(i) «— (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction
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Fonction X < RSLJacost ( A,b,x% ¢, kmax ) Fonction X < RSLGaussSeinss (A, b,x°, ¢, kmax )

k<0, X< k<0, X<
x—x% r—b—Axx, x—x% r—b—Axx,
tol «— (b + 1) tol «— (b + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1 k—k+1
p—x p—x
Pour i < 1 a n faire Pour i < 1 a n faire
S0 S0
Pour j — 1 an (j # i) faire Pour j« 1ai—1 faire
S < S+ A(i,j) * pj) S S+ A(i.j) * x(j)
Fin Pour Fin Pour
x(i) « (b(i) = S)/A(i, i) Pour j — i+1an faire
Fin Pour S «— S+ A(i.j) * p(j)
r—b—Axx, Fin Pour
Fin Tantque x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Si ||r| < tol alors Fin Pour
X —x r—b—Axx,
Fin Si Fin Tantque
Fin Fonction Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si

Fin Fonction

Méme ossature puisque toutes deux basées sur I'Algorithme générique
Peut-on simplifier, clarifier et racourcir les codes?
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Fonction X < RSLJacont ( A, b,x° ¢ kmax )
k<0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol « (||b + 1)
Tantque |[r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j — 1 an (j # i) faire
S < S+ A(i.j) * p()
Fin Pour
x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithmes scalaires

Algorithm Itération de Jacobi : calcul de x tel que

1 N .
XI:A—H b — Z A,-jyj>7 Vie[1,n].

J=Li#i
Données :
A : matrice de M,(K) ,
b : vecteur de K",
y : vecteur de K",
Résultat :
X : un vecteur de K"

1: Fonction x « TrerJacosr ((A,b,y)

2:  Pour i« 1a n faire

3 S0

4 Pour j < 1an (j # i) faire
5 S<S+A())*v0)

6: Fin Pour

7 x(i) < (b(7) — S)/A(i, i)

8:  Fin Pour

9: Fin Fonction
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Fonction X < RSLJacosi2 (A, b,x% e, kmax )
k—0,X—g
x—x% r—b—Axx,
tol «— e(|[b]| + 1)
Tantque ||r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
x < IterJacosi(A, b, p)
r—b—Asxx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithmes scalaires

Algorithm Itération de Jacobi : calcul de x tel que

1 N .
XI:A—H b — Z A,-jyj>7 Vie[1,n].

j=Ti#i
Données :
A : matrice de M,(K) ,
b : vecteur de K",
y : vecteur de K",
Résultat :
X : un vecteur de K"

1: Fonction x « TrerJacosr ((A,b,y)

2:  Pour i« 1a n faire

3 S0

4 Pour j < 1an (j # i) faire
5 S<S+A())*v0)

6: Fin Pour

7 x(i) < (b(7) — S)/A(i, i)

8:  Fin Pour

9: Fin Fonction
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Fonction X « RSLGaussSemeL (A, b,x%, e, kmax )

k0, X & Algorithm Itéra}tilon de Gauss-Seidel : calcul de x tel que
—x0 r—b-— 1 = u .
YA vl CRpIW Ry Auw) . Vie[Ln].
Tantque |r| > tol et k < kmax faire =t j=irt
ke—k+1 Données :
p—x A : matrice de M,(K) ,
Pour i < 1 a n faire b :  vecteur de K",
S—0 y : vecteur de K",
Pour j«—1ai—1 faire Résultat :
S — S+ A(i,j) * x(j) X : un vecteur de K"
Fin Pour
Pour j —i+1an faire 1: Fonction x « IterGaussSemeL (A, b,y )
S — S+ A(i.j) = p(j) 2: Pour i< 1a n faire
Fin Pour 3 S0
x(i) < (b(i) — S)/A(i, ) 4 Pour j «— 14 i—1 faire
Fin Pour 5: S — S+ A(i,j) =x(j)
r—b—Axx, 6: Fin Pour
Fin Tantque 7 Pour j < i+ 1 a n faire
Si |r| < tol alors 8 S S+A(i))*y()
X —x [ Fin Pour
Fin Si 10: x(i) < (b(i) — S)/A(i, i)
Fin Fonction 11:  Fin Pour

12: Fin Fonction
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Fonction X « RSLGaussSemeL2 ( A, b,x%, ¢, kmax )
k0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol < e(||b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
X < ITERGAUsSSSEIDEL(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithm Itération de Gauss-Seidel : calcul de x tel que

1 i-1 n )
X = bi — Z AjjXj — Z A,‘J‘}/j) , Vie[1,n].
ii =t

J=i+1
Données :
A matrice de M,(K) ,
b vecteur de K",
y : vecteur de K",
Résultat :
X © un vecteur de K"

1: Fonction x < ITErGAUssSEEL (A, b,y )
2. Pour i < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j «— 1 a/—1 faire
5: S — S+ A(i,j) =x(j)
6: Fin Pour

7 Pour j < i + 1 a n faire
8 S =S+ A>.J)*y()
9: Fin Pour

10: x(i) < (b(i) — S)/A(i, i)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

Algorithmes scalaires
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Fonction X « RSLGaussSemeL2 ( A, b,x%, ¢, kmax )
k—0,X—g
x—x% r—b—Axx,
tol «— e(|[b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
x < ITERGAUSSSEIDEL(A, b, p)
r—b—A=x,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Fonction X < RSLJaconi2 (A, b,x° e, kmax )
ke0,X<g
x—x% r—b—Axx,
tol — e(|[b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p<—x
x < IterJacosi(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si | r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction
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Les deux codes sont fortement similaires!
Peut-on éviter les copier/coller et gagner encore en lisibilité?
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Ecriture Algorithme générique sous forme d'une fonction et on ajoute aux paramétres d'entrées une
fonction formelle ITErRFonc calculant une itérée :

x < IterFonc(A, b, y).

Algorithm Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K”,

IterFonc @ fonction de paramétres une matrice d’ordre n,

et deux vecteurs de K. retourne un vecteur de K.

x° : vecteur initial de K",

B : latolérence, c € RY,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtl . un vecteur de K" si convergence, sinon &

1: Fonction X < RSLMetulter (A, b, ITERFONC, X0, £, kmax)
k0, x' — g

3 x—x%reb-Ax

4 tol « g(|b| +1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire

6: ke—k+1

7 p—x

8 x « IterFonc(A, b, p)

9: r—b—Ax,

10:  Fin Tantque

11:  Si ||r| < tol alors

12: Xl x

13:  Fin Si

14: Fin Fonction
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Fonction X «— RSLGaussSEmEeL3 (A, b, x°%, ¢, kmax )
X « RSLMeTHITER(A, b, ITERGAUSSSEIDEL, X0, £, kmax)
Fin Fonction

Fonction X « RSLJacosi3 (A, b,x° ¢, kmax )
X « RSLMernlTer(A, b, ITERJACOBI, X0, £, kmax)
Fin Fonction

Algorithm Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

IterFonc @ fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de IK". retourne un vecteur de K"

x0 : vecteur initial de K",

€ : latolérence, e € RY,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

xt°l: un vecteur de K" si convergence, sinon

1: Fonction X « RSLMetulter (A, b, ITERFONC, X0, £, kmax)
k0, x* — &

3 x<—x%r—b—Ax,

4 tol < g(|b| +1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 p—x

8 x « IterFonc(A, b, p)

[ r—b—Ax,

10:  Fin Tantque

11:  Si||r| < tol alors
12: Xt x

13:  Fin Si

14: Fin Fonction
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

i—1 n
x,.[kH] = Aﬂ bi — Z A,-jxj[kﬂ] - Z A,-J-xj[k] +(1— W)X,-[k] Vie[1,n]
i j=1 j=i+1

Paramétre w "en trop" dans |'appel de la
Algorithm Itération S.O.R.

Données - fonction ITERSOR pour pouvoir utiliser
A matrice de M,(K) , la  fonction  générique  RSLMEgTHITER !
b :  vecteur de K",

y : vecteur de K",
w :  réel non nul.

Résultat :

X 1 un vecteur de K”

1: Fonction x — ITerSOR ( A,b,y,w)
2:  Pour i < 1a n faire

3 S0

4 Pour j < 1 a i —1 faire

5: S —S—A(,j) =x())

6 Fin Pour

7 Pour j < i +1 a n faire

8 S < S—Alir)) *v()

o: Fin Pour

10: x(i) — w (b(i) = S)/A(i, i) + (1 — w) = y(i)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

i—1 n
ket W b; — Z A,-jxj[kﬂ] - Z A,-J-xj[k] +(1— W)X,-[k] Vie[1,n]

! .
Aii j=1 Jj=i+1

Paramétre w

Algorithm Itération S.O.R.

Données : fonction
A matrice de M,(K) , la

b

¥y

w réel non nul.
Résultat :

x un vecteur de K"

vecteur de K",
vecteur de K",

1: Fonction x — ITerSOR ( A,b,y,w)

2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:

Pour / < 1 a n faire

S0
Pour j — 1 ai—1 faire
S —S—A(,j) =x())
Fin Pour
Pour j < i +1 a n faire
S S—A(ij)*y()
Fin Pour
(i) = wox (b(i) = $)/A(i,0) + (1= w) * y(i)

Fin Pour

12: Fin Fonction

Algorithmes scalaires

"en trop" dans I'appel de Ia
ITERSOR pour pouvoir utiliser

générique  RSLMerHITER !

Fonction X < RSLSOR3 ( A, b, w,x° ¢, kmax )
ITERFUN « ((M,r,s) — ITERSOR(M, r, s, w))
X « RSLMEeTHITER(A, b, ITERFUN, X0, £, kmax)

Fin Fonction
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© Meéthodes itératives

@ Algorithmes matriciels
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Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et S.O.R. peuvent s'écrire sous la forme
Mxtk 1 — Nx[kl 4 p

avec A = M — N et, dans ce cas, la matrice d'itération est B = M"tN.
e Jacobi: M=DetN=E+F,
o Gauss-Seidel : M=D —Eet N=F,
e SOR.:M=2_EetN=12%"D+F

En posant, ®(x) = M"*(Nx + b), on a

xUF = @(x[K,

= on peut utiliser I'algorithme vectoriel du point fixe
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®(x) = M (Nx + b)

Algorithm Méthode de point fixe vectorielle

Données :

o} ¢ KV — KV,

x0 donnée initiale, x0 € KV,

tol la tolérence, tol € R+,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

Qiol un réel tel que [®(aio1) — atol| < tol

1: Fonction a;o < PrFixeVec (®,x0, tol, kmax )

10:
11
12:
13:

© OoNOO R N

k0, ap — &
x — x0, fx — ®(x0),
err «— |fx — x|
Tantque err > tol et k < kmax faire
k—k+1
x « fx
fix — ®(x)
err « | — x|
Fin Tantque
Si err < tol alors
Qtol <~ X

Fin Si

14: Fin Fonction

y =®(x) < My = Nx + b.
o Jacobi : M =D (diagonale) et N = E + F,
o~ (x > RSLMarD1ac (M, Nx + b))
o Gauss-Seidel : M =D —E (tri. inf.) et N=F,

¢ — (X — RSLTRIINF(M, Nx + b))

fx
B ou ¢ S.O.R.:M=L _E (tri. inf) et N = 12D + F,
¢ — (x > RSLTriINF (M, Nx + b))

fx—x
x[+1
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Fonction X « RSLJacoiPF (A, b,x% ¢, kmax )

Algorithm Méthode de point fixe vectorielle [M,N] < JACOBIMN(A)
Données :
® Do KN KV, ® — (x> RSLMarDiac(M, Nx + b)
x0 : donnée initiale, x0 € KV, X « PrFixeVec (®,x0, tol, kmax)
tol . la tolérence, tol € R*, Fin Fonction
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat : Fonction X < RSLGAussSeibeLPF (A, b,x%, e, kmax )
il un réel tel que [®(aiol) — ol < tol [M,N] « GaussSEIDELMN (A)

1: Fonction a;o < PrFixeVec (®,x0, tol, kmax ) ¢ (x— RSLTRIINF(M" Nx + b)

2 k0,0 — X « PriixeVec (9,0, tol, kmax)
3 x < x0, fix — ®(x0), Fin Fonction
4 e | —x| = ou 'z‘ X
5. Tantque err > tol et k < kmax faire Fonction X — RSLSORPF ( A,b, w,x°, &, kmax )
6 k—k+1 [M,N] <~ SORMATMN(A, w)
7 X fx S — (x— RSLTKIINF(MA, Nx + b)
8 fix — ®(x)
fx—x X <« PrFixeVec (® ol ki
9 err « | — x| > ou 5 rFixeVece (9,x0, tol, kmax)

10:  Fin Tantque Fin Fonction

11:  Si err < tol alors
12: Qiol — X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction
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@ Autres méthodes
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Nous venons de voir trois méthodes itératives classiques. Nous pouvons citer d'autres méthodes

e Méthode des directions alternées (Douglas, Peaceman, Rachford 1955)

Méthodes de Richardson (pas constant, pas variable, préconditionnées, ...)
Méthodes de Gradient Conjugué et dérivées: CG, CGS, BICG, BICGSTABL, ...
Generalized Minimal Residual method (GMRES) et dérivées, ...

S Wisthodes iératives T Autres méthodes



	Erreurs : arrondis, bug and Co.
	Langage algorithmique
	Résolution de systèmes non-linéaires
	Résolution de systèmes linéaires
	Conditionnement
	Méthodes directes
	Méthodes itératives
	Principe
	Notations
	Méthode de Jacobi
	Méthode de Gauss-Seidel
	Méthode de relaxation
	Etude de la convergence
	Algorithmes scalaires
	Algorithmes matriciels
	Autres méthodes



