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© Meéthodes itératives
@ Principe

Principe
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Chapitre IV

Résolution de systémes linéaires
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Méthodes itératives pour la résolution du systéme linéaire
Ax = b.
Trouver une matrice d’itération B et d'un vecteur c telles que
xk+1 = Bx[K 4 ¢, k=0, x% arbitraire
vérifie

lim x¥ =% avec X = A'lb
k—o0

Principe
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Soit A € M, (K) une matrice réguliére, avec Vi € [1,n], A;; # 0

A7 0 -+ 0 0 - o0 0 A1p - A
Pa . . . A - 0 - . - + A2’1 +
e Méthodes itératives T A1
0 0 Apn An1 Apn-1 O 0 0
o Notations 3
= D-E-F= D
—E

NECaETE 20237107 Z Y/ L4 Notations
n i—1 n
Ax=b — Vi, b = Z AjjXj = Z AjjXj + AjiXi + Z AjjXj
j=1 j=1 j=i+1
La méthode itérative de Jacobi :
SN k1], N [k]
k k+1 K -
b; = 2 A,"ij + AjiX; + Z A,'JXJ- Vie [[1, n]
j=1 j=i+1

© Meéthodes itératives

@ Méthode de Jacobi ou encore

1 n
X;[Hl]:; bi— Y apd) vie[1n]
i J=Lizi

Mthode de Jacob Méthode de Jacob




La méthode itérative de Jacobi :

n i—1 n
Ax=b — Vi, b = Z AjjXj = Z AjjXj + AjiXi + Z AjjXj
j=1 j=1 Jj=i+1
SINND k1] |, N (4]
k k+1 k .
b; = Z AjjX; + AjiX; + Z Aj X Vie [[1, n]
j=1 j=it1

b = Dx[F+1) — ExlK — pxlk]

ou encore
CEE Y PR N A
X A,-,-<' ,12 % i€[1,n]
J=1j#i
xk+1 = DHE 4+ F)xIK + Db
_ Medhoduitbratves Méthode de Jacobi

i—1 n

n
Ax=b — Vi, b = 2 AjjXj = Z Aj jXj + Ajixi + 2 AjjXj

j=1 j=1 j=it+1

La méthode itérative de Gauss-Seidel :

Oou encore

Xj

[k+1]

i—1 n
b = A,',,‘X,-[kJrl] + Z A,‘JX}kJrl] + Z A,‘ijj[k] Vie [[1, n]

j=1 j=i+1

1 i—1 1 n . )
= (b,-—j_zlA,-jxj[ L Z A,-jxj[] Vie[1,n]

j=it1

Méthode de Gauss-Seidel

2023/10/24 8 /41

2023/10/24 10 / 41

© Meéthodes itératives

@ Méthode de Gauss-Seidel

Méthode de Gauss-Seidel
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n i—1 n
AxX=b — VI, b,' = 2 A,"J'Xj = Z A,'JXJ' + AjiXi + 2 AjjX;
j=1 j=1 j=it1

La méthode itérative de Gauss-Seidel :

i—1 n
b; = A,',,'X,-[kJrl] + Z A,‘JXj[kH] + Z A,‘yj)(j[k] Vie [[1, n]

j=1 j=i+1

b — DxIk+1 _ Exlk+1] _ pxlK]

ou encore

i—1 n
W) _ 1 [, k1] VRV
x; v (b,—ZlAij .ZHAUXj ) Vie[1,n]
j= j=i

xUU — D —E)'FxM + (D-E)"b

Méthode de Gauss-Seidel
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Soit w € R*.

© Meéthodes itératives

@ Méthode de relaxation

Méthode de relaxation
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@ Proposition:

&

Soit A une matrice réguliére telle que tous ses éléments diagonaux soient non nuls. On note
D = diag(A) et E, F, les matrices a diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure et
supérieure telles que A=D —E —F. On pose L = D"'E et U = D'F.

La matrice d'itération de la méthode de Jacobi, notée J, est donnée par

J=D'(E+F)=L+U, (1)
La matrice d'itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

Lo — <% - E>-1 (ﬂo + F) — (1= wL)™ (1 = w)l + wU). @)

w

et elle vérifie
PLw) > w1, 3)

La matrice d'itération de Gauss-Seidel est £; et elle correspond a

Li=D-E)'F=(-L"u (4)

b b o)

11/ 41
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X,-[Hl] = W)?,-[Hl] +(1— W)X,-[k]

ol )A(,[kﬂ] est obtenu a partir de I'une des deux méthodes précédentes.

Avec la méthode de Gauss-Seidel : méthode S.O.R. (successive over relaxation)

i—1 n
K+l w k+1 k k
X;[ +1] _ v <bi _JZ=1A'_J_XJ[ +1] _ E A,-jxj[ ]> +(1- W)X’,[ ]

j=i+1

Vie[1,n]

é Exercice 1:
Déterminer la matrice d'itération B et le vecteur ¢ tels que
XU — Bxlk 4 ¢

en fonction de D, E, F, et b.

Méthode de relaxation
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o Etude de la convergence

© Meéthodes itératives

EtudeTdallalconvergenee
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Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et S.O.R. peuvent s'écrire sous la forme
Mx[k+1 = Nx[K 1 p

avec A = M — N et, dans ce cas, la matrice d'itération est B = M~!N.
e Jacobi: M=DetN=E+F car

k1 = p(E + F)xI + Db
e Gauss-Seidel : M=D —E et N=F car
xk+1 — D —E)'FxK 4 (D-E) b

e SOR :M=2_EetN=1"D+F car
D Tl-w D o
xlh+tl — (—7E> (7D+F) P (f75> b
w w w

Etude de la convergence

Si B normale (pour simplifier) alors U unitaire et D diagonale t.q.
B = UDU*.

On a alors
IBll, = P(D) = »(B)
et .
el = B¥el® = (UDU*)"el®) = UD*U*el” car U unitaire
En posant EW — U*el¥l on a
EKl _ pkglol
et on obtient

|1, < iz £, = o[£

Le facteur asymtotique de convergence est p(B).
= Plus le rayon spectral de B est proche de 0, plus rapide est la convergence

Etudeldallalconvergence
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Théoréme: 4&
Soit A une matrice inversible décomposée sous la forme A = M — N avec M inversible. On pose
B=MI!N et c=M"'b.

Alors la suite définie par
x e K" et xktU =BxIK 1 ¢

converge vers X = A"1b quelque soit x[% si et seulement si p(B) < 1.

Etude de la convergence
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Proposition: a‘;}

D

Soit A € M,(IR) une matrice tridiagonale, i.e. A;; = 0, si |i — j| > 1. Avec les notations de la
Proposition 3.39, on a

P(L1) = P2

La méthode de Gauss-Seidel converge donc plus vite que la méthode de Jacobi.

Etude de la convergence
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Ici, A € M,(R), matrice tridiagonale aléatoire inversible a éléments diagonaux non nuls t.q. les valeurs
. propres de J sont réelles et p(J) < 1.
@ Proposition: &% D’apreés la proposition précédente

Soit A une matrice vérifiant A; ; # 0 Vi. Une condition nécessaire de convergence pour la méthode S.O.R. est wo - >1, p(ﬁwo) — min (p([’w)7 w e]O, 2[)7 /’(ﬁwo) =wo— 1.

que 0 <w < 2. :1+‘/1_p(‘])

' - ! ! " ! ! ' ! ' Solving Az = b by iterative methods, A tridiagonal matrix, order:30
o e 107 f T T T T T
Pl’OpOSlthn: voir Ciarlet[2006],Introduction a 1’analyse numérique matricielle et a I'optimisation, Théoréme 5.3-5, pages 106 a 109. 09+ 4 ‘\_\ ——Teei =0
100 ) ——G.S., p=10.78 1
. . . . S . .. o8- 1 ——SOR [, p= 036
Soit A € M,(R) une matrice tridiagonale, i.e. A;; =0, si |i—j| > 1. Avec les notations de la Proposition 3.39, w02 fe B W R
on suppose que les valeurs propres de la matrice d'itération de Jacobi J sont réelles et que p(J) < 1. o7 1
On note wy le paramétre optimal de la méthode S.O.R. tel que os| {0t ]
05l 1. 00 4
P(Luy) = min (P(Ly), w €]0,2[) S el i
04wy —1 1
est donné par 0al 1 woep i
2
W= —————— > 1, (5) 02l —— ]| o i
1+ 4/1—p(3)2
01p Bl 0 E 3
et, on 3 P(Lun) = o~ 1. L b e
DO 0.2 0.4 0.6 08 1 12 14 16 18 2 *© 20 40 80 100 120

Figure: A est d'ordre n = 50.

_ Wéthodesitdratives Etude de la convergence Zaths s b Gz
Ici, A € M,(R), matrice tridiagonale aléatoire inversible a éléments diagonaux non nuls t.q. les valeurs
propres de J sont réelles et p(J) < 1.

D’apreés la proposition précédente

2 .
Wy = ————= > 1, P(Ly,) = min (/J(C,,,,)7 w 6]0,2[), P(Lyy) = wo — 1. . . )
1+4/1=rQ3) Si A e M,(R) matrice pleine (trés peu de termes nuls).
1 — ) . ) o Une itération : environ 2n° opérations élémentaires
, Solving Az = b by iterative methods, A tridiagonal matrix, order:100
osf- ] v e n itérations : environ 2n3 opérations élémentaires
10° B 3 .
ol ] e Méthode de Gauss: environ 2n3/3!
10?2 1

o7g =t 1 Résoudre Ax = b:

L 4 10 s T ST T e e 3 . . . L . N R P
o e Si la matrice est pleine: méthodes directes a privilégier,

z 100 3 . . , ., . N e, .

o H e Si la matrice est creuse: méthodes itératives a privilégier.

L i 10 3
o @)
sl ] 101 — SOR[up - hl. p= 086 3

———S.ORfuy + h], p = 0.79)

sk 1 mf ek ent) 4
b | - ]

0 1 1 1 1 " 1 LBy g Foth 101 I i . . .

o 0.2 04 0.6 08 1 12 14 16 18 2 0 20 40 60 80 100 120

w k (itérations)

Figure: A est d’ordre n = 100.
I 1 e e e b b aaaiaims b dh b comaiaiE




Plan

@ Theoreme: voir Lascaux-Théodor, vol.2, Théoréme 19 et 20, pages 346 a 349

Soit A une matrice a diagonale strictement dominante ou une matrice inversible & diagonale fortement domi-
nante alors

o la méthode de Jacobi est convergente,

e si w €]0,1] la méthode S.O.R. est convergente.

@ Algorithmes scalaires
S : Méthodes itératives
@ Théoréme: 43 o

Soit A une matrice hermitienne inversible en décomposée en A = M—N ol M est inversible. Soit B = | —M~1A,
la matrice de I'itération. Supposons que M* + N (qui est hermitienne) soit définie positive. Alors p(B) < 1 si
et seulement si A est définie positive.

@ Theoreme: voir Lascaux-Théodor, vol.2, Corollaire 24, page 351

Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors la méthode S.O.R. converge si et seulement si w €]0, 2[.

Etude de la convergence
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Algorithmes scalives

La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence le nombre d'itération
nécessaire n'est (a priori) pas connu.

Principe de base

= boucle Tantque

Résoudre :
Ax =b Critéres d’arrét :
Méthodes itératives : e nombre maximum d'itérations
x0 e K" et xlkt1 = BxI¥l 1 ¢ o &> 0 permet |'arrét des calculs si x[%] suffisament proche de x = A-1h
Algorithme : Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?

x[% donné

Pour k=0, 1,--- faire
xlk+1]  BxIK 4 ¢

Fin Pour

Critere d'arrét? Stockage de tous les xK1?

_ Mehedewierave Algorithmes scalives Algorithmes scalives




La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence le nombre d'itération
nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :
e nombre maximum d'itérations
o &> 0 permet I'arrét des calculs si x[¥] suffisament proche de X = A-1b

Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
Exemple de critére d'arrét pour la convergence :

La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence le nombre d'itération

nécessaire n'est (a priori) pas connu.
= boucle Tantque

Critéres d’arrét :
e nombre maximum d'itérations
o &> 0 permet I'arrét des calculs si x[%] suffisament proche de X = A-1b

Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
Exemple de critére d'arrét pour la convergence :

Soit rlkl = b — AxIK] e résidu.
el

bl

<€

T\t i e Pt

Algorithm Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b . vecteur de K",

x0 vecteur initial de K",

€ : la tolérence, e € R,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtl . un vecteur de K" si convergence, sinon &

1: k<—0,xt°l<—@

2: x —x% r—b—Ax,

3: tol — e(||b] + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5 ke—k+1

6 pe—x

7. x < calcul de I'itérée suivante en fonction de p, A, b, ...
8 r< b—Ax,

9: Fin Tantque

10: Si |r| < tol alors

1 x%l e x

12: Fin Si

= p contient le vecteur précédent

= Convergence

Algorithmes acalaires

2023/10/24 25 / 41

2023/10/24 26 / 41

Soit rlkl = b — AxIK] e résidu.

[-9]

T\t i e Pty

<e€

bl

< econd(A)
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Car dans ce cas, on a avec elkl = x — x[
[e™]
x|
Jocobi: x,.[k“] = !

Ajj

(

"
) A;/xj[k]>, vie[1,n].

j=1j#i

Algorithme 2

Algorithme 2

1 k0, x* — &

2. x —x% r—b—Ax,

3: tol < &(||b| + 1)

4: Tantque ||r| > tol et k < kmax faire
5 ke—k+1

6: p—Xx

7

10: Fin Tantque

11: Si |r| < tol alors
12: xtl e x

13: Fin Si

s x « calcul par Jacobi 7
9 r—b-Ax, Hsd 8

= Convergence 9:

1 k0, xt — &

2. x —x% r —b—Ax,

3: tol — &(||b| + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5 ke—k+1

6: p<—Xx

Pour i < 1 a n faire

1 n
Xj — v (b,- - Z 'A,-jpj)
J=1j#i
Fin Pour
10 r<—b—Ax,
11: Fin Tantque

Algorithmes acalaires

-

2: Si ||r| < tol alors
13: x*le—x
14: Fin Si

= Convergence
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Jocobi: x,[k"'l] E (

Jj=

ZAU

1j#i

), Vie[1,n].

Algorithme 2

Algorithme 2

1 k<0, x* — g
2: x —x% r—b—Ax,
3: tol — e(||b] + 1)

4: Tantque ||r| > tol et k <
5 ke—k+1

6: p<—x

7. Pour i <1 a n faire

kmax faire

n
Xj — — (b - Z A,-jpj>
Ajj

J=Lj#i

9:  Fin Pour

10: r— b—Ax,
11: Fin Tantque

12: Si |r| < tol alors
130 xtol e x

14: Fin Si

Gauss-Seidel:  x

1 k0, xtl — &

2: x —x% r—b—Ax,

3: tol — e(||b] + 1)

4: Tantque |r| > tol et k <

5 ke—k+1
6: p<—Xx
7. Pour i — 1 a n faire
8: S<0
o: Pour j — 1an (j # i) faire
10: S —S+ap
11: Fin Pour
12: x; «— — (b — S
~ ( )

13:  Fin Pour

14 r<b—Ax,
15: Fin Tantque

16: Si |r| < tol alors
170 xtol— x

18: Fin Si

< kmax faire

Algorithmes scalaires

i—1 n
w1 [ k1] NG
Al R SRV A DIRVE

" j=1 j=i+1

vie[1,n]

Algorithme 3

Algorithme 3

s k0, xt' —
s x < x% r—b—Ax,
. tol —e(|[bl| + 1)

k—k+1
p—x

1
2
3
4: Tantque ||r| > tol et k <
5:
6
7

kmax faire

Ll

9: r—b—Ax,
10: Fin Tantque

11: Si |r| < tol alors
12: xtl e x

13: Fin Si

jary

[x « calcul par Gauss—Seidel)\
— >

1 k0, x" —
2. x « x% r— b Ax,
3: tol « &(|b| + 1)

4: Tantque |r|| > tol et k <

5 k«—k+1
6: p<—x

7. Pour j — 1 an falre

8: q (b - Z AjjXj —

9:  Fin Pour

10: r—b— AX,
11: Fin Tantque

12: Si |r| < tol alors
13 xl e x

14: Fin Si

kmax faire

n
Z AUPJ>

j=i+1

Algorithmes acalaires

Algorithm Méthode itérative de Jacobi pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :
A : matrice de M,(K) ,
b vecteur de K",
x° vecteur initial de K",
3 la tolérence, e € RT,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :
X un vecteur de K"
1: Fonction X < RSLJacost (A, b,x° ¢, kmax )
2 k0, X—g
3 x—x0r—b—Asxx,
4 tol — e(|b] + 1)
5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6: k—k+1
7 p—x
8 Pour i « 1 a n faire
9 S0
10; Pour j —1an (j # i) faire
1 S < S+ A(i,)) * p(j)
12 Fin Pour
13 x(i) « (b(i) = S)/A(i, i)
14 Fin Pour
15 r—b—Axx,
16:  Fin Tantque
17:  Si |r| < tol alors
18 X —x
19:  Fin Si

20: Fin Fonction
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1 i-1
Gauss-Seidel: x**1) = - b — Z AjX; [k+1]

T\t i e Pty

fi j=1 j=i+1
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- 35 A

Vie[1,n]

Algorithme 3

Algorithme 3

s k0, xt' — &
X — X
. tol —e(|[bl| + 1)

k—k+1
p—x

0 r— b—Ax,

1
2
3
4: Tantque ||r| > tol et k <
5
6
7

1 k0, x" — &

3: tol « £(||b| + 1)
kmax faire
5. k< k+1
6: p<—x

Ll

Pour:elan

©

10: Fin Tantque

11: Si |r| < tol alors
122 x*l e x

13: Fin Si

jary

[x « calcul par Gauss—SeidelJ\ 7
r—b- AX7 >4 8:

9:  Fin Pour

10: r—b-— AX,
11: Fin Tantque

2023/10/24 20 / 41

12: Si |r| < tol alors
13 xl e x
14: Fin Si

2: x —x% r—b—Ax,

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

(b - ZAUXJ

falre

n
Z Aiij)

j=i+1

Algorithmes acalaires
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Algorithm Méthode itérative de Gauss-Seidel pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

x° : vecteur initial de K",

€ : la tolérence, € RY,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax e IN*
Résultat :

X : un vecteur de K"

1: Fonction X < RSLGaussSemer (A, b,x°, ¢, kmax )

2 k—0,X—g

3 xex0r—b—Axx,

4 tol — e(|b] +1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6: ke—k+1

7 p—x

8 Pour i « 1 a n faire

9 S0

10: Pour j«—1ai—1 faire
11 S — S+ A(i,j) * x(j)
12 Fin Pour

13: Pour j < i+1an faire
14 S — S+ A(i,j) * p(j)
15: Fin Pour

16: x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
17 Fin Pour

18: r—b—Axx,

19:  Fin Tantque

20 Si||r| < tol alors
21; X —x

22:  Fin Si

23: Fin Fonction

L wethodeiertve Alorithmes seleives

Fonction X — RSLJacos: (A, b,x% ¢, kmax )

k—0,X—& k—0,X—
x—x% r—b—Asxx, x—x% r—b—Axx,
tol « £(|b] + 1) tol « (| b] + 1)
Tantque |r|| > tol et k < kmax faire Tantque |r| > tol et k < kmax faire
ke—k+1 ke—k+1
p—x p—x
Pour i — 1 a n faire Pour i — 1 a n faire
S<0 S<0

Pour j — 1a n (j # i) faire
S S+ A(ij) * p(j)

Fonction X < RSLGaussSemeL (A, b,x°, e, kmax )

Pour j—1ai—1 faire
S < S+ A(ij) * x())

Fin Pour Fin Pour
x(i) < (b(i) = S)/A(i, ) Pour j —i+1an faire
Fin Pour S — S+ A(i,)j) * p(j)
r—b—Axx, Fin Pour
Fin Tantque x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Si |r| < tol alors Fin Pour
X —x r—b—Asxx,
Fin Si Fin Tantque
Fin Fonction Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si

Fin Fonction

Méme ossature puisque toutes deux basées sur I'Algorithme générique

Peut-on simplifier, clarifier et racourcir les codes?

_ Mehedeierave Algorithmes scalives
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Fonction X < RSLJacost (A, b,x° ¢ kmax )

ke0,X<—g
x—x0r—b—Axx,
tol — e(|b +1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i — 1 a n faire
S<0
Pour j «— 1a n (j # i) faire
S < S+ A0, ) * plj)
Fin Pour
x(i) — (b(i) = 8)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithmes scalaires

Fonction X < RSLGaussSemeL (A, b,x°, e, kmax )

k—0,X—
x—x r—b—Axx,
tol — (|| b]| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i — 1 a n faire
S<0
Pour j«—1ai—1 faire
S — S+ A(i, f) * x(j)
Fin Pour
Pour j — i+ 1an faire
S < S+ A(i.j) * ()
Fin Pour
x(i)  (bi) = S)/A(i,)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si | r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Fonction X «— RSLJacont (A, b,x° ¢, kmax )

k0, X
x—x% r—b—Axx,
tol « e(||b] + 1)
Tantque |r|| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i — 1 a n faire
S0
Pour j < 1 a n (j # i) faire
S < S+ Aij) * plj)
Fin Pour
x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithmes acalaires
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Algorithm Itération de Jacobi : calcul de x tel que

n
X = Ai” bi— Y gy | vie [La].
J=1j#i
Données :
A matrice de M,(K) ,
b vecteur de K",
y : vecteur de K",
Résultat :
X un vecteur de K"

1: Fonction x « IterJacosr ((A,b,y)

2: Pour i < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j —1an (j # i) faire
5: S < S+ A®0)) *y()

6: Fin Pour

7 x(i) < (b(i) — S)/A(i, i)

8 Fin Pour

9: Fin Fonction
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Fonction X «— RSLJacoei2 (A,b, x°, &, kmax )
k0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol — e(||b| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
x < IterJacosi(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithm Itération de Jacobi : calcul de x tel que

1 S .

Xi & b j:%:#;AUb) , Vie[1,n].
Données :

A matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

vecteur de K",

Résultat :

X un vecteur de K"

1: Fonction x « IrerJacosr (A,b,y)

2: Pour i < 1 a n faire

3 5«0

4 Pour j — 1an (j # i) faire
5: S< S+ A®L) *y()

6: Fin Pour

7 x(i) — (b(i) = S)/A(i. i)

8 Fin Pour

9: Fin Fonction

Algorithmes scalaires

Fonction X «— RSLGaussSemeL2 (A, b,x%, ¢, kmax )
k0, X
x—x% r—b—Asxx,
tol « &(||b] + 1)

Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
X — ITERGAUSSSEIDEL (A, b, p)
r—b—Axx,

Fin Tantque

Si |r| < tol alors

—x
Fin Si
Fin Fonction
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Algorithm Itération de Gauss-Seidel : calcul de x tel que

1 i-1 n )

X; o (b, ; AjjXj j;,lAWVJ , Vie[l,n].
Données :

A matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

y @ vecteur de K",
Résultat :

x : un vecteur de K"

1: Fonction x «— TrerGaussSeier ((A,b,y )
2:  Pour i < 1a n faire

3: 5«0

4: Pour j < 1 ai— 1 faire
5: S < S+A(>i)) * x())
6: Fin Pour

7 Pour j — i+ 1 a n faire
8: S—S+A,))*y()
9: Fin Pour

10: x(i) < (b(i) — S)/A(i, 1)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

Algorithmes acalaires
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Fonction X < RSLGAussSemeL (A, b,x%, e, kmax )
ke0,X
x—x% re—b—Axx,
tol < =(|b] +1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S<0
Pour j«—1ai—1 faire
S — S+ A(i,j) * x(j)
Fin Pour
Pour j —i+1an faire
S < S+ A(ij) * pUj)
Fin Pour
x(i) « (b(i) = S)/A(i, )
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
—x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithmes scalaires

Algorithm Itération de Gauss-Seidel : calcul de x tel que

1 i-1 n X
Y (1,,.72&_,&-7 3 sy, viemwal

=i+l
Données :
A matrice de M,(K) ,
b : vecteur de K",
y @ vecteur de K",
Résultat :
X @ un vecteur de K"

1: Fonction x « IrerGaussSemeL (A, b,y )

2:  Pour i < 1a n faire

3: 5«0

4 Pour j < 1 ai—1 faire
5: S — S+ A(i.j) *x(j)
6: Fin Pour

7 Pour j — i+ 1 a n faire
8: S < S+A®)) *y()
9: Fin Pour

10: x(i) «— (b(i) = S)/A(i, 1)
11:  Fin Pour
12: Fin Fonction
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Fonction X < RSLGAussSemeL2 (A, b,x%, ¢, kmax )
k—0,X—g
x—x% r—b—Axx,
tol « e(||b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
X — ITERGAUSSSEIDEL(A, b, p)
r—b—-A=x,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Les deux codes sont fortement similaires!

Fonction X < RSLJacosi2 ( A b,x% e kmax )
k—0,X—
x—x% r—b—Axx,
tol « (||b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
pex
x «— IterJacosi(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Peut-on éviter les copier/coller et gagner encore en lisibilité?

Algorithmes acalaires
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Ecriture Algorithme générique sous forme d'une fonction et on ajoute aux paramétres d'entrées une

fonction formelle ITerFonc calculant une itérée :

x < ITERFONC(A, b, y).

Fin Fonction

Fonction X < RSLJaconi3 (A, b,x% e kmax )
X « RSLMeTHITER(A, b, ITERI ACOBI, X°, £, kmax)

Fin Fonction

Fonction X < RSLGaussSrmeL3 (A, b,x% ¢, kmax )
X «— RSLMeTHITER(A, b, ITERGAUSSSEIDEL, X0, £, kmax)

Algorithm Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Algorithm Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :
A matrice de M,(K) ,
b : vecteur de K",

ITERFONC fonction de paramétres une matrice d'ordre n,
et deux vecteurs de K. retourne un vecteur de K".
x° : vecteur initial de K",
€ : la tolérence, e € R¥,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax e IN*
Résultat :
x®: un vecteur de K" si convergence, sinon &

1: Fonction X « RSLMetnlter (A, b, ITErFone, x°, e, kmax)
. k0, x" —

3 x—x%r—b-—Ax

4 tol < £(|b| + 1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 p—x

8 X « TrerFonc(A, b, p)

9: r—b—Ax,

10:  Fin Tantque

11:  Si|r|| < tol alors

12: xtol — x

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Données :

A matrice de M,(K) ,

b vecteur de K",

ITERFONC fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de K". retourne un vecteur de K".

x° vecteur initial de K",

€ : la tolérence, £ € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax e IN*
Résultat :

x®': un vecteur de K" si convergence, sinon &

1: Fonction X < RSLMernITER (A, b, ITERFONC, X0, £, kmax)
2 k< 0,x* g

3 x—x%r—b-—Ax,

4 tol — £(|b| + 1)

5. Tantque |[r| > tol et k < kmax faire
6 k—k+1

7 p—x

8 x « IterFonc(A, b, p)

9: r—b—Ax,

10:  Fin Tantque

11:  Si|r|| < tol alors

12: xtol — x

13 Fin Si

14: Fin Fonction

Algorithmes scalaires

Algorithmes scalaires
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

i—1
k+1 w k+1
Xi[+]=f bi_EAin'[+]_
A J

ii =1

+(1— W)Xi[k] Vie[l,n] X

Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

" j=i+1
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i-1 n
1] _ 1 bi — Z A,-jxj[kH] — Z A,-J-xj[k] +(1— W)Xi[k] Vie[l,n]
j=1

Paramétre w "en trop" dans l'appel de la Paramétre w "en trop" dans l'appel de la

Algorithm Itération S.O.R. f . I SO . ili Algorithm Itération S.O.R. f . I SO . ili
Donnéos : onction ITERSOR pour pouvoir utiliser Donnéos : onction  ITERSOR pour pouvoir utiliser

A 1 matrice de My(K) , la  fonction générique RSLMEgTHITER ! : matrice de M,(K) , la  fonction générique RSLMEgTHITER !

b vecteur de K", b vecteur de K",

v vecteur de K", v vecteur de K", Fonction X < RSLSOR3 (A, b,w,x° ¢, kmax )

w : réel non nul. w : réel non nul. ITERFUN < ((M,r,s) — ITERSOR(M, 1,5, w))
Résultat : Résultat : X « RSLMeTHITER(A, b, ITERFUN, X, £, kmax)

X 1 un vecteur de K" x un vecteur de K" Fin Fonction

1: Fonction x « ITerSOR ( A,b,y,w )
2. Pour i < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j < 1a /-1 faire

5: S < S—A(i.)) *x())

6: Fin Pour

7 Pour j — i+ 1 a n faire

8 S < S—A(i.)) *y(j)

9: Fin Pour

10: x(i) — w (b(i) = S)/A(i, i) + (1 — w) = y(i)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

Algorithmes acalaires

1: Fonction x «— ITerSOR ( A,b,y,w )
2. Pour i < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j < 1a /-1 faire

5: S < S—A(i.)) *x())

6: Fin Pour

7 Pour j — i+ 1 a n faire

8 S < S—A(i.j) *y()

9 Fin Pour

10: x(i) — w (b(i) = S)/A(i, i) + (1 — w) * y(i)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction
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Plan

© Meéthodes itératives

Algorithmes matriciels

@ Algorithmes matriciels

Algorithm Méthode de point fixe vectorielle

Données :

o} o KN KV,

x0 : donnée initiale, x0 € KV,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol o un réel tel que D (o) — ol < tol

1: Fonction a, < PrFixeVec ( @,x0, tol, kmax )
2 k=0, —

3 x <« x0, fix — ®(x0),

4 err « | —x|

5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6: ke—k+1

7 x  fx

8: fx — ®(x)

9: err «— | fx — x|

10:  Fin Tantque

11:  Sierr < tol alors

12: Qo — X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Algorithmes matriciels

®(x) = M"(Nx + b)
y = ®(x) <= My = Nx + b.
o Jacobi : M = D (diagonale) et N = E + F,
b — (x — RSLMATDL»\(;(M, Nx + b))
o Gauss-Seidel : M =D — E (tri. inf.) et N =F,
® (x — RSLTriINF(M, Nx + b))
© SOR. :M=2L2_E(tri. inf) et N= 22D + F,

& — (x — RSLTriINF (M, Nx + b))

e Jacobi: M=DetN=E+F,

o Gauss-Seidel : M=D—-EetN=F,
* SOR:M=2_EetN=1*D+F.
En posant, ®(x) = M*(Nx + b), on a

= on peut utiliser I'algorithme vectoriel du point fixe
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Algorithmes matriciels

Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et S.O.R. peuvent s'écrire sous la forme
Mx (k1 = Nx[K 1 p

avec A = M — N et, dans ce cas, la matrice d'itération est B = M"N.

x[F1 — @ (x[K.

Algorithm Méthode de point fixe vectorielle

Données :

® ¢ KV — KV,

x0 : donnée initiale, x0 € KV,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

a1 o un réel tel que D (o) — ol < tol

1:

Fonction ayo < PrFixeVec ((®,x0, tol, kmax )
k<0, aw — I
x — x0, fx — ®(x0),
err « ||fx — x|
Tantque err > tol et k < kmax faire
ke—k+1
x « fx
fx — ®(x)
err « | fx — x|
Fin Tantque
Si err < tol alors
Qo] < X
Fin Si
: Fin Fonction
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Algorithmes matriciels

Fonction X < RSLJacosiPF (A, b,x° ¢, kmax )
[M,N] « JacosiMN(A)
S — (x— RSLMATDlA(;(M, Nx + b))
X — PrFixeVec (@,x0, tol, kmax)

Fin Fonction

Fonction X < RSLGaussSemerPF (A, b,x°, ¢, kmax )
[M,N] « GaussSEIDELMN(A)
®— (x— RSLTRIINF(M, Nx + b)
X — PrFixeVec (9,0, tol, kmax)

Fin Fonction

Fonction X < RSLSORPF (A, b,w,x° ¢, kmax )
[M,N] < SORMATMN (A, w)
S — (x— RSLTmIM‘(M, Nx + b))

X « PrFixeVec (9,x0, tol, kmax)
Fin Fonction
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Nous venons de voir trois méthodes itératives classiques. Nous pouvons citer d'autres méthodes

e Méthode des directions alternées (Douglas, Peaceman, Rachford 1955)

e Méthodes de Richardson (pas constant, pas variable, préconditionnées, ...)
e Méthodes de Gradient Conjugué et dérivées: CG, CGS, BICG, BICGSTABL, ...
o Generalized Minimal Residual method (GMRES) et dérivées, ...

© Meéthodes itératives

@ Autres méthodes

Autres méthodes Autres méshodes




