
Théorème: Convergence locale de la méthode du point fixe

Soit α un point fixe d’une fonction Φ de classe C1 au voisinage de α.
Si |Φ1pαq| ă 1, alors il existe δ ą 0 pour lequel xk converge vers α pour tout x0 tel que |x0 ´ α| ď δ. De plus, si
x0 ‰ α, on a

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ Φ1

pαq. (P-1)

Proof. Comme Φ est continûment différentiable dans un voisinage de α avec |Φ1pαq| ă 1, alors il existe δ ą 0 tel que
@x P V “ rα ´ δ, α ` δs, |Φ1pxq| ă 1.
Soient x et y appartenant à V , d’après le théorème des accroissements finis il existe ξ Psα ´ δ, α ` δr tel que

Φpxq ´ Φpyq “ px ´ yqΦ1
pξq.

Ceci entraine que Φ est contractante sur V . De plus ΦpVq Ă V car @x P V

|Φpxq ´ Φpαq| “ |x ´ α||Φ1
pξq| ď δ|Φ1

pξq| ď δ

et donc |Φpxq ´ α| ď δ i.e. Φpxq P V . On peut donc appliquer le théorème du point fixe (Théorème 2.3) (avec
ra, bs “ rα ´ δ, α ` δsq) ce qui donne la convergence de pxkq vers α pour tout x0 P V .
Pour demontrer (P-1), on utilise une nouvelle fois le théorème des accroissements finis : il existe ξk Psminpxk, αq,maxpxk, αqr

tel que
Φpxkq ´ Φpαq “ Φ1

pξkqpxk ´ αq.

Comme Φpαq “ α et Φpxkq “ xk`1, on obtient

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ Φ1

pξkq.

Quand k Ñ `8, on a xk Ñ α et donc ξk Ñ α. Par continuité de la fonction Φ1 on obtient (P-1).


