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Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Chapitre 5 : Intégration
Ajouts du 02/12/2023

EXERCICE 1

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dz par
Q. (f,a,b) une formule de quadrature élémentaire

Qn(f,a,b) £ (b—a) Zwi x;) (1)

ou les (z;) sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;), sont des réels.

Q. 1 Démontrer que l’application f — Q,(f,a,b) définie de f € C°([a,b]; R), muni de la norme infini,
a valeurs dans R est linéaire et continue. o

Soit k£ € IN.
Q. 2 Montrer que si Q,, est de degré d’exactitude k au moins alors

br+1 _ ar+1

Vre [[Ov kﬂv (b - Cl) Z wlx: =
i=0

r+1
o
Q. 3 Montrer que si est vérifiée alors Q, est de degré d’exactitude k au moins. o
Q. 4 En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les (w;)?_o pour que Q,, soit de degré d’exac-
titude 0 au moins. o
Correction

R. 1 On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans € C%([a,b];R), et X et pu deux réels.
Alors A\f + ug € C°([a,b]; R), et on a

n

Qn(Af + ng,a,b) = (b—a) Zw] A+ png)(zj)
i=0

<

(b—a) ij M (z;) + pg(z;)))
7=0

A(b—a) Zw]ij + p(b—a) ijng)
j=0 j=0
= AQn(f,a,b) + nQn (g, a,b).

L’application f —— Q,(f,a,b) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de
démontrer que

3C >0, tel que [Qu(f,a,b)] < C|f|,, ¥Vf € CO([a, b R).



Or, on a, pour tout f € C%([a,b];R),

1Qn(f;a,0)] = [(b—a) ), w;f(z;)]

-

0

[w;|f(z5)]

J

<(b—a)

1

0

J

<C|fl,, avec C = (b—a) Z |w;| indépendant de f.
3=0

R. 2 si Q, est de degré d’exactitude k au moins alors on a par définition

JbP(m)dx = Q,(P,a,b), VP € Ry[X]

a

et donc

b
J 2"dr = Qn(xz — 2", a,b), Vr e [0,k].

a

De plus on a

b r+1 70 r+1 r+1
x b —a
"dx = = . 3
Jax v [T+1] r+1 (3)

et N
On(z—z")=(b—a) Z Wiy
i=0

ce qui donne le résultat voulu.

R. 3 Soit P € Ri[X]. Il existe une unique décomposition dans la base des monomes {1, X, ..., X*} qui
s’écrit

k
P(z) = 2 a;x?, avec a; € R, Vi€ [0,k].
=0

On a alors

n

Qn(P) = (b—a) > w;P(x;)
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Or par hypothése on a , en utilisant , on obtient alors
k b
Q,.(P) = Z aTJ. x"dx
r=0 a

b ok
= J 2 arx"dz

a r=Q

Donc Q,, est de degré d’exactitude k£ au moins.



R. 4 De ce qui précéde, on a Q,, est de degré d’exactitude k£ au moins si et seulement si est vérifiée.
On obtient donc avec k = 0 que Q,, est de degré d’exactitude k = 0 au moins si et seulement si

n

(b—a)Zwim?=(b—a) <=>Zwi=1.

=0 =0

[ EXERCICE 2 ]

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(x)dx par
Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qn(f7 a, b) = (b - a) Z wzf(xz) (4)
=0

ou les (x;), sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)_, sont des réels vérifiant

i+ Tni b
Vi € [0, n], z +2$ = a—21— et w; = Wp_;. (5)

o
-

a. Donner explicitement un exemple de points (x;)}_, vérifiant (n restant quelconque).

Vi € [0, n], xi—a+b——<xn_i—a+b).

(=2l

. Etablir que

2 2
. ) ) . a+b
c. Sin est impair, montrer que Vi € [0,n]], x; # —
. . _— . , a+b
d. Sin est pair, montrer qu’il existe un unique i € [0,n] tel que z; = —

a

Q. 2 Démontrer que lapplication f — Q,(f,a,b) définie de f € C°([a,b]; R), muni de la norme infini,
a valeurs dans R est linéaire et continue. o

Soient m € IN* et P un polynoéme de degré 2m + 1 s’écrivant sous la forme

2m+1

P(z) = Z a;x’
j=0

avec (aj)?ZLOH des réels et agyy1 # 0.

Q. 3 a. Calculer les dérivées P2m+1) et p(2m+2)

b. Montrer que

P(z) = C <:r _¢ ; b)zmﬂ + R(x) (6)

2m+1

en déterminant le degré mazimum de R et en exprimant C' en fonction des (a;);Z;

Q. 4 Montrer que

b 2k+1
vk e NN, f(:,;“gb) dzx = 0. (7)



Q. 5 On suppose que la formule de quadrature élémentaire () est exacte pour les polynomes de Ropm[X].

a. Déduire de @ et que la formule de quadrature élémentaire (4]) est exacte pour P si et seulement

k (b—a) i w; (x,- _¢ ; b)zmH 0. ®)

=0

b. En utilisant Q. démontrer que est toujours vérifiée.

Q. 6 Ecrire de maniére trés précise le résultat démontré. o

Correction
R. 1 a. Soit (x;)", la discrétisation réguliére de l'intervalle [a, b],

h—
h = Ta’ Vi e [0,n], z; = a + ih.

Dans ce cas, tous les points sont distincts deux & deux et on a pour tout i € [0,n], n—i€ [0,n] et

T+ Ty a+ih+a+ (n—ih

2 2

Or a + nh = b, ce qui donne

T; + Ty a+b
2 2

b. De , on déduit

b b
P) = zitzni=a+td < xi_a;—__<$ni_a—21- )

c. Sin =2k—1, (n impair), on a alors un nombre pair de points. Par I’absurde supposons 3i € [0, n]

a+ a+b . ..
tel que x; = — Dans ce cas, on a x,,_; = —— = x;. Comme les points (%‘)}Lo sont distincts

deux & deux, pour avoir une contradiction, il suffit de monter que i # n — i. En effet, on a
[0,n] = [0,2k — 1] = [0,k — 1] U [k, 2k — 1].
e siie[0,k—1] alors
0<i<k-1len—(k-1)<n—-i<n & k<n—i<n,

et doncn—1i#1
o si i€ [k,2k — 1] alors

E<i<2k—1 e n—-2k-1)<n—i<n—k  0<n—i<k-1,

et donc n — 1 # 1.

d. Sin = 2k, (n pair), on a alors un nombre impair de points. Comme n — k = k, on obtient & partir

de

Tp + Tpk a+b

2 D)

c’est a dire

a+b
5
Comme les points sont distincts deux a deux, on obtient 'unicité.

T =



R. 2 On commence par démontrer la lindarité. Soient f et g dans C°([a,b];R), et X et p deux réels.
Alors A\f + pug € C°([a,b]; R), et on a

Qn(Af + ng,a,b) = (b—a) ij A+ png)(zj)

j=0

(b—a) Ewﬂ M (z;) + pg(z;)))
7=0

n
A(b—a) ijij + p(b—a) ijng)
j=0 7=0

7>‘QTL( )+/”LQn(gvaab)'

L’application f — Q,(f,a,b) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de
démontrer que

3C >0, tel que |Q,(f,a,b)| < C|f],, VfeC’[a,b];R).
Or, on a, pour tout f € C%([a,b]; R),

[Qn(fsa:0) = |(b—a) _Z w; f(x;)]

w]||f z;)|

nM:l

<C|fl,, avec C=(b—a Z |w;| indépendant de f.

R. 3 a. On a P(z) = agpmp2?™t + Z?ZO ajz? et comme la dérivée (2m + 1) d’un polynome de
degré 2m est nulle, on obtient

d2m+1x2m+l

P(2m+1)(‘r) = a2m+1w = a2m+1(2m + 1)'

et
P(2m+2) (33) =0.

b. C’est la division euclidienne du polynéme P de degré (2m+1) par le polynéme x +— (1: — axb)?mHl

2
de degré (2m + 1). On a donc C constante et R € Ry, [X]. Pour calculer C, on dérive (2m + 1)
fois @, ce qui donne
P () = C(2m + 1)1,

En identifiant, avec la sous-question précédente, on obtient C' = agy,41.-

R. 4 En effectuant le changement de variable ¢ — ‘ZTH’ + tbfT“ on obtient

b 2m+1 1
a+b _b—a omal g,
L(m— 5 > dx = 5 J-_lt dt =0

. N . e 2m+1
On peut aussi utiliser directement la primitive de (x — “7”’) "

. 2m+2
qui est 1)

_atb
2m+2(x 2

R. 5 a. On a, en utilisant la linéarité de 'intégrale et @

b 2m+1 b
fodx = CJ( a+b> dx+JR(x)dx

En utilisant la linéarité de Qy, (e, a,b) et () on obtient

n 2m+1 n
O,(P,a,b) = (b—a)CZwi (xi— a;b) +(b—a)2wiR(xi).
i=0 j




On a R € Ry, [ X] et, par hypothése, la formule de quadrature est exacte pour les polyomes de les
polynomes de Rag,,[X] ce qui donne

9,.(R,a,b) = (b—a) sz (x;).

Or, la formule de quadrature élémentaire (4)) est exacte pour P si et seulement si
b

Q,(P,a,b) = J P(z)dx

a

ce qui est donc équivalent &

2m—+1 2m—+1
_aCZwl<xz a+b) —CJ ( a—l—b) dx.

En utilisant et le fait que C' = ag,, 1 # 0, on en déduit que la formule de quadrature élémentaire
est exacte pour P si et seulement si est vérifiée.

b. e Sin =2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement xy = T,_; =

+b

o et
1 a4 b\ 2! 2k a4 b\ 2!
wi | T~ — +0 x wg + Z w; | x; —

n a+b 2m-+1 k
(2
2

i=0 =0 i=k+1 2
k—1 a+b 2m+1 2k a+b 2m+1
= _ Wi | Ti — B - Z Wn—i | Tn—i — B
=0 1=k+1
k—1 < a+ b>2m+1 k—1 < a+ b>2m+1
= w; | i — — ’Ujj 117]‘ _
=0 2 7=0 2

e Sin =2k —1, (n impaire), on alors un nombre pair de points (avec z; # ‘”b , Vie[0,n]) et

Zn: a+b 2m+1 k—1 a+b 2m+1 . 2kZ:1 Cl + b 2m+1
w; | ©; — wi | & — —— w; | z;
P i i 9 ' i i D) 4 %

I

l::(i a+b 2m+1 2k— a+b 2m+1
() g (xm ")
k—1 a+b 2m+1 k—1 a+b 2m+1

_ gw(_ ) ‘FO%(%‘ )

= 0.

R. 6 Soit Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par ou les (z;)i, sont des
points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;)1, sont des réels vérifiant (). Si cette formule est exacte pour
les polynomes de degré 2m alors elle est nécessairement exacte pour les polynémes de degré 2m + 1.

[ EXERCICE 3

Soient a, b deux réels, a < b et F([a;b]; R) Pespace des fonctions définie de [a; b] a valeurs dans R. Soient

f e F(la;b];R) et n € IN. On souhaite approcher SZ f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature
élémentaire, donnée par

Qn(f7a7b) = (b_a) szf(‘rl) (9)
i=0
ou les (;) sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;), sont des réels.



Q. 1 Démontrer que Uapplication f— Qn(f,a,b) définie de F([a;b];R) a valeurs dans R est linéaire.

[m]

On note, pour tout i € [0,n],
def Lo — Ty

Ty — T

et t; = (z; —a)/(b— a). On rappelle que le polynéme d’interpolation de Lagrange associés aux points
(xia f(xi))iE[O,nﬂ s’écrit

Ln(f)(x) = Z Li(x) f(z:)

=0
et que si f € C""!([a,b];R) alors on a
A
Voelat], 3 ot F@)— LalP)@) = L —CD [ =) (10)
(n+1! &5
Q. 2 Montrer que
1 Pt —t
—— | Lij(x)dz = Lt (11)
b— a 0 j=0 "% t]
J#i
a
Q. 3 a. Montrer que si Q,, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a
1 b
Vie[0,n], w;= mf L;(x)dx. (12)

b. Montrer que si (L6|) est vérifiée, alors Q,, a pour degré d’exactitude n au moins.

Q. 4 On suppose les poids (w;)T_, donnés par (L6). Montrer que si f € C"™([a,b];R) alors on a

mﬂ)wﬂ)fﬂxm)

=0

dz (13)

‘Cf@MxQMﬂa&ﬂ<(

Correction

R. 1 Soient f et g dans F([a;b];R), et A et pu deux réels. Alors Af + ug € F([a;b];R), et on a

Qn(Af + png,a,b) = (b—a) ij A+ pg)(x;)
7=0

M:

Wy )‘f x] —|—ug(ﬂc]))

<.

M:%

=Ab—a) ) wif(z;)+pulb—a Zw]g:c]

Jj= 7=0

=0
=AQu(f,a,b) + 1Qn(g,a,b).

L’application f — 9, (f,a,b) est donc linéaire.



R. 2 Par le changement de variables s : t — a + (b — a)t on obtient

Jb Li(z)dx = JS_ v Lios(t)s'(t)dt = (b—a) fl L;os(t)dt

a s~1(a) 0

et 'onaxz; =s(t;) =a+ (b—a)t; out; = (z; —a)/(b— a). On en déduit

1 1 n s — s(ts 1 n —a L
JLz‘OS(t)dt = LHWdt: det

0 —s(t5) 0 j_g (b—a)(ti—t;)
i i
1 n
t—t
- | T
0 j=0 tl_t]
J#i

et on obtient bien ([L5).

R. 3 a. Soit ¢ € [0,n]. On a L; € R,[X]. Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré
d’exactitude n au moins et donc on a

b

Q.(Li,a,b) :J Li(x)da.
Or comme L;(x;) = 0; ;, Vj € [0,n], on a
Qn(Li,a,b) = (b—a) ij = (b—a)w;

Ce qui donne

1 b
w; = b—af L;(z)dx.

b. Par hypothése, les poids (w;)}_, étant donnés par , La formule de quadrature s’écrit

n b
Qn(f,a,b) = Z f(zi) J L;(z)dz.
=0 a

Soit P € R,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = £, (P) et

=(b—a) Z w;P(z;) = Q,(P,a,b).

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynémes de degré n au moins.

R. 4 Comme f € C""1([a,b];R), on déduit de (10) que pour tout = € [a;b], il existe &, € [a,b] tel que

)= a0 = [ Lm0
”M »
S o(n+1)! n



L’application f — £, (f) étant continue sur [a;b], elle est alors intégrable sur [a, b], et 'application |f —
L, (f)| Vest aussi. De méme |, (x)| est intégrable sur [a,b]. On obtient alors

b L
) [f (@) = Ln(f)(2)]de < ﬁL |7on ()| .
De plus
(z)dz| < ablf(x)*lin(f)(x)ldx

ce qui donne
(n+1) n
Lﬁ@m—fgm@m:‘a+ﬂj‘n 25)\dz.

La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins et le polynéme d’interpolation de Lagrange
L, (f) est de degré n donc on a

f Lo(f)(@)dr = Qn(Ln(f),a,b)
—(b-a) Y wiLa(f)(a
i=0

= (b—a) ) wif (x;) car Lo(f)(@:) = f(@:)

=0

= Qn(fva’b)

ce qui donne
f )dx —f Ln(
el

<7;ﬁff\ﬂ@—@mm

@ =0

f d.’E—an,ab

EXERCICE 4

Soient a, b deux réels, a < b et F([a;b]; R) Pespace des fonctions définie de [a; b] a valeurs dans R. Soient

f e F(la;b];R) et n € IN. On souhaite approcher Sz f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature
élémentaire, donnée par

Qn(f,a,b) E(b—a Zwl x;) (14)

ou les ()~ sont des points distincts 2 & 2 dans [a, ] et les (w;)}, sont des réels.
On suppose que a pour degré d’exactitude n au moins.

Q. 1 Démontrer que Uapplication f — Qn(f,a,b) définie de F([a;b];R) a valeurs dans R est linéaire.

o

Soient 7, le polynome de degré (n + 1) défini par

n
[t

et m e IN*.



rappel division euclidienne : Soient A et B deux polynémes, B étant non nul, alors il existe un unique
couple de polynomes (Q,R) tel que

A=BQ+R et deg(R) < deg(B).

Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.

Q. 2 a. Soit P € Ry1m[X]. Déterminer les degrés mazimaux des polynomes Q (quotient) et R (reste),
obtenus par la division euclidienne de P par m,, et satisfaisant

P=m,Q+R.

b. En déduire que

b

b
VP € Ryym|[X], J P(z)dz — Q,(P,a,b) = J Q(z)m, (x)dx. (15)

a

ot Q est le quotient de la division euclidienne de P par m,,

Q. 3 Démontrer que a pour degré d’exactitude n + m au moins si et seulement si

b

VH € R, —1[X], J 7 (2)H(x)dz = 0. (16)
a
a
Q. 4 En déduire le degré mazimal d’exactitude de (14)). o

Q. 5 Démontrer que a pour degré d’exactitude n + m au moins si et seulement si

Jb 7o (x)z¥dz = 0, Yk e [0,m — 1]. (17)

a

Correction

R. 1 Soient f et g dans F([a;b];R), et A et pu deux réels. Alors Af + ug € F([a;b]; R), et on a

Qn(Af + ng,a,b) = (b—a) ij (Af + pg)(x;)
7=0

(b—a) > wi(Af(z;) + pg(z;))
7=0
w;if(z;) +pub—a ijgx])

J j=0

=0
_)‘Qn( )+MQn(g’aab>'

L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire.

R. 2 a. On effectue la division euclidienne de P, deg(P) < n + m, par m,, deg(m,) = n + 1. On
a alors lexistence et 1'unicité d’un couple (Q,R) tel que deg(R) < deg(m,) = n + 1, c’est & dire
R € R,[X], et
P=7,Q+R.

e Sideg(P)<n<(n+1)=deg(m,), Q=0et R =P.

10



R.

o Sideg(P) = (n+ 1) = deg(m,,) > deg(R), on obtient

deg(P) = deg(m,Q) = deg(my) + deg(Q)

et donc deg(Q) = deg(P) —deg(m,) <n+m—(n+1) =m —1, c’est & dire Q € Ry,,—1[X].
En résumé, on a R € R, [X], et on peut noter que, dans les deux cas, Q € R,,—1[X].

. Soit P € R;11»[X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de

P par m,. On vient de voir que R € R,,[X] et Q € R,,—1[X].
Par linéarite de 'intégrale, on a

Jb P(z)dz = Lb Q(z)m, (x)dx + Lb R(x)dx

a

et par linéarite de Q,,

Qn(P7 a, b) = Qn(ana a, b) + Qn(R7 a, b)

Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R € R,[X] on
obtient

b
f R(z)dz = O, (R, a,b).

On en déduit alors que

b b
J P(2)dz — On(P,a,b) — J Q)7 (2)dz — On(Qrns . b).

a

Par construction m,(x;) = 0, ¥j € [0,n], ce qui donne
Qn(Qmn, a,0) = (b—a) 3 w;Q(a;)ma(;) =0
3=0

et donc

JbP(a:)dx — 0, (P, a,b) — J: Q) (2)da.

a

On suppose que est vérifié.

Soit P € Ry,4m[X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de
P par m,. On a vu en Q.2 que R € R, [X] et Q € Ry,—1[X].
Comme Q € R,,_1[X], on obtient
b
J T (2)Q(x)dx = 0

a

ce qui donne en utilisant :

JbP(x)dx —0,(P.a,b) = 0.

a

Comme P est quelconque dans R,, 4., [X], la formule de quadrature est donc de degré d’exactitude
n+m.

On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude (n + m).

Pour tout H € R;;,_1[X], le polynome P = Hm,, € R;,4»[X]. La formule de quadrature est donc
exacte pour P :

JbP(x)dx — 9,(P,a,b) = 0.

a

Par construction, la division euclienne de P par 7, a pour quotient H et pour reste 0. En utilisant

(15), on obtient alors
b
J Q(z)m, (x)dx = 0.

11



R. 4 Si Q = 7,, on obtient
b b
J 7 (2)Q(x)dx = f Q?*(x)dx > 0.
Comme deg(m,) = n + 1, on déduit que 'on doit avoir deg(Q) < n pour que soit vérifiée. On a alors
deg(P) = m + n = deg(Q) + deg(m,) < n+ (n+1)

et donc m < n + 1. Le degré maximal d’exactitude est donc 2n + 1.

R. 5 D’apreés la Q. [3] il suffit de démontrer que (16| est équivalent a .
On suppose (|16)) vérifiée.

Le résultat est immédiat car, Yk € [0,m — 1], z — 2* € R, _1[X].

On suppose vérifiée.

Soit H € Ry;,—1[X]. Il existe (ag,...,am—1) € R™ tel que
m—1

VeeR, H(z)= Z apx®.
k=0

On utilise la linéarite de 'intégrale pour obtenir

EXERCICE 5

Soient (t;)1_, (n + 1) points distincts de [—1;1].

On note F([—1;1]; R) I'espace des fonctions définie de [—1;1] & valeurs dans R. Soient g € F([—1;1]; R)
et n € IN. On souhaite approcher Sil g(t)dt par S, (g), une formule de quadrature élémentaire, donnée
par

Snlg) Z2 ) wig(t)
1=0

Q. 1 Démontrer que Uapplication g — S, (g) définie de F([—1;1];R) & valeurs dans R est linéaire. o

On pose
def z t— tj
Vi e [0 Li(t) = .
1 H;nﬂ’ Z() ntl_tj
7=0
J#i
Q. 2 a. Montrer que si S, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a
1 !
Vi e [[O,nﬂ, w; = 5‘[ Li(t)dt. (18)
-1

b. Montrer que si (L8|) est vérifiée, alors S,, a pour degré d’exactitude n au moins.
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On rappele que la formule de quadrature S,, & (n+1) points distincts, dont les poids (w;)!", sont données
par (18)), a pour degré d’exactitude (n +m), m € IN* si et seulement si

Jl 7T7L(t)Q(t)dt =0, VQ € Rm—l[X] (19)

n
avec mp (t) £ n(t —t;).

i=0
Par la suite, on suppose que les (¢;)7_, sont les (n + 1) racines distinctes dans | — 1;1[ du polynome de
Legendre de degré (n + 1) et que les poids (w;)?_, sont données par .

Les polynomes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet
(n+ DP,i1(t) = 2n + 1)tP,(t) — nP,_1(t), Vn =1 (20)

avec Po(t) =1 et P(t) = t.
On a les propriétés suivantes :

prop.1 le polynéme de Legendre P,, est de degré n,
prop.2 la famille {Py}}7_, est une base de R, [X],

prop.3 pour tout (m,n) € N?, on a

2

= S, 21
n4+1 """ (21)

f (6P (1)t

ce qui correspond a l’orthogonalité des polyndémes de Legendre pour le produit scalaire
1
(P Py = f P (1P, (1)t
-1

prop.4 Soit n > 1, P, est scindé sur R et ses n racines, notées (t;)%_, sont simples dans
] —1,1[, c’est a dire

n—1
P,(t)=C[[t-t) CeR*
i=0
ou les t; sont 2 & 2 distincts (et ordonnés). Les (n+ 1) racines simples de P,, 11 sont alors
chacunes dans 'un des (n + 1) intervalles | — 1,to[, lto, 1, - -, Jtn—2,tn—1[s [tn—1,1[.

Q. 3 a. En utilisant les polyndomes de Legendre, démontrer que la formule de quadrature S, est de
degré d’exactitude 2n + 1.
b. Montrer que la formule de quadrature S,, n’est pas de degré d’exactitude 2n + 2.

c. Démontrer que S,, est l'unique formule de quadrature o (n+ 1) points distincts dans [—1;1] ayant
pour degré d’exactitude 2n + 1.

a

Soient a,b deux réels, a < b. On note z; = “£2 + 224, Vi e [0,n], ot les (¢;)7_ sont les (n + 1) racines
distinctes dans | — 1; 1[ du polynome de Legendre de degré (n + 1).
Soient f € F([a;b];R), espace des fonctions définies de [a;b] & valeurs dans R., et n € IN.

On souhaite approcher SZ f(z)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

n

Qu(f,a,b) = (b= a) ), wif(z:)

=0
On pose
n
. * _ef X —l‘]
Vie[0,n], Li(z)= n pa—
j=0 J
J#i

13



Q. 4

a. Montrer que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement

st | )
w; = f Li(z)dx, Vie[0,n]. (22)

b—a ),
En déduire que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement

st
w; =w;, Yiel0,n].

ot les w; sont donnée par (18]).

On suppose que w; = w;, Vi € [0, n].

Q. 5 Montrer que Q,, est l'unique formule de quadrature élémentaire a (n+1) points distincts dans [a, b]
ayant pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement. o

Correction

R. 1 Soient f et g dans F([—1;1]; R) (espace vectoriel), et A et pn deux réels. Alors A\f+ug € F([—1;1]; R),
et on a

Su(A\f + ng) =2
J

Wy )\er,u,g l’])
0

n

i (Af () + pg(zy))

H
\M:

n

Z wj f(x;) +u22wjng)

— j=0

Sn(f) + 1Sn(9)-

L’application S,, est donc linéaire.

R.

2

a. Soit ¢ € [0,n]. On a L; € R,[X]. Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré
d’exactitude n au moins et donc on a

Sn(L;) fl L;(t)dt.

Comme L;(t;) = 0; 5, Vj € [0,n], on en déduit

—QZw] ) = 2uw;.

Ce qui donne

1 1
i =5 i .
w 2fll)(t)d

Par hypotheése, les poids (w;)!_, étant donnés par , La formule de quadrature s’écrit

n

Sn(g) £ Z g(ti) J71 Li(t)dt.

=0

On note £,,(P) le polynome d’interpolation de Lagrange de R,,[ X] passant par les points (¢;, g(¢;))7_,
donné par
VieR, Ln( = > glt
1=0
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R.

Soit P € R,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = £, (P) et
1 1
f P(t)dt — J Lo(P)()dt
~1 ~1
1 n
= f D Li(t)P(t;)dt
—1li=0
n 1
=> P(ti)j Li(t)dt
i=0 -1
=2 wiP(t;) = Su(P).
i=0

La formule de quadrature est donc exacte pour tous les polynémes de degré n au moins.

a. Par hypothése, les poids (w;)}, sont données par , S, a pour degré d’exactiude 2n + 1
si et seulement si on a avecm =n+ 1.
D’apreés les propriétés des polynomes de Legendre P, on a Pp,1(t) = Cm,(t) avec C' € R*.
On en déduit que avec m = n + 1 est équivalent a

[ Prsauwa =0, @ er,lx]
1

Or, la famille des les polynomes de Legendre {Py,...,P,} est une base de R,[X] et comme les
polynémes de Legendre sont orthogonaux, la relation précedente est vérifiée.

. Supposons qu’il existe une autre formule de quadrature élémentaire & (n + 1) points distincts dans

[*171]

I -

Snlg) £ 2 ), dig(hs)
=0

ayant pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement. D’aprés la Q. [2] on a donc

. - 1 L <7 def = t_tj
Vi e [0,n], wi:if,lLi(t)dt’ ou Li(t)zn : .

Notons 7, (t) = [ [[_o(t — ;). Comme S,, et S,, ont pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement,
on déduit de avec m =n+ 1, que

1 1
| mmawd = | #oo@i -0 veR,[x)

Le polynéme R = m,, — 7, est dans R,[X] car les polynomes m, et &, de R,1[X] sont unitaires.
On a alors

1
| rawma -0 vqer,[x]
-1
En choisissant Q = R, on obtient

J_ll R?(t)dt = 0

ce qui entraine R = 0 et donc les points (£;)" et (¢;)™, sont identiques & une permutation des
indices prés, c’est & dire
ta(i) =1y, Vi e [[O,Tlﬂ

On a alors W, ;) = w;, Yie [0,n] et
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R. 4 a. Démontrons I’équivalence
Soit ¢ € [0,n]. On a Lf € R,[X]. Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré
d’exactitude n au moins et donc on a

Q(MHMMJLWM

Or comme L (x;) = 0; 5, Vj € [0,n], on a
Q.(L},a,b) = b—aZ = (b—a)w;.

Ce qui donne
1 b
'lU,: = m . L:(I)dl’

Par hypothése, les poids (w})?_, étant donnés par , La formule de quadrature s’écrit

A(fraD) ”Ef%J Li(2)de

Soit P € R,,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = £, (P) et

JbP(:zz)dsc - Jb Ln(P)(x)da

a a

Il
%
&
D=
~
Sk
s
i)
&8
=
8

a =0
2 j (o)

=(b—a) Z wiP(z;) = Qn(P,a,b).

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynémes de degré n au moins.
b. 11 suffit pour cela de démontrer que

b 1
bia f L (2)dz — %LlLi(t)dt. (R)

On utilise le changement de variable
a+b b—a
x=(t) = 5 + 5 t

ce qui correspond bien & x; = (t;), Vi € [0,n]. On a alors

b =0
[ L@ = |7 rieewy

a ~1(a)
b_ 1

- JJ Lt op(t)dt.
2 Ja

et

Liop(t) =

—
RS
ST

| S~—

\
MH =
<

<SS,
Wl
= O

[
s
5
=
\
5
Q&#

o) =t
J#i
_ U - (e )
j=0 (GTH) + Z)_Tati) - (aTb + %atj)
J#i
n
= H - tJ = Lz(t)
=0 t; —t;
J#i



ce qui donne (R,)).

b b—
R. 5 Soit P € Ry, 41[X]. Avec le changement de variable x = ¢(t) = a ;_ + Tat7 on obtient

b © 7 (b)
J P(z)dx = J Pop(t)¢'(t)dt

a v~1(a)
_b ; a4 fl Poo(t)dt. (R2)
et
Qu(P,ab) = (b - a)iiow:f’m)
- a)iiosz«o(t)z)
- 125 Poy) (Rs)

Comme ¢ € Ry[X], on a Pogp € ]R2n+1[X].E| La formule de quadrature S,, étant de degré d’exactitue
2n + 1, on a alors

S,(Poyp) = ‘[—1 Po(t)dt.

On en déduit en utilisant (Ra))

b b—a
JP(x)dx= 5 Sn(Poyp)

puis en utilisant (Rs))
b
f P(2)dz — On(P,a,b).

a
La formule de quadrature élémentaire Q,, est donc de degré d’exactitude 2n + 1.
Par I’absurde on peut démontrer que Q,, n’est pas de degré d’exactitude 2n + 2 car sinon S,, serait aussi
de degré d’exactitude 2n + 2.
Par ’absurde on peut démontrer que Q,, est unique car sinon S,, ne serait pas unique.

1. Rappel : Soient P € Rp[X] et Q € Ry[X], alors PoQ € Rpq[X].
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