
Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Chapitre 5 : Intégration
Ajouts du 02/12/2023

Exercice 1

Soient f une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles et n P N. On souhaite approcher
şb

a
fpxqdx par

Qnpf, a, bq une formule de quadrature élémentaire

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

Q. 1 Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de f P C0pra, bs;Rq, muni de la norme infini,
à valeurs dans R est linéaire et continue. ˝

Soit k P N.

Q. 2 Montrer que si Qn est de degré d’exactitude k au moins alors

@r P v0, kw, pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wix
r
i “

br`1 ´ ar`1

r ` 1
. (2)

˝

Q. 3 Montrer que si (2) est vérifiée alors Qn est de degré d’exactitude k au moins. ˝

Q. 4 En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les pwiq
n
i“0 pour que Qn soit de degré d’exac-

titude 0 au moins. ˝

Correction

R. 1 On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans P C0pra, bs;Rq, et λ et µ deux réels.
Alors λf ` µg P C0pra, bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de
démontrer que

DC ą 0, tel que |Qnpf, a, bq| ď C }f}8 , @f P C0pra, bs;Rq.
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Or, on a, pour tout f P C0pra, bs;Rq,

|Qnpf, a, bq| “ |pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq|

ď pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj ||fpxjq|

ď C }f}8 , avec C “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj | indépendant de f.

R. 2 si Qn est de degré d’exactitude k au moins alors on a par définition
ż b

a

Ppxqdx “ QnpP, a, bq, @P P RkrXs

et donc
ż b

a

xrdx “ Qnpx ÞÑ xr, a, bq, @r P v0, kw.

De plus on a
ż b

a

xrdx “

„

xr`1

r ` 1

ȷb

a

“
br`1 ´ ar`1

r ` 1
. (3)

et

Qnpx ÞÑ xrq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wix
r
i

ce qui donne le résultat voulu.

R. 3 Soit P P RkrXs. Il existe une unique décomposition dans la base des monômes t1, X, . . . ,Xku qui
s’écrit

Ppxq “

k
ÿ

j“0

ajx
j , avec aj P R, @j P v0, kw.

On a alors

QnpPq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpxiq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wi

k
ÿ

r“0

arx
r
i

“ pb ´ aq

k
ÿ

r“0

ar

n
ÿ

i“0

wix
r
i

“

k
ÿ

r“0

arQnpx ÞÑ xrq

Or par hypothèse on a (2), en utilisant (3), on obtient alors

QnpPq “

k
ÿ

r“0

ar

ż b

a

xrdx

“

ż b

a

k
ÿ

r“0

arx
rdx

“

ż b

a

Ppxqdx.

Donc Qn est de degré d’exactitude k au moins.
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R. 4 De ce qui précède, on a Qn est de degré d’exactitude k au moins si et seulement si (2) est vérifiée.
On obtient donc avec k “ 0 que Qn est de degré d’exactitude k “ 0 au moins si et seulement si

pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wix
0
i “ pb ´ aq ðñ

n
ÿ

i“0

wi “ 1.

˛

Exercice 2

Soient f une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles et n P N. On souhaite approcher
şb

a
fpxqdx par

Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (4)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels vérifiant

@i P v0, nw,
xi ` xn´i

2
“

a ` b

2
et wi “ wn´i. (5)

Q. 1 a. Donner explicitement un exemple de points pxiq
n
i“0 vérifiant (5) (n restant quelconque).

b. Etablir que

@i P v0, nw, xi ´
a ` b

2
“ ´

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙

.

c. Si n est impair, montrer que @i P v0, nw, xi ‰
a ` b

2
.

d. Si n est pair, montrer qu’il existe un unique i P v0, nw tel que xi “
a ` b

2
.

˝

Q. 2 Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de f P C0pra, bs;Rq, muni de la norme infini,
à valeurs dans R est linéaire et continue. ˝

Soient m P N˚ et P un polynôme de degré 2m ` 1 s’écrivant sous la forme

Ppxq “

2m`1
ÿ

j“0

ajx
j

avec pajq
2m`1
j“0 des réels et a2m`1 ‰ 0.

Q. 3 a. Calculer les dérivées Pp2m`1q et Pp2m`2q .

b. Montrer que

Ppxq “ C

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

` Rpxq (6)

en déterminant le degré maximum de R et en exprimant C en fonction des pajq
2m`1
j“0 .

˝

Q. 4 Montrer que

@k P N,

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2k`1

dx “ 0. (7)

˝
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Q. 5 On suppose que la formule de quadrature élémentaire (4) est exacte pour les polynômes de R2mrXs.

a. Déduire de (6) et (7) que la formule de quadrature élémentaire (4) est exacte pour P si et seulement
si

pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“ 0. (8)

b. En utilisant Q. 1, démontrer que (7) est toujours vérifiée.
˝

Q. 6 Ecrire de manière très précise le résultat démontré. ˝

Correction

R. 1 a. Soit pxiq
n
i“0 la discrétisation régulière de l’intervalle ra, bs,

h “
b ´ a

n
, @i P v0, nw, xi “ a ` ih.

Dans ce cas, tous les points sont distincts deux à deux et on a pour tout i P v0, nw, n´ i P v0, nw et

xi ` xn´i

2
“

a ` ih ` a ` pn ´ iqh

2
.

Or a ` nh “ b, ce qui donne
xi ` xn´i

2
“

a ` b

2
.

b. De (5), on déduit

(5) ô xi ` xn´i “ a ` b ô xi ´
a ` b

2
“ ´

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙

c. Si n “ 2k´1, (n impair), on a alors un nombre pair de points. Par l’absurde supposons Di P v0, nw

tel que xi “
a ` b

2
. Dans ce cas, on a xn´i “

a ` b

2
“ xi. Comme les points pxjqnj“0 sont distincts

deux à deux, pour avoir une contradiction, il suffit de monter que i ‰ n ´ i. En effet, on a

v0, nw “ v0, 2k ´ 1w “ v0, k ´ 1w Y vk, 2k ´ 1w.

‚ si i P v0, k ´ 1w alors

0 ď i ď k ´ 1 ô n ´ pk ´ 1q ď n ´ i ď n ô k ď n ´ i ď n,

et donc n ´ i ‰ i
‚ si i P vk, 2k ´ 1w alors

k ď i ď 2k ´ 1 ô n ´ p2k ´ 1q ď n ´ i ď n ´ k ô 0 ď n ´ i ď k ´ 1,

et donc n ´ i ‰ i.

d. Si n “ 2k, (n pair), on a alors un nombre impair de points. Comme n´k “ k, on obtient à partir
de (5)

xk ` xn´k

2
“

a ` b

2

c’est à dire
xk “

a ` b

2
.

Comme les points sont distincts deux à deux, on obtient l’unicité.
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R. 2 On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans C0pra, bs;Rq, et λ et µ deux réels.
Alors λf ` µg P C0pra, bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de
démontrer que

DC ą 0, tel que |Qnpf, a, bq| ď C }f}8 , @f P C0pra, bs;Rq.

Or, on a, pour tout f P C0pra, bs;Rq,

|Qnpf, a, bq| “ |pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq|

ď pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj ||fpxjq|

ď C }f}8 , avec C “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj | indépendant de f.

R. 3 a. On a Ppxq “ a2m`1x
2m`1 `

ř2m
j“0 ajx

j et comme la dérivée p2m ` 1q d’un polynôme de
degré 2m est nulle, on obtient

P
p2m`1qpxq “ a2m`1

d2m`1x2m`1

dx2m`1
“ a2m`1p2m ` 1q!

et
P

p2m`2qpxq “ 0.

b. C’est la division euclidienne du polynôme P de degré p2m`1q par le polynôme x ÞÑ
`

x ´ a`b
2

˘2m`1

de degré p2m ` 1q. On a donc C constante et R P R2mrXs. Pour calculer C, on dérive p2m ` 1q

fois (6), ce qui donne
P

p2m`1qpxq “ Cp2m ` 1q!.

En identifiant, avec la sous-question précédente, on obtient C “ a2m`1.

R. 4 En effectuant le changement de variable t ÞÑ a`b
2 ` t b´a

2 on obtient
ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

dx “
b ´ a

2

ż 1

´1

t2m`1dt “ 0.

On peut aussi utiliser directement la primitive de
`

x ´ a`b
2

˘2m`1
qui est

1

2m ` 2

`

x ´ a`b
2

˘2m`2
...

R. 5 a. On a, en utilisant la linéarité de l’intégrale et (6)
ż b

a

Ppxqdx “ C

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

dx `

ż b

a

Rpxqdx

En utilisant la linéarité de Qnp‚, a, bq et (6) on obtient

QnpP, a, bq “ pb ´ aqC
n

ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

` pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiRpxiq.
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On a R P R2mrXs et, par hypothèse, la formule de quadrature est exacte pour les polyômes de les
polynômes de R2mrXs ce qui donne

QnpR, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiRpxiq.

Or, la formule de quadrature élémentaire (4) est exacte pour P si et seulement si

QnpP, a, bq “

ż b

a

Ppxqdx

ce qui est donc équivalent à

pb ´ aqC
n

ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“ C

ż b

a

ˆ

x ´
a ` b

2

˙2m`1

dx.

En utilisant (7) et le fait que C “ a2m`1 ‰ 0, on en déduit que la formule de quadrature élémentaire
(4) est exacte pour P si et seulement si (8) est vérifiée.

b. ‚ Si n “ 2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement xk “ xn´k “
a`b
2 et

n
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

` 0 ˆ wk `

2k
ÿ

i“k`1

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

2k
ÿ

i“k`1

wn´i

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

k´1
ÿ

j“0

wj

ˆ

xj ´
a ` b

2

˙2m`1

“ 0.

‚ Si n “ 2k ´ 1, (n impaire), on alors un nombre pair de points (avec xi ‰ a`b
2 , @i P v0, nw) et

n
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

`

2k´1
ÿ

i“k

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

2k´1
ÿ

i“k

wn´i

ˆ

xn´i ´
a ` b

2

˙2m`1

“

k´1
ÿ

i“0

wi

ˆ

xi ´
a ` b

2

˙2m`1

´

k´1
ÿ

j“0

wj

ˆ

xj ´
a ` b

2

˙2m`1

“ 0.

R. 6 Soit Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par (4) où les pxiq
n
i“0 sont des

points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq
n
i“0 sont des réels vérifiant (5). Si cette formule est exacte pour

les polynômes de degré 2m alors elle est nécessairement exacte pour les polynômes de degré 2m ` 1.

˛

Exercice 3

Soient a, b deux réels, a ă b et Fpra; bs;Rq l’espace des fonctions définie de ra; bs à valeurs dans R. Soient
f P Fpra; bs;Rq et n P N. On souhaite approcher

şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature

élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (9)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.
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Q. 1 Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de Fpra; bs;Rq à valeurs dans R est linéaire.
˝

On note, pour tout i P v0, nw,

Lipxq
def
“

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj

et ti “ pxi ´ aq{pb ´ aq. On rappelle que le polynôme d’interpolation de Lagrange associés aux points
pxi, fpxiqqiPv0,nw s’écrit

Lnpfqpxq “

n
ÿ

i“0

Lipxqfpxiq

et que si f P Cn`1pra, bs;Rq alors on a

@x P ra, bs, Dξx P ra, bs, fpxq ´ Lnpfqpxq “
f pn`1qpξxq

pn ` 1q!

n
ź

i“0

px ´ xiq (10)

Q. 2 Montrer que
1

b ´ a

ż b

a

Lipxqdx “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

dt. (11)

˝

Q. 3 a. Montrer que si Qn a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a

@i P v0, nw, wi “
1

b ´ a

ż b

a

Lipxqdx. (12)

b. Montrer que si (16) est vérifiée, alors Qn a pour degré d’exactitude n au moins.
˝

Q. 4 On suppose les poids pwiq
n
i“0 donnés par (16). Montrer que si f P Cn`1pra, bs;Rq alors on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx ´ Qnpf, a, bq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

pn ` 1q!

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

ż b

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ź

i“0

px ´ xiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx (13)

˝

Correction

R. 1 Soient f et g dans Fpra; bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf ` µg P Fpra; bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire.
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R. 2 Par le changement de variables s : t ÝÑ a ` pb ´ aqt on obtient

ż b

a

Lipxqdx “

ż s´1
pbq

s´1paq

Li ˝ sptqs1ptqdt “ pb ´ aq

ż 1

0

Li ˝ sptqdt

et l’on a xi “ sptiq “ a ` pb ´ aqti où ti “ pxi ´ aq{pb ´ aq. On en déduit
ż 1

0

Li ˝ sptqdt “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

sptq ´ sptjq

sptiq ´ sptjq
dt “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

pb ´ aqpt ´ tjq

pb ´ aqpti ´ tjq
dt

“

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

dt

et on obtient bien (15).

R. 3 a. Soit i P v0, nw. On a Li P RnrXs. Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré
d’exactitude n au moins et donc on a

QnpLi, a, bq
hyp
“

ż b

a

Lipxqdx.

Or comme Lipxjq “ δi,j , @j P v0, nw, on a

QnpLi, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjLipxjq “ pb ´ aqwi.

Ce qui donne

wi “
1

b ´ a

ż b

a

Lipxqdx.

b. Par hypothèse, les poids pwiq
n
i“0 étant donnés par (15), La formule de quadrature s’écrit

Qnpf, a, bq
hyp
“

n
ÿ

i“0

fpxiq

ż b

a

Lipxqdx.

Soit P P RnrXs. Par unicité du polynôme d’interpolation de Lagrange, on a P “ LnpP q et
ż b

a

Ppxqdx “

ż b

a

LnpP qpxqdx

“

ż b

a

n
ÿ

i“0

LipxqPpxiqdx

“

n
ÿ

i“0

Ppxiq

ż b

a

Lipxqdx

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpxiq “ QnpP, a, bq.

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynômes de degré n au moins.

R. 4 Comme f P Cn`1pra, bs;Rq, on déduit de (10) que pour tout x P ra; bs, il existe ξx P ra, bs tel que

|fpxq ´ Lnpfqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f pn`1qpξxq

pn ` 1q!
πnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!
|πnpxq|
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L’application f ´ Lnpfq étant continue sur ra; bs, elle est alors intégrable sur ra, bs, et l’application |f ´

Lnpfq| l’est aussi. De même |πnpxq| est intégrable sur ra, bs. On obtient alors

ż b

a

|fpxq ´ Lnpfqpxq|dx ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!

ż b

a

|πnpxq|dx.

De plus
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq ´ Lnpfqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fpxq ´ Lnpfqpxq|dx

ce qui donne
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx ´

ż b

a

Lnpfqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!

ż b

a

|

n
ź

i“0

px ´ xiq|dx.

La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins et le polynôme d’interpolation de Lagrange
Lnpfq est de degré n donc on a

ż b

a

Lnpfqpxqdx “ QnpLnpfq, a, bq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiLnpfqpxiq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq car Lnpfqpxiq “ fpxiq

“ Qnpf, a, bq

ce qui donne
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx ´ Qnpf, a, bq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx ´

ż b

a

Lnpfqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!

ż b

a

|

n
ź

i“0

px ´ xiq|dx.

˛

Exercice 4

Soient a, b deux réels, a ă b et Fpra; bs;Rq l’espace des fonctions définie de ra; bs à valeurs dans R. Soient
f P Fpra; bs;Rq et n P N. On souhaite approcher

şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature

élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (14)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

On suppose que (14) a pour degré d’exactitude n au moins.

Q. 1 Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de Fpra; bs;Rq à valeurs dans R est linéaire.
˝

Soient πn le polynôme de degré pn ` 1q défini par

πnpxq “

n
ź

i“0

px ´ xiq

et m P N˚.

9



rappel division euclidienne : Soient A et B deux polynômes, B étant non nul, alors il existe un unique
couple de polynômes pQ,Rq tel que

A “ BQ ` R et degpRq ă degpBq.

Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.

Q. 2 a. Soit P P Rn`mrXs. Déterminer les degrés maximaux des polynômes Q (quotient) et R (reste),
obtenus par la division euclidienne de P par πn, et satisfaisant

P “ πnQ ` R.

b. En déduire que

@P P Rn`mrXs,

ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “

ż b

a

Qpxqπnpxqdx. (15)

où Q est le quotient de la division euclidienne de P par πn,
˝

Q. 3 Démontrer que (14) a pour degré d’exactitude n ` m au moins si et seulement si

@H P Rm´1rXs,

ż b

a

πnpxqHpxqdx “ 0. (16)

˝

Q. 4 En déduire le degré maximal d’exactitude de (14). ˝

Q. 5 Démontrer que (14) a pour degré d’exactitude n ` m au moins si et seulement si

ż b

a

πnpxqxkdx “ 0, @k P v0,m ´ 1w. (17)

˝

Correction

R. 1 Soient f et g dans Fpra; bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf ` µg P Fpra; bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire.

R. 2 a. On effectue la division euclidienne de P, degpPq ď n ` m, par πn, degpπnq “ n ` 1. On
a alors l’existence et l’unicité d’un couple pQ,Rq tel que degpRq ă degpπnq “ n ` 1, c’est à dire
R P RnrXs, et

P “ πnQ ` R.

‚ Si degpPq ď n ă pn ` 1q “ degpπnq, Q “ 0 et R “ P.

10



‚ Si degpPq ě pn ` 1q “ degpπnq ą degpRq, on obtient

degpPq “ degpπnQq “ degpπnq ` degpQq

et donc degpQq “ degpPq ´ degpπnq ď n ` m ´ pn ` 1q “ m ´ 1, c’est à dire Q P Rm´1rXs.
En résumé, on a R P RnrXs, et on peut noter que, dans les deux cas, Q P Rm´1rXs.

b. Soit P P Rn`mrXs. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de
P par πn. On vient de voir que R P RnrXs et Q P Rm´1rXs.
Par linéarite de l’intégrale, on a

ż b

a

Ppxqdx “

ż b

a

Qpxqπnpxqdx `

ż b

a

Rpxqdx

et par linéarite de Qn

QnpP, a, bq “ QnpQπn, a, bq ` QnpR, a, bq.

Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R P RnrXs on
obtient

ż b

a

Rpxqdx “ QnpR, a, bq.

On en déduit alors que
ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “

ż b

a

Qpxqπnpxqdx ´ QnpQπn, a, bq.

Par construction πnpxjq “ 0, @j P v0, nw, ce qui donne

QnpQπn, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjQpxjqπnpxjq “ 0

et donc
ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “

ż b

a

Qpxqπnpxqdx.

R. 3 ð On suppose que (16) est vérifié.
Soit P P Rn`mrXs. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de
P par πn. On a vu en Q. 2 que R P RnrXs et Q P Rm´1rXs.
Comme Q P Rm´1rXs, on obtient

ż b

a

πnpxqQpxqdx “ 0

ce qui donne en utilisant (15) :

ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “ 0.

Comme P est quelconque dans Rn`mrXs, la formule de quadrature est donc de degré d’exactitude
n ` m.

ñ On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude pn ` mq.
Pour tout H P Rm´1rXs, le polynôme P “ Hπn P Rn`mrXs. La formule de quadrature est donc
exacte pour P :

ż b

a

Ppxqdx ´ QnpP, a, bq “ 0.

Par construction, la division euclienne de P par πn a pour quotient H et pour reste 0. En utilisant
(15), on obtient alors

ż b

a

Qpxqπnpxqdx “ 0.

11



R. 4 Si Q “ πn, on obtient
ż b

a

πnpxqQpxqdx “

ż b

a

Q2pxqdx ą 0.

Comme degpπnq “ n` 1, on déduit que l’on doit avoir degpQq ď n pour que (16) soit vérifiée. On a alors

degpPq “ m ` n “ degpQq ` degpπnq ď n ` pn ` 1q

et donc m ď n ` 1. Le degré maximal d’exactitude est donc 2n ` 1.

R. 5 D’après la Q. 3, il suffit de démontrer que (16) est équivalent à (17).

ñ On suppose (16) vérifiée.
Le résultat est immédiat car, @k P v0,m ´ 1w, x ÞÑ xk P Rm´1rXs.

ð On suppose (17) vérifiée.
Soit H P Rm´1rXs. Il existe pα0, . . . , αm´1q P Rm tel que

@x P R, Hpxq “

m´1
ÿ

k“0

αkx
k.

On utilise la linéarite de l’intégrale pour obtenir

ż b

a

Hpxqπnpxqdx “

ż b

a

πnpxq

m´1
ÿ

k“0

αkx
kdx

“

m´1
ÿ

k“0

αk

ż b

a

πnpxqxkdx

(17)
“

m´1
ÿ

k“0

αk ˆ 0 “ 0.

˛

Exercice 5

Soient ptiq
n
i“0, pn ` 1q points distincts de r´1; 1s.

On note Fpr´1; 1s;Rq l’espace des fonctions définie de r´1; 1s à valeurs dans R. Soient g P Fpr´1; 1s;Rq

et n P N. On souhaite approcher
ş1

´1
gptqdt par Snpgq, une formule de quadrature élémentaire, donnée

par

Snpgq
def
“ 2

n
ÿ

i“0

wigptiq

Q. 1 Démontrer que l’application g ÞÝÑ Snpgq définie de Fpr´1; 1s;Rq à valeurs dans R est linéaire. ˝

On pose

@i P v0, nw, Liptq
def
“

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

.

Q. 2 a. Montrer que si Sn a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a

@i P v0, nw, wi “
1

2

ż 1

´1

Liptqdt. (18)

b. Montrer que si (18) est vérifiée, alors Sn a pour degré d’exactitude n au moins.
˝
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On rappele que la formule de quadrature Sn à pn`1q points distincts, dont les poids pwiq
n
i“0 sont données

par (18), a pour degré d’exactitude pn ` mq, m P N˚ si et seulement si
ż 1

´1

πnptqQptqdt “ 0, @Q P Rm´1rXs (19)

avec πnptq
def
“

n
ź

i“0

pt ´ tiq.

Par la suite, on suppose que les ptiq
n
i“0 sont les pn ` 1q racines distinctes dans s ´ 1; 1r du polynôme de

Legendre de degré pn ` 1q et que les poids pwiq
n
i“0 sont données par (18).

Les polynômes de Legendre peuvent être définis par la formule de récurrence de Bonnet

pn ` 1qPn`1ptq “ p2n ` 1qtPnptq ´ nPn´1ptq, @n ě 1 (20)

avec P0ptq “ 1 et P1ptq “ t.
On a les propriétés suivantes :

prop.1 le polynôme de Legendre Pn est de degré n,

prop.2 la famille tPkunk“0 est une base de RnrXs,

prop.3 pour tout pm,nq P N2, on a
ż 1

´1

PmptqPnptqdt “
2

2n ` 1
δm,n, (21)

ce qui correspond à l’orthogonalité des polynômes de Legendre pour le produit scalaire

xPm,Pny “

ż 1

´1

PmptqPnptqdt.

prop.4 Soit n ě 1, Pn est scindé sur R et ses n racines, notées ptiq
n
i“0, sont simples dans

s ´ 1, 1r, c’est à dire

Pnptq “ C
n´1
ź

i“0

pt ´ tiq, C P R˚

où les ti sont 2 à 2 distincts (et ordonnés). Les pn`1q racines simples de Pn`1 sont alors
chacunes dans l’un des pn ` 1q intervalles s ´ 1, t0r, st0, t1r, . . . , stn´2, tn´1r, stn´1, 1r.

Q. 3 a. En utilisant les polynômes de Legendre, démontrer que la formule de quadrature Sn est de
degré d’exactitude 2n ` 1.

b. Montrer que la formule de quadrature Sn n’est pas de degré d’exactitude 2n ` 2.

c. Démontrer que Sn est l’unique formule de quadrature à pn` 1q points distincts dans r´1; 1s ayant
pour degré d’exactitude 2n ` 1.

˝

Soient a, b deux réels, a ă b. On note xi “ a`b
2 ` b´a

2 ti, @i P v0, nw, où les ptiq
n
i“0 sont les pn ` 1q racines

distinctes dans s ´ 1; 1r du polynôme de Legendre de degré pn ` 1q.
Soient f P Fpra; bs;Rq, espace des fonctions définies de ra; bs à valeurs dans R., et n P N.

On souhaite approcher
şb

a
fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

w‹
i fpxiq

On pose

@i P v0, nw, L‹
i pxq

def
“

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj
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Q. 4 a. Montrer que la formule de quadrature Qn est de degré d’exactitude n au moins si et seulement
si

w‹
i “

1

b ´ a

ż b

a

L‹
i pxqdx, @i P v0, nw. (22)

b. En déduire que la formule de quadrature Qn est de degré d’exactitude n au moins si et seulement
si

w‹
i “ wi, @i P v0, nw.

où les wi sont donnée par (18).
˝

On suppose que w‹
i “ wi, @i P v0, nw.

Q. 5 Montrer que Qn est l’unique formule de quadrature élémentaire à pn`1q points distincts dans ra, bs
ayant pour degré d’exactitude p2n ` 1q précisement. ˝

Correction

R. 1 Soient f et g dans Fpr´1; 1s;Rq (espace vectoriel), et λ et µ deux réels. Alors λf`µg P Fpr´1; 1s;Rq,
et on a

Snpλf ` µgq “ 2
n

ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ 2
n

ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λ2
n

ÿ

j“0

wjfpxjq ` µ2
n

ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λSnpfq ` µSnpgq.

L’application Sn est donc linéaire.

R. 2 a. Soit i P v0, nw. On a Li P RnrXs. Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré
d’exactitude n au moins et donc on a

SnpLiq
hyp
“

ż 1

´1

Liptqdt.

Comme Liptjq “ δi,j , @j P v0, nw, on en déduit

SnpLiq “ 2
n

ÿ

j“0

wjLiptjq “ 2wi.

Ce qui donne

wi “
1

2

ż 1

´1

Liptqd.

b. Par hypothèse, les poids pwiq
n
i“0 étant donnés par (18), La formule de quadrature s’écrit

Snpgq
hyp
“

n
ÿ

i“0

gptiq

ż 1

´1

Liptqdt.

On note LnpP q le polynôme d’interpolation de Lagrange deRnrXs passant par les points pti, gptiqqni“0

donné par

@t P R, LnpP qptq “

n
ÿ

i“0

gptiqLiptq.
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Soit P P RnrXs. Par unicité du polynôme d’interpolation de Lagrange, on a P “ LnpP q et
ż 1

´1

Pptqdt “

ż 1

´1

LnpP qptqdt

“

ż 1

´1

n
ÿ

i“0

LiptqPptiqdt

“

n
ÿ

i“0

Pptiq

ż 1

´1

Liptqdt

“ 2
n

ÿ

i“0

wiPptiq “ SnpPq.

La formule de quadrature est donc exacte pour tous les polynômes de degré n au moins.

R. 3 a. Par hypothèse, les poids pwiq
n
i“0 sont données par (18), Sn a pour degré d’exactiude 2n ` 1

si et seulement si on a (19) avec m “ n ` 1.

D’après les propriétés des polynômes de Legendre Pn, on a Pn`1ptq “ Cπnptq avec C P R˚.

On en déduit que (19) avec m “ n ` 1 est équivalent à
ż 1

´1

Pn`1ptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs.

Or, la famille des les polynômes de Legendre tP0, . . . ,Pnu est une base de RnrXs et comme les
polynômes de Legendre sont orthogonaux, la relation précedente est vérifiée.

b. Supposons qu’il existe une autre formule de quadrature élémentaire à pn`1q points distincts dans
r´1, 1s

S̃npgq
def
“ 2

n
ÿ

i“0

w̃igpt̃iq

ayant pour degré d’exactitude p2n ` 1q précisement. D’après la Q. 2, on a donc

@i P v0, nw, w̃i “
1

2

ż 1

´1

L̃iptqdt, où L̃iptq
def
“

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

.

Notons π̃nptq “
śn

i“0pt ´ t̃iq. Comme Sn et S̃n ont pour degré d’exactitude p2n ` 1q précisement,
on déduit de (19) avec m “ n ` 1, que

ż 1

´1

πnptqQptqdt “

ż 1

´1

π̃nptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs

Le polynôme R “ πn ´ π̃n est dans RnrXs car les polynômes πn et π̃n de Rn`1rXs sont unitaires.
On a alors

ż 1

´1

RptqQptqdt “ 0, @Q P RnrXs

En choisissant Q “ R, on obtient
ż 1

´1

R2ptqdt “ 0

ce qui entraine R “ 0 et donc les points pt̃iq
n
i“0 et ptiq

n
i“0 sont identiques à une permutation des

indices près, c’est à dire
t̃σpiq “ ti, @i P v0, nw.

On a alors w̃σpiq “ wi, @i P v0, nw et

S̃npgq
def
“ 2

n
ÿ

i“0

w̃igpt̃iq “ 2
n

ÿ

i“0

w̃σpiqgpt̃σpiq “ 2
n

ÿ

i“0

wigptiq “ Snpgq.
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R. 4 a. Démontrons l’équivalence
ñ Soit i P v0, nw. On a L‹

i P RnrXs. Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré
d’exactitude n au moins et donc on a

QnpL‹
i , a, bq

hyp
“

ż b

a

L‹
i pxqdx.

Or comme L‹
i pxjq “ δi,j , @j P v0, nw, on a

QnpL‹
i , a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

w‹
jL

‹
i pxjq “ pb ´ aqw‹

i .

Ce qui donne

w‹
i “

1

b ´ a

ż b

a

L‹
i pxqdx.

ð Par hypothèse, les poids pw‹
i qni“0 étant donnés par (22), La formule de quadrature s’écrit

Qnpf, a, bq
hyp
“

n
ÿ

i“0

fpxiq

ż b

a

L‹
i pxqdx.

Soit P P RnrXs. Par unicité du polynôme d’interpolation de Lagrange, on a P “ LnpP q et
ż b

a

Ppxqdx “

ż b

a

LnpP qpxqdx

“

ż b

a

n
ÿ

i“0

L‹
i pxqPpxiqdx

“

n
ÿ

i“0

Ppxiq

ż b

a

L‹
i pxqdx

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

w‹
iPpxiq “ QnpP, a, bq.

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynômes de degré n au moins.
b. Il suffit pour celà de démontrer que

1

b ´ a

ż b

a

L‹
i pxqdx “

1

2

ż 1

´1

Liptqdt. (R1)

On utilise le changement de variable

x “ φptq “
a ` b

2
`

b ´ a

2
t

ce qui correspond bien à xi “ φptiq, @i P v0, nw. On a alors
ż b

a

L‹
i pxqdx “

ż φ´1
pbq

φ´1paq

L‹
i ˝φptqφ1ptqdt

“
b ´ a

2

ż 1

´1

L‹
i ˝φptqdt.

et

L‹
i ˝φptq “

n
ź

j“0
j‰i

φptq ´ xj

xi ´ xj

“

n
ź

j“0
j‰i

φptq ´ φptjq

φptiq ´ φptjq

“

n
ź

j“0
j‰i

`

a`b
2 ` b´a

2 t
˘

´
`

a`b
2 ` b´a

2 tj
˘

`

a`b
2 ` b´a

2 ti
˘

´
`

a`b
2 ` b´a

2 tj
˘

“

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

“ Liptq.
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ce qui donne (R1).

R. 5 Soit P P R2n`1rXs. Avec le changement de variable x “ φptq “
a ` b

2
`

b ´ a

2
t, on obtient

ż b

a

Ppxqdx “

ż φ´1
pbq

φ´1paq

P ˝φptqφ1ptqdt

“
b ´ a

2

ż 1

´1

P ˝φptqdt. (R2)

et

QnpP, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

w‹
iPpxiq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpφptqiq

“
b ´ a

2
SnpP ˝φq (R3)

Comme φ P R1rXs, on a P ˝φ P R2n`1rXs. 1 La formule de quadrature Sn étant de degré d’exactitue
2n ` 1, on a alors

SnpP ˝φq “

ż 1

´1

P ˝φptqdt.

On en déduit en utilisant (R2)
ż b

a

Ppxqdx “
b ´ a

2
SnpP ˝φq

puis en utilisant (R3)
ż b

a

Ppxqdx “ QnpP, a, bq.

La formule de quadrature élémentaire Qn est donc de degré d’exactitude 2n ` 1.
Par l’absurde on peut démontrer que Qn n’est pas de degré d’exactitude 2n ` 2 car sinon Sn serait aussi
de degré d’exactitude 2n ` 2.
Par l’absurde on peut démontrer que Qn est unique car sinon Sn ne serait pas unique.

˛

1. Rappel : Soient P P RprXs et Q P RqrXs, alors P ˝Q P RpqrXs.
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