s

Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Chapitre 5: Intégration

EXERCICE 1 ]

Soient (z;)?_, (n + 1) points donneés et distincts 2 & 2 d’un intervalle [a,b] (@ < b). Ecrire une fonction
algorithmique WercHTSFrROMPOINTS permettant de déterminer les poids (w;)?, de telle sorte que la
formule de quadrature élémentaire associée soit de degré d’exactitude n au moins en s’inspirant de résul-
tats obtenus dans la démonstration de la Proposition [5.7 On pourra utiliser la fonction algorithmique
z <« Sowvi(A,b) permettant de résoudre le systéme linéaire Az = b.

Correction Nous avons vu, dans la Proposition[5.7} que pour avoir une formule de quadrature élémentaire
de degré d’exactitude n, il est nécessaire et suffisant que les (n+1) poids (w;)?_, soient solution du systéme
linéaire suivant:

1 1 1 wo b2— a
b“—a
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b—a)| . . ) =
n n n prtl_gn+l
To T Tn/ \Wn TS

Algorithme 1 Fonction WeicHTsFromPoinTs retournant le tableau des poids w associé & un tableau
de points & donnés (points 2 & 2 distincts) appartenant & un intervalle [a, b].

Données : =z :  tableau de R™*! contenant (n + 1) points distincts deux a deux
dans un intervalle [a,b] avec la convention
.'l:(Z) =x;_1, VI € [1,71 + 1ﬂ
a, b : deux réels, a <b.
Résultat : w : vecteur de R"™! avec w(i) = w;_1, Vi€ [1,n + 1]

1: Fonction w «— WeicursFromPoints (2, a,b)

2 b Oyi1

3 A« On+1,n+1

4 Pour i <— 1 a n + 1 faire

5: Pour j — 1 an+1 faire

6 AGi.j) < 2(j)" (i = 1)

7 Fin Pour

8: b(i) « (b%i—a”i)/(i* (b—a))
9: Fin Pour

10:  w <« Sowe(A,b)
11: Fin Fonction

EXERCICE 2

Soient (x;)_, des points distincts 2 & 2 de l'intervalle [a, b] vérifiant

[ n—i b
Vie [0,n], = +2$ =a; .




On note L; € R,[X], 7 € [0,n] les (n + 1) polyndmes de base de Lagrange définis par

.’t—ZL'j

Li(x) =[] .
j=0
J#i

i T

et vérifiant L;(z;) = 8, ;, V(i,J) € [0,n]?
Q. 1 Soiti e [0,n]. Montrer que

Ve e R, Li((a +b) —x) = Ly_;(z).

Q. 2 Soient (w;)!, définis par

1 b
w; J Li(t)dt, Vie [0,n]

T b—a o

Montrer que l'on a alors
Vie[0,n], w;=wn_;
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Correction

R. 1 Soit ¢ € [0,n]. On note p(z) = (a + b) —  le polynome de degré 1 et P = L; o ¢ le polynome de
R, [X] (la composé de 2 polynomes est de degré le produit des degrés des 2 polyndmes).
On a

Vje[0,n], z,—;=(a+b)—x,

et

= On—ij-

1, sii=n—j 1, sij=n—1
P(z;) = Li((a + b) — x;) = Li(zn—;) = Sin—j = { = {

0, sinon 0, sinon

C’est a dire
VJ € [[O,Tl]], P(JIJ) = 5n—i,j-

Or L,—; est l'unique polynéme de R, [X] vérifiant la relation précédente dont P = L,_; (voir Exer-

cice page .

R. 2 Soit i € [0,n]. On note t = ¢(z) = (a + b) — z le changement de variable affine. On a alors

o (t)=(a+b)—tet
bia Jb La()dt

1

w; =

Jwb) (@) (2)
= L;op(x)¢' (x)dt
b=a o

S J Li((a+b) — )(~1)dz

b—a b

1 b
i — Li((a +b) — z)dx

a

1 b
=3 J L,—;(x)dx d’aprés la question précédente
—a

= Wn—j-

a



EXERCICE 3

Q. 1 Ecrire une fonction algorithmique WEIGHTSPOINTSNC'  retournant les (n + 1) points et les (n + 1)
poids de la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes & (n + 1) points.

Q. 2 Ecrire une fonction algorithmique QUADELEMNC retournant la valeur de Q,,(f,a,b) correpondant
a la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points. o
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Correction

Algorithme 2 Fonction WEIcHTSPOINTSNC retournant le tableau de points £ donnés correspondant a
la discrétisation réguliére intervalle [a, b]. et le tableau des poids w associé & un

Données : a, b : deux réels, a < b,
n : nelN*.
Résultat : z : vecteur de R""! avec z(i) = z;_1, Vi€ [1,n + 1]
et z;1 =a+ (i —1)h, h=(b—a)/n,
w :  vecteur de R" ™! avec w(i) = w;_1, Vie [1,n + 1]

R. 1 1 Fonction [z,w] <« WeicutsPoiNntsNC ( a,b,n )
22 x<—a:(b—a)/n:b
3:  w < WEIGHTSFROMPOINTS(Z, a, b)
4: Fin Fonction

R. 2 On a de maniére générique I’algorithme suivant:

Algorithme 3 Fonction QuapELEMGEN retourne la valeur de I = (b —a) 37, w; f(x;).

Données : f :une fonction définie de [a,b] dans R,
a,b : deux réels avec a < b
T : vecteur de R"*! contenant (n + 1) points distincts deux a deux

dans un intervalle [a, b] avec la convention
2?(2) = Ti—1, Vi e [[1,71 + 1]

w : vecteur de R"*! tel que w(i) = w;_1, Vi€ [1,n + 1]

Résultat : I : un réel

1: Fonction I «— QuapELemGeN ( f,a,b,z,w )

22 I<0

3:  Pour i < 1 a Lencru(z) faire

4: I—T+w(i)= f(z()

5 Fin Pour

6: IT—(b—a)=I

7: Fin Fonction

On peut noter que si 'on dispose de la fonction s « Dot(u,v) correpondant au produit scalaire de deux
vecteurs du méme espace alors on a directement

I« (b—a)=*Dor(w, f(z)).



Algorithme 4 Fonction QuapELEMGEN retourne la valeur de I = (b—a) Z?:O w; f(z;) ot les poids w;
et les points x; sont ceux définis par la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes

Données : f . une fonction définie de [a,b] dans R,
a,b : deux réels avec a < b,
n : nelN*

Résultat : I : un réel

1: Fonction I « QuapELEMNC ( f,a,b,n )
2:  [z,w] « WricnTsPointsNC(a, b, n)

3: I < QUuADELEMGEN(S, a, b, z,w)

4: Fin Fonction

EXERCICE 4

Q. 1 Déterminer les points to, t1 de Uintervalle [—1, 1] et les poids wo, wy tel que la formule de quadrature

f g(t)dt ~ 2 wig(t)
-1 i=0

soit de degré d’exactitude 3. o

Q. 2 En déduire une formule de quadrature pour le calcul de SZ f(z)dzx qui soit de degré d’exactitude 3.
a

Correction

R. 1 D’aprés la Proposition si tg et ¢1 sont distincts et dans lintervalle [—1, 1] alors avec

1 (' t—t 1Y t—t
wosz 1dtetw1=ff 7Odt
1 to—tl 2 1 tl—to

la formule de quadrature est de degré d’exactitude 1.
Pour déterminer les points ¢y et t1, on utilise la Proposition (degré maximal d’exactitude) avec
m =mn+ 1 =2: la formule de quadrature est de degré 2n + 1 = 3 ssi

1
j m(OQ(E)d = 0,%Q & Ry[X]
-1
avec 71 (t) = (¢t — to)(t — t1). Par linéarité ceci est équivalent a
1
f m (t)thdt = 0,Vk € [0,1]
-1

c’est a dire . .
f T (t)dt = 0 et J m (t)tdt = 0.
-1 -1

Or on a
1 1 2
J 7y (t)dt = f t2 — (to + t1)t + totdt = 3 + 2ot
-1 -1



et
1 1
2
J Wl(t)tdt = J- 3 — (to + tl)tz + tot1tdt = —g(to + tl).
-1 1

On est amené a résoudre le systéme non linéaire
1 2
tot; = —= et — =(to+1t1) =0
ot = —3 5(to+t1)

ce qui donne tg = —/(3)/3 et t; = 1/(3)/3.

Il reste a calculer wg et wy. On a

1{1 t—\/(g)/?,dt_ 1Y —/(3)/3 gt = 1/2

wo = =<

2) —2B)3 2).—2B3)3
et
L teVeB, 1 VOB
= 2L NC A RN

La formule de quadrature

est donc d’ordre 3.

LH’+

R. 2 On effectue le changement de variable z = ¢(t) = 43 1’77‘175 en appliquant la Proposition

(changement de variable affine) pour obtenir que
1 1
(b—a) §f($0) + if(xl)

est une formule de quadrature approchant SZ f(x)dx avec un degré d’exactitude de 3 ot xzg = ¢(tg) et
1 = @(t1).

[ EXERCICE 5

L’objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de Gauss-
Legendre a (n + 1) points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n + 1) points sur [—1, 1] est
donnée par

1 n
f g(t)dt ~ 2 wig(t:)
-1 i=0
ou les (t;)"_, sont les n + 1 racines du polynéme de Legendre P, 1(t). Cette formule & pour degré

d’exactitude 2n + 1.
Soient (P, Q) = Sl_l P(¢)Q(t)dt le produit scalaire sur R[X] et |P| = (P, P>1/2 la norme associée.

Soit M,, le polynome de Legendre normalisé de degré (n + 1), M,, = HgnH' On utilisera les résultats sur
les polynémes de Legendre rappelés en cours.
Q. 1 Montrer que

Cn41Mps1(t) = tM,, () — e, M, —1(t), n>1 (1)

avec

1 3 [ n?
Mo(t) = \/;, Ml(t) = \/;t et Cp = m



On définit le vecteur M (t) de R" ™! par

Q. 2 Montrer que l’on a

tM(t) = AM(t) + Cn+1Mn+1(t)en+1 (2)
ot l’on explictera la matrice tridiagonale A € My 11(R) en fonction des coefficients cy, ..., cn. Le vecteur
ent+1 6tant le (n + 1)-éme vecteur de la base canonique de R 1. o

Q. 3 En déduire que les (n + 1) racines distinctes de My 41 € R, 11[X] sont les (n + 1) valeurs propres

de A. o
Q. 4 Montrer que
2 Z ’wkMi(tk)Mj(tk) = (Si,j, V(Z,j) € [O,TL}F (3)
k=0
Oﬂéi’j=07 sz’z';éjet(?i,i:l. [u

On note W € M,,;+1(R) la matrice diagonale, de diagonale (wy,...,w,) et P € M, +1(R) la matrice
définie par Pi+1’j+1 = Mj(ti), V(Z,j) € [[O,n]]2.

Q. 5 a. Montrer que 2P*WP = 1.
b. En déduire que W1 = 2PP?,
c. En déduire que wi =237, (Mg (t:))?, Vi € [0,n].

a

On suppose que 'on dispose de la fonction algorithmique ric(A) retournant l’ensemble des valeurs
propres d’une matrice symétrique A € M,,11(R) dans l'ordre croissant sous la forme d’un vecteur de
R,

Q. 6  a. Ecrire la fonction [t,w] < GaussLEGENDRE(n) retournant le tableau des pointst et le tableau
des poids w en utilisant les résultats obtenus dans cet exercice.

b. Ecrire la fonction I «— QuaDELEMGAUSSLEGENDRE(f,a,b,n) retournant une approximation de

SZ f(@)dx en utilisant la formule de quadrature de Gauss-Legendre o (n + 1) points sur Uintervalle
[a,b].

a

Correction

R. 1 Par définition, on a M,, = HIPD—"” et

2
n+1

IP]* = (Pr, Py = L P, ()P, (t)dx =

M, — /2n2+ 1Pn~

De plus, par la formule de récurrence de Bonnet, on obtient

Mo(t) = \/g et Ml(t) = gt

On en déduit que




ainsi que, Vn > 1,

D) ) 2
/M - Dy =2 tM, () — ny | M,_
(n+ D5 g Mera(t) = @t Dy 27 M () = my [ 5r= g Moy

2
—M,,_1
2n —1

=4/22n + DtM,(t) — n

En multipliant cette équation par , /m, on a

2 1 2 1
(4 D\ 2053\ 2 1y Mot () = Ma(8) = [ 5o [ 5 5y Mo
2 1 _ n2 -
"Von—1\l22n+ D) N @n-D@n+1) ™
2 1 (n+1) _
4\ 57 3\/2(2n +1) \/(2(n +)-D@m+1)+1)

ce qui démontre le résultat voulu.

Oron a

et

R. 2 On déduit de la question précédente que

tMo(t) = \/gt = ClMl(t)

tMi(t) = CiMi_l(t) + Ci+1Mi+1(t), Vi e [[l,n]]

et

Ces (n + 1) équations peuvent s’écrire matriciellement sous la forme

My (t) 0 ¢ 0 ... ... 0 My (t) 0
Ml(t) C1 0 Co 0 ‘e 0 Ml(t) :
t = 0 +
: : AP i 0 : :
M1 () 0 ... 0 ¢y 0 cn || Muoi(t) 0
M, (t) 0O ... ... 0 e, O M, () Crs1 M (1)

= AM(t) + Cn+1Mn+1(t)en+1.

R. 3 Le polynome de Legendre P,,,1 € R;,41[X] admet (n + 1) racines simples distinctes dans | — 1,1
notées (t;)™_ . (voir rappels) Donc le polynéme de Legendre normalisé M, 1 € R,41[X] a les mémes
racines et on déduit de la question précédente que

Comme les (n+1) racines de P,, ;1 séparent strictement les n racines de P,, (voir rappels), alors P, (¢;) # 0
et donc M, (¢;) # 0. On en déduit que le vecteur M (t;) est non nul et,

Vie [0,n], (t;,M(t;)) est un mode propre de A.

On peut noter que A est symétrique et donc ses valeurs propres sont réelles.
Les (n + 1) valeurs propres de la matrice A sont les (n + 1) racines de P, 11, et donc les (n + 1) points de
la formule de quadrature de Gauss-Legendre.



R. 4 Par construction, on a

1
| Mo 0z = 825, (0. 5) € [0,
-1
On a M; € R;[X] et M; € R;[X], ce qui donne M;M; € R;;[X] avec i + j < 2n. Or la formule de

quadrature de Gauss-Legendre a (n + 1) points a pour degré d’exactitude 2n + 1, elle est donc exacte
pour le polyndéme M;M;. On en déduit alors

5 f ML (OM ()t = 2 3w M (1M (1), V(i)  [0,n]

k=0
R. 5 a. Soit (i,5) € [1,n + 1] on a
n+1
(P*WP); ; = > (P®)i k(WP)x
k=1
n+1
= > Pri(WP)
k=1
et, comme W est diagonale,
n+1
(WP)kj = > Wi iPrj = Wi kP ;.
=1
On obtient donc
n+1 n+1
(P*WP);; = > PraWikPrj = Y wieaMioy (tk—1)Mj_1 (tr1).
k=1 k=1

En utilisant la relation démontré dans la question précédente, on a

1 1
(P*WP), ; = 30i-1-1 = 50i;
c’est a dire .
P*WP = =1
2

et on en déduit que P et W sont inversibles .
b. A partir de P*WP = 11, on déduit
21 = (P*WP) ™' = 21 = Ptwt (P)
En multipliant par P a gauche et par P* & droite, on obtient
Wt = 2PPt,

c. Comme la matrice W est diagonale inversible, son inverse est diagonale et on a

1
W) = =— Vie|l 1].
( )172 Wi,i wi—l’ Ze[[ ,n+ ﬂ

On a donc




R.

6 a. Les (n+ 1) points (¢)", de la méthode de quadrature de Gauss-Legendre sur [—1, 1], sont
les racines du polynome de Legendre P, de degré n + 1. Pour les calculer, on va utiliser le fait
que ce sont les valeurs propres de la matrice symétrique A € M,,+1(R)

0 C1 0 0
C1 0 Co 0 0
0 .

0
0 0 co1 0 ¢y
0 0 ¢, O

avec ¢ = 4k2 7, Vk >

Pour calculer les poids (wi)i=0a on va utiliser la formule
1 S 2\
— =2 My (t;))", Vie [0,
o =2 2 00 (), vie 0]

conjointement avec la formule de récurrence

1

Mk(t) = a(th_l(t) — Ck»_le_Q(t))7 ]{7 2 avec MO \/7 M1 \/7

Algorithme 5 Fonction GAussLEGENDRE retournant le tableau des points t et le tableau des poids w

Données: n : nelN
Résultat : t : vecteur de R"™! avec t(i) = t;_1, Vie [1,n + 1]
w :  vecteur de R"*! avec w(i) = w;_1, Vi€ [1,n + 1]
1: Fonction [t,w] « GaussLEGENDRE (n )
2. ¢« 0,
3 A«— on+1,n+1
4: Pour k < 1 an faire
5: c(k) < sqrr(k?/(4 % k"2 — 1))
6 Alk,k+1) —e(k)
7 Ak +1,k) —e(k)
8 Fin Pour
9:  t <« r1c(A)
10: Pour i<« 1 an + 1 faire
11: MO — sqrr(1/2)
12: M1 < sqrr(3/2) #t(4)
13: S «— M0"2+ M1"2
14: Pour k < 2 a n faire
15: M «— (1/e(k)) = (M1 =t(i) —e(k — 1) = MO)
16: S—S+M"2
17: MO — M1
18: M1 — M
19: Fin Pour
20: w(i) «— 1/(2*.5)
21:  Fin Pour
22: Fin Fonction

b. On va utiliser la formule

(b—a) Zwlfxl

avec ; = 4P 4+ b=4¢; ot les points (¢;)7, et les poids (w;)_, sont ceux de la méthode de quadrature
de Gauss- Legendre sur [—1,1].



Algorithme 6 Fonction QUADELEMGAUSSLEGENDRE retournant une approximation de SZ f(z)dz en
utilisant la formule de quadrature de Gauss-Legendre a n + 1 points sur Uintervalle [a, b].

Données : f :une fonction de [a,b] & valeurs réels
a,b : deuxréels aveca < b
n : nelN
Résultat : I : un réel
1: Fonction I «— QuabpELeEMGAUssLeGeENDRE ( f,a,b,n )
2:  [t,w] < GAUSSLEGENDRE(n)
3 I<+<0
4: Pouri<—1an+1 faire
5: IT—T+w@) =f((a+b)/2+ (b—a)/2=t(i))
6: Fin Pour
7 T—(b—a)=I
8: Fin Fonction

[ EXERCICE 6 ]

Ecrire une fonction algorithmique QuapSimpson retournant une approximation de l'intégrale d’une
fonction f sur 'intervalle [«, 5] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant
le nombre d’appels a la fonction f. On rappelle que la formule élémentaire de Simpson est donnée par

defb a+b

Qa(9,a,b) £ =2 (g(a) +4g(=5—) +9(b)).

Correction En notant m; = %_;ﬁ le point milieu de l'intervalle [oj_1, e;], on obtient

i _h
x ,Qo1,05) = — (aj—1) +4f(mj) + floy
jfdzj ~ Yo XU 4f(my) + f(ay))

E

CTJ

>

k k—1
<4Zf(mj)+f(ao)+22 f(Oéj)Jrf(Oék)) (4)

i=1 =1

10



Algorithme 7 Fonction QuapSimpsoN retourne une approximation de I'intégrale d’une fonction f sur
lintervalle [a, 8] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant le nombre
d’appels a la fonction f.

Données : f :  une fonction définie de [alpha, beta] dans R,
alpha,beta : deux réels avec alpha < beta,
k : nelN*

Résultat : I : un réel

1: Fonction I «— QuapSwirson ( f,alpha,beta, k)
2:  h <« (beta — alpha)/k

3: &« < alpha : h: beta

4. m < alpha + h/2: h : beta

k
5 S <0 > Calcul de Z f(m;)
j=1
6: Pour j «— 1 a k faire
7: S — S+ f(m(j))
8:  Fin Pour
9: I —4x%5S
k—1 k
10 S0 > Calcul de Z flag) = > flz;)
Jj=1 Jj=2

11:  Pour j < 2 a k faire

12: S — S+ fx(4))

13:  Fin Pour

140 T —(h/6)«(I+2+S+ f(x(1)) + flx(k+1)))
15: Fin Fonction

11



