Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Chapitre 4: Interpolation

[ EXERCICE 1 ]

Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (%4, Yi)ieto.n]» tels que les z; sont distincts deux a deux. On note
Q.1 a. Soit i € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; de degré n vérifiant

Li(x;) = 0i5, Vj € [0, n]. W

b. Montrer que les (L;)ie[o,n] forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polynémes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n).
o

On défini le polynome P,, par
n
Pol@) = ) piLa(e). @
=0

Q. 2 Montrer que polynéme P,, est l'unique polynome de degré au plus n vérifiant P, (x;) = y;, Vi € [1,n].
o

Correction
R. 1 a. De (1), on déduit que les n points distincts x; pour j € [0,n]\{4} sont les n zéros du polynéme

L; de degré n : il s’écrit donc sous la forme

Li(x) =C H(‘L — ;) avec Ce R
j=0
J#i

Pour déterminer la constante C, on utilise (1) avec j =i
n
Li(w:) =1=C[[(@i—=)
j=0
J#i

Les points z; sont distincts deux a deux, on a [ [j-o(z; — ;) # 0 et donc

J#i
1
C = Tm . N
j=o(i — )
J#i
d’ou ”
Tr—T; .
Lite) =] ﬁ Vi € [0,n]. 3)
j=0
J#i

Il reste & démontrer I'unicité. On suppose qu’il existe L; et U; deux polyndémes de R, [X] vérifiant
(1). Alors Q; = L; — U; est polynoéme de degré n (au plus) admettant n + 1 zéros distincts, c’est
donc le polynome nul et on a nécessairement L; = U;.

b. On sait que dimR,[X] = n + 1. Pour que les {L;}
démontrer qu'ils sont linéairement indépendants.
Soit Ag, -+, An n + 1 scalaires. Montrons pour cela que

) forment une base de R, [X] il suffit de

i€[0,n’

n
DINLi=0 = X\ =0, Vie[0,n]
i=1
Noter que la premiére égalité est dans I'espace vectoriel R, [X] et donc le 0 est pris au sens polynome
nul.
On a
n n
DINLi=0 <= > ALi(z) =0, ¥re R
i=1 i=1

Soit k € [0,n]. En choisissant * = @, on a par (1) Y7 ; \iLi(zx) = A et donc

DANLi=0 = Y ALi(wx) =0, Vke [0,n] <« A =0, ¥ke[0,n].

i=1 i=1

Les {L;}

ie[0,n] SOnt donc linéairement indépendants.

R. 2 Par construction P, € R,[X] et on a, Vj € [0,n]*,

ef

Po(z;) yiLi(z;)

I
‘.MS

Il
=3

yidi,; par (1)
0

= Yj-

Il
‘.M:

Pour demontrer I'unicité, on propose ici deux méthodes

e On note P, et P, deux polynomes de R,[X] vérifiant (1). Le polynome Q = P, — P}, appartient
aussi a R, [X] et il vérifie, Vi € [0,n],

Q(xi) = Pa(xi) — Py(z;) = 0.

Les n + 1 points x; étant distincts, ce sont donc n + 1 racines distinctes du polynéme Q. Or tout
polynéme de degré n admet au plus n racines disctinctes?. On en déduit que le seul polynome de
degré au plus n admettant n + 1 racines distinctes est le polynéme nulle et donc P, = Py,

¢’est 'unique polynéme de degré au plus n vérifiant (2) car la décomposition dans la base {L1}1e|[0 al
est unique.

EXERCICE 2

Ecrire la fonction Lacrance permettant de calculer P, (polynome d’interpolation de Lagrange associé
aux n + 1 points (2, ¥i)iefo,n])) au point ¢t € R.

Correction
But : Calculer le polynome P, (t) définit par (4.4)
Données : X : vecteur/tableau de R"*!, X (i) = z;_1 Vie [L,n+ 1] et
X (i) # X(j) pour i # j,
Y : vecteur/tableau de R"*1, Y (i) = y;—1 Vie [1,n+ 1],
t : unréel
Résultat : y : leréel y = Py(t).

1A noter le choix de l'indice j. Que doit-on faire dans ce qui suit si 'on choisi i comme indice?
2Le théoréme de d’Alembert-Gauss affirme que tout polynéome a coefficients complexes de degré n admet n racines
complexes qui ne sont pas nécessairement distinctes




Algorithme 1 Algorithme 1

n+1 Ly—0
[ Caleul de y = Pn(t Z Y(@)Lia ‘)]'\\ﬁ 2: Pour i < 1 an + 1 faire
L 3y y+Y(@)*Lia(t)
4

: Fin Pour

Algorithme 1 Algorithme 1
1:y<—0 1. y<—0
2: Pour i < 1 an + 1 faire 2: Pour i < 1 an+ 1 faire
3: vyt Y@ Lin® n+1
4: Fin Pour 3:
(R H X0 ) =
7#1

4| y—y+Y(@)xL
5. Fin Pour

Algorithme 1 Algorithme 1

1. y<—0 1. y<—0
2: Pour i < 1 4 n + 1 faire 2: Pour i < 1 a n+ 1 faire

nt1

L1

Pour j«— lan+1,(j ~=1) faire
L Let— X(N/AXG) - X()

Fin Pour

3:
4 y—y+Y(@)=xL
5: Fin Pour

i
3 @ f‘flt‘? 4

y—y+Y()xL
8: Fin Pour

On obtient alors Ialgorithme final

Algorithme 1 Fonction Lacrance permettant de calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange
Py (z) déefinit par (4.4)

Données : X : vecteur/tableau de R"*1, X (i) = ;1 Vie [I,n+ 1] et
X (i) # X (j) pour @ # j,
Y : vecteur/tableau de R, Y (i) = y;_y Vie [1,n + 1],
t : un réel.
Résultat : y : leréel y = P,(t).
1: Fonction y < Lacrance (t,X,Y)
2 y<—0
3:  Pour i« 1an+1 faire
4 L1
5: Pour j —1lan+1, (j ~=1) faire
6 L — L= (t—X(4)/(X(@) - X(5))
k¢ Fin Pour
8 ye—y+Y(i)xL
9:  Fin Pour

10:  returny
11: Fin Fonction

[ EXERCICE 3 ]

Soit f € C"*([a; b]; R). Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (z;, Yi)ielo,n]» tels que les z; sont distincts
deux a deux et y; = f(TL).

On note par Py, le polynome d’interpolation de Lagrange associé aux points (2, ¥i)ie[o,n] €t 7 le polynome
de degré n + 1 défini par

(z — i) 4)

mn(7) =

—

i=0

Q. 1 Montrer que, Vx € [a;b], il existe &, appartenant au plus petit intervalle fermé contenant x, xo, . .., Ty,
tel que
()

). )

f('L) —Pu(2)
(z)

f@) = Pu(x) =

Indication : Etudier les zéros de la fonction F(t) = f(t) — Pp(t) — n(t). o

n
Correction

R. 1 S’il existe i € [0,n] tel que = x; alors 'équation (5) est immédiatement vérifice.
Soit x € [a,b] distinct de tous les z;. Comme f € C"*!([a;b];R), P, € R,[X] et m, € Rp41[X], on en

déduit que la fonction F' est dans C"*'([a;b]; R). La fonction F/ admet aussi n + 2 zéros : x,xo, -, Tn.
On note fa[ro]l, e ,{QJHQ ces n + 2 zéros ordonnés ££0]1 - < 51 nio- La fonction F' étant continue sur

[a,b] et dérivable sur la, b[, le théoréme de Rolle dit qu’entre deux zéros consécutifs de F, il existe au
moins un zéro de F' = F(M. Plus précisemment on a

Vie[1,n+1], ,,z E]f;)} EI z+1[ tels que F(l)(fa[pl_b =0
et on en déduit que la fonction F() admet n + 1 zéros §£1]1 §[I]+ et 'on a E < 57[[1]1 <<

fa[rll,ﬂ < {r neo- 11 faut noter la dépendance en z des zéros de F’ d’ou la notation un peu "lourde".

Montrons par récurrence finie que (Py) est vraie pour tout k € [1,n + 1]

(Pr) : Hg[k] ie[l,n+2—k], fa[ro]l < fa[ﬂ << §[k] o < {E?LH tels que F(k)(fa[:]) =0

2,0 x,n42—

Initialisation : Pour k = 1, la preuve a déja été faites.

Hérédité : Soit 1 <k —1 < n+ 1, on suppose (Py_1) vérifiée. La fonction F*=1) gtant continue sur
[a,b] et dérivable sur |a,b[, le théoréme de Rolle dit qu’entre deux zéros consécutifs de F(*=1) il
existe au moins un zéro de F(®). Par hypothése F(*~1) admet n + 2 — (k — 1) zéros vérifiant

fl<ediM< <l (k-1) < s

La fonction F*~1) est continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[ puisque F € C"*'([a;b];R). Par
application du théoréme de Rolle, entre deux zéros de F(*~1 il existe au moins un zéro de F*),
Plus précisemment pour tout i € [1,n + 2 — k] on a

x,i+1

3 it el p® el — g

De plus, par construction, 1] < € <+ < €., , < €, ot done (Py) st vrae.

Avec k = n + 1 on obtient
(Pas1) = 3 )l el) Ll tel que PO ()

z,10 Son+2

et donc

z)—P
0= FOD (el = fomen el —pgran el - S0 = Pal®) g el

Comme P,, € R,[X], on a P+ = 0. De plus m, € R,11[X], et comme 7,(z) = 2"+ + Q(z) avec
Q € R,[X] (i.e. son monone de puissance n + 1 & pour coefficient 1) on obtient 7T("+1)(x) =(n+1)! On
a alors

f(x)

77(:(5’;(1) (n+1)!

FoD (el =




EXERCICE 4

Soient (24, Yi, 2i)iefo,n] 7 + 1 triplets de R3, oul les z; sont des points distincts deux a deux de Iintervalle

[a,b]. Le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté Hy,, associé aux n+1 triplets (x4, ¥s, i )ie[o,n]»

est défini par
Hy(z;) =y et H(;) = 2z, Vie[0,n] (6)

Q. 1 Quel est a priori le degré de H,, ? a
On défini le polynéme P,, par
n n
Po(x) = Y yidi(z) + Y, zBi(x) ™
i=0 i=0
avec, pour i € [0,n], A; et B; polynomes de degré au plus 2n + 1 indépendants des valeurs y; et z;.
Q. 2 a. Déterminer des conditions suffisantes sur A; et B; pour que P,, vérifie (6).

b. En déduire les expressions de A; et B; en fonction de L; et de Li(xz;) ot

o

Q. 3 Démontrer qu’il existe un unique polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite de degré au plus
2n + 1 défini par (6). o

Correction

R. 1 On a 2n + 2 équations, donc a priori H,, est de degré 2n + 1.

R. 2 a. D’aprés (7) on a pour tout j € [0,n]
Pr(a;) = Z yidi(z;) + Z % Bi(x;)
i=0 i=0

Pour avoir P, (x;) = y; il suffit d’avoir
Ai(zj) = d;ij et Bi(z;) =0, Viel[0,n]. (8)
De méme, on a
n n
Pr(w;) = D widj(ws) + Y 2B ()
i=0 i=0
et donc pour avoir P/, (z;) = z; il suffit d’avoir
Al(z;) =0 et Bi(z;)=d;;, Vie[0,n]. 9)
b. Soit i € [0,n]. On commence par déterminer le polynéme A; € Roy,41[X] vérifiant
Ai(zj) =6;; et Al(x;) =0, Vje[0,n].

Les points () je[o,n]\(i} sont racines doubles de A;. Le polynome L; € R,[X] admet les mémes
racines (simples) que A4; et donc L? € Ro,[X] admet les mémes racines doubles que A;. On peut
alors écrire

Ai(x) = a;(x)Li(x) avec a;(z) € Ry[X].

o

R. 3

dém.

dém.

11 reste a déterminer le polynéme «;. Or on a
Ai(z;) =1 et Aj(z;) =0.
Comme L;(z;) = 1, on obtient
Ai(i) = i) L3 (25) = (i) = 1

ot
’ Al(m;) = (i) LY () + 200 (w:) Ly (3) L (@) = o (w3) + 20(xi) L (w;) = 0

c’est a dire
ai(z;) =1 et of(z;) = —2L}(x;).

Comme a; est un polynéme de degré 1 on en déduit
a;(z) =1 —2L5(z;)(x — ;)
et donc
Aj() = (1= 2Lj(wi) (x — ) L (). (10)
On détermine ensuite le polynome B; € Ra,41[X| vérifiant

Bi(z;) =0 et Bi(z;) =6 Vjel[0,n].

Les points () jefo,n]\(i} sont racines doubles de B; et le point x; est racine simple. Le polynome
L? € Ry, [X] admet les mémes racines doubles. On peut alors écrire

B;(z) = C(x — x;)L¥(x) avec C' € R.
1l reste a déterminer la constante C. Or L;(z;) = 1 et comme Bj(x;) = 1 on obtient
Bj(x;) = CL(x;) + 20 (2 — a;) Li(a;) Li(z;) = C =1
ce qui donne
Bi(x) = (& — ;) L} (x). (11)

On vient de démontrer 1'existence en construisant un polynome de degré 2n + 1 vérifiant (6).

Deux démonstrations pour I'unicité sont proposées (la deuxiéme donne aussi l'existence).

1: Soient P et Q deux polynomes de Ry,41[X]| vérifiant (6). Le polynome R = P — Q € Ry, 41[X]
admet alors n + 1 racines doubles distinctes :(zg, -+ , ;). Or le seul polynéme de Ra,41[X] ayant
n + 1 racines doubles est le polynéme nul et donc R =0, i.e. P = Q.

2: Soit @ : Ry, 1[X] — R?"+2 définie par
VP € Rop1[X], @(P) = (P(x0), - ,P(zn),P'(x0), -+, P'(xp)).

L’existence et 'unicité du polynéme H,, est équivalente a la bijectivité de Papplication ®. Or celle-ci
est une application linéaire entre deux espaces de dimension 2n + 2. Elle est donc bijective si et
seulement si elle injective (ou surjective). Pour vérifier 'injectivité de @ il est nécessaire et suffisant
de vérifier que son noyau est réduit au polynéme nul.

Soit P € ker @. On a alors ®(P) = 02,12 et donc (xo,- - - ,x,) sont n + 1 racines doubles distinctes
de P. Or le seul polynoéme de Ro,11[X] ayant n + 1 racines doubles est le polynéme nul et donc
P=0.

EXERCICE 5 ]




Soit f € C>"*2([a,b]; R). On suppose de plus que, Vi € [0,n], z; € [a,b], y; = f(z;) et 2 = f'(z;).
On note

n
@) = [@—=)?
i=0
et Hy, le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite associé¢ aux triplets (i, f(2i), f'(:))iefo,n]-

Q. 1 Montrer que
Hf(2n+z)”
w2

—H,(2)] < ——=27(2). 12
(@) = Holo)] < L) (12)
Indications : Etudier les zéros de la fonction F(y) = f(y) — Hu(y) — %(I:)"(T)ﬁ (y) et appliquer
7rn
le théoréme de Rolle. o

Correction

R. 1 Soit i€ [1,n], on a f(z;) — Hy(x;) = 0 et 'inégalité (12) est donc vérifice pour & = x;.
Soit = € [a, b] tel que z # x;, Vi € [1,n]. On aalors 72 (z) # 0. Comme f € C***2([a; b]; R), H,, € Rops1[X]
et m, € R,,41[X], on en déduit que

F e C*2([a; b]; R).

On note que 72 admet (zg, - ,2,) comme racines doubles distinctes. Par construction f — H,, admet
les mémes racines doubles. On en déduit alors que F admet aussi (zg, - -+ ,x,) comme racines doubles.
De plus, on a F(z) = 0 (i.e.  est racine simple) et donc

F admet au moins 2n + 3 racines (comptées avec leurs multiplicités).

Les points @, zg, - - - , &, étant distincts, la fonction F’ admet par le théoréme de Rolle n+1 zeros distincts
entre eux et distincts des points x,zg, -+ ,x,. De plus les points zg, - - ,z, sont racines de F’ puisque
racines doubles de F. On en déduit alors que

F’ admet au moins 2n + 2 racines distinctes deux a deux.
Par applications successives du théoréme de Rolle, on abouti a :
F®7+2) admet au moins une racine notée &, €la, b[.

On a alors (@) (2) d2n+2n
(2n+2) _ 0= fnt2) _ 1q(2n+2) ACS —Hy(z) & my
FERE) 0 = o) - (e - L T )

n

Comme H, € Ry, +1[X] on a HZ"*? = 0. De plus comme 72(z) = H(w — 2i)? € Ryny2[X] sa dérivée

=0
d’ordre 2n + 2 est constante et '
d2n+2p?
e (2n + 2)!
On en déduit alors ) — Ho(2)
(2n+2) = @) = HalT) g 21
7o e,) = T2l an 4 2

On a donc montrer que Vz € [a,b] 3¢, €]a, b[ tels que

7r2 xT -
@) = a(0) = T ),

Comme 72(z) > 0 on obtient bien (12).

[ EXERCICE 6 ]

Ecrire une fonction algorithmique HermiTe permettant de calculer H,, (polynéme d’interpolation de
Lagrange-Hermite associé aux n + 1 triplets (z;, y;, Zi)icfo,n]) en t € R.
But : Calculer le polynome H,,(t) définit par (4.26)

Données : X : vecteur/tableau de R"*!, X (i) = ;1 Yie [1l,n+ 1] et
X (i) # X(j) pour @ # j,
Correction Y : vecteur/tableau de R"*!, Y (i) = y;—q Vi€ [1,n+ 1],
Z : vecteur/tableau de R", Z(i) = z;_1 Vi e [1,n+ 1],
t : un réel.

Résultat : pH : leréel pH = H,(¢).
D’apreés la Définition 4.9, on a

H,(0) = 3 i) + Y 2iBi(t) = Y (iddi() + 2B (1))
=0 =0 i=0
avec
At) = (U= 2L ()t — 2 L2(0) ot By(t) = (¢ — ) L2(1)

“rot— g
Li(t):ﬂiz‘7 -.

j=0"" J

i

Pour rendre effectif le calcul de H,,(t), il reste a déterminer L}(x;). On a

Li(x)

d’ou

(13)

La fonction que l'on va écrire use (et certains diront abuse) de fonctions.

Algorithme 2 Fonction Herwmite permettant de calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange-
Hermite H,,(t) définit par (4.26)

1: Fonction pH « Hermite ( X,Y, Z,t)

22 pH<0

3 Pour i < 0 a n faire

4: pH «— pH + PowvA(i, X,t) « Y (i + 1) + PouyB(i, X, ¢) * Z(i + 1)
5. Fin Pour

6: Fin Fonction

Les différentes fonctions utilisées pour la fonction HermiTe (directement ou indirectement) sont les
suivantes :

PorvyA : calcul du polynome A; en t, (données i, X, t)
PoLyB : calcul du polynome B; en ¢, (données i, X, t)
PoryL : calcul du polynéme L; en ¢, (données i, X, t)

PoryLp : calcul de Li(z;), (données i, X)

Algorithme 3 Fonction PoivA  permettant de calculer le polynome 4;  Algorithme 4 Fonction PovB  permettant de caleuler le polynome B,
en t € R donné par A;(t) = (1 — 2L (;)(t — a;)) L3(t) en t € R donné par B;(t) = (t — x;)L2(t)

1: Fonction y « PowvA (i,X,1) 1: Fonction y — PowB (i,X.1)
2y (1—2%PoryLre(i, X) * (t — X (i + 1))) * (PowvL(i, X, t))? 2y (t—X(i+1)) = (PowvL(i, X, t))?
3: Fin Fonction 3: Fin Fonction




Algorithme 5 Fonction Poivl, permettant de caleuler le polynome L,
[

en t € R domné par Li(t) = [

=071 Ui

Algorithme 6 Fonction PorvLe
2 1

permettant de calculer Lf(x;) =

k=0,

1: Fonction y — PowL (i,X.t)

2 oyl

3 Pourj—0an, (j~=i) faire

4 Yy (t—X(G+1)/(X(E+1) - X(G+1))
5 Fin Pour

6 Fin Fonction

1: Fonction y « PovLe (i,X )

2 y«0

3 Pour k< 0an, (k~=i) faire

" Yyt (X +1) - X(k+1))
5. Fin Pour

6: Fin Fonction

Bien évidemment une telle écriture est loin d’étre optimale mais elle a I'avantage d’étre facile & program-
mer et facile a lire car elle "colle" aux formules mathématiques.

On lai:

> le soin au lecteur d’écrire des fonctions plus performant

<




