
Exercice 1

Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante
pi, jq de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de
A, ´E la partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
La méthode S.O.R. (successive over relaxation, utilisant la méthode de Gauss-Seidel) est donnée par

x
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i “ w
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˜
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i , @i P v1, nw

Q. 1 Déterminer la matrice d’itération B et le vecteur ccc tels que

xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc

en fonction de D, E, F, et bbb. ˝

R. 1 Pour la méthode S.O.R. on a , @i P v1, nw,

x
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ce qui s’écrit aussi
aii

w
x
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aijx
rk`1s
j “ bi ´
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j“i`1

aijx
rks
j ` 1 ´ w

w
aiix
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et matriciellement on obtient
ˆ

D
w

´ E

˙
xxxrk`1s “

ˆ
1 ´ w

w
D ` F

˙
xxxrks ` bbb.

Comme la matrice
`

D
w ´ E

˘
est inversible (car triangulaire inférieure à éléments diagonaux non nuls), on a

xxxrk`1s “
ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ
1 ´ w

w
D ` F

˙
xxxrks `

ˆ
D
w

´ E

˙-1

bbb

La matrice d’itération de S.O.R. est B “ `
D
w ´ E

˘-1 `
1´w
w D ` F

˘
et le vecteur ccc “ `

D
w ´ E

˘-1
bbb.

Exercice 2

Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante
pi, jq de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de
A, ´E la partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée Lw, est donnée par

Lw “
ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ
1 ´ w

w
D ` F

˙
. (1)

On pose L “ D-1E et U “ D-1F.

Q. 1 Montrer que
Lw “ pI ´ wLq-1 pp1 ´ wqI ` wUq .

˝

1

R. 1 Comme E “ DL et F “ DU on obtient

Lw “
ˆ

D
w

´ DL

˙-1 ˆ
1 ´ w

w
D ` DU

˙

“
ˆ
1

w
DrI ´ wLs

˙-1 ˆ
1

w
Drp1 ´ wqI ` wUs

˙

“ pI ´ wLq-1
ˆ
1

w
D

˙-1 ˆ
1

w
D

˙
pp1 ´ wqI ` wUq

“ pI ´ wLq-1 pp1 ´ wqI ` wUq .

Q. 2 En déduire que
ρpLwq ě |w ´ 1|. (2)

˝

R. 2 La matrice L est triangulaire inférieure à diagonale nulle car elle est le produit d’une matrice diagonale
(et donc triangulaire inférieure) D-1 et d’une matrice triangulaire inférieure E à diagonale nulle. De même la
matrice U est triangulaire supérieure à diagonale nulle.
On sait que le déterminant d’une matrice est égale aux produits de ses valeurs propres comptées avec leurs
multiplicités. En notant n la dimension de la matrice Lw, et en notant λipLwq ses n valeurs propres, on a donc

detpLwq “
nź

i“1

λipLwq.

Le rayon spectral de Lw, noté ρpLwq, correspond au plus grand des modules des valeurs propres. On a alors

ρpLwq “ max
iPv1,nw

|λipLwq| ě |detpLwq|1{n

De plus on a

detpLwq “ det
´

pI ´ wLq-1 pp1 ´ wqI ` wUq
¯

“ det
´

pI ´ wLq-1
¯
det ppp1 ´ wqI ` wUqq

La matrice I´wL est triangulaire inférieure à diagonale unité donc son inverse aussi. On en déduit det
´

pI ´ wLq-1
¯

“
1. La matrice p1 ´ wqI ` wU est triangulaire supérieure avec tous ses éléments diagonaux valant 1 ´ w et donc
det ppp1 ´ wqI ` wUqq “ p1 ´ wqn. On a alors |detpLwq| “ |1 ´ w|n et

ρpLwq ě |detpLwq|1{n “ |1 ´ w|.

Exercice 3

Soit A une matrice inversible décomposée sous la forme A “ M ´ N avec M inversible. On pose

B “ M-1N et ccc “ M-1bbb.

Montrer que la suite définie par
xxxr0s P Kn et xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc

converge vers x̄xx “ A-1bbb quelque soit xxxr0s si et seulement si ρpBq ă 1.

Exercice 4

Soit A P MnpCq une matrice hermitienne définie positive décomposée (par points) sous la forme A “ D ´ E ´ F
où D “ diagpAq, E est triangulaire inférieure et d’éléments nuls sur la diagonale et F est triangulaire supérieure
et d’éléments nuls sur la diagonale.
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On étudie une méthode itérative de résolution su système linéaire Axxx “ bbb. Soit xxx0 P Cn, on définit la suite
pxxxkqkPN par

pD ´ Eqxxxk`1{2 “ Fxxxk ` bbb (3)
pD ´ Fqxxxk`1 “ Exxxk`1{2 ` bbb (4)

Q. 1 Ecrire le vecteur xxxk`1 sous la forme
xxxk`1 “ Bxxxk ` ccc (5)

en explicitant le matrice B et le vecteur ccc. ˝

R. 1 La matrice D est inversible. En effet, pour tout i P v1, nw, di,i “ ai,i “ xAeeei, eeeiy ą 0 car A définie positive
et eeei, i-ème vecteur de la base canonique est non nul.
On en déduit que les matrices D´E (triangulaire inférieure de diagonale la diagonale de D) et D´F (triangulaire
supérieure de diagonale la diagonale de D) sont inversibles.
De (3), on obtient en multipliant à gauche par pD ´ Eq-1

xxxk`1{2 “ pD ´ Eq-1Fxxxk ` pD ´ Eq-1bbb.
En remplaçant cette expression de xxxk`1{2 dans (4), on a

pD ´ Fqxxxk`1 “ E
´

pD ´ Eq-1Fxxxk ` pD ´ Eq-1bbb
¯

` bbb

“ EpD ´ Eq-1Fxxxk `
´

EpD ´ Eq-1 ` I
¯
bbb

En multipliant à gauche cette équation par pD ´ Fq-1, on abouti a

xxxk`1 “ pD ´ Fq-1EpD ´ Eq-1FxxxkpD ´ Fq-1
´

EpD ´ Eq-1 ` I
¯
bbb

En posant

B “ pD ´ Fq-1EpD ´ Eq-1F
ccc “ pD ´ Fq-1

´
EpD ´ Eq-1 ` I

¯
bbb

on obtient (5).

Q. 2 a. Montrer que
D-1 “ pD ´ Eq´1 ´ D-1EpD ´ Eq´1. (6)

b. Soit pλ,pppq un élément propre de la matrice B. Montrer que

λAppp ` pλ ´ 1qED-1Fppp “ 0. (7)

˝

R. 2 a. L’expression à démontrer est bien définie car D et D ´ E inversibles. De plus on a

I “ pD ´ EqpD ´ Eq-1

En multipliant à gauche cette équation par D-1 on obtient

D-1 “ D-1pD ´ EqpD ´ Eq-1
“ pD ´ Eq-1 ´ D-1EpD ´ Eq-1.
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b. Soit pλ,pppq un élément propre de la matrice B. on a alors

Bppp “ λppp ô pD ´ Fq-1EpD ´ Eq-1Fppp “ λppp

ô EpD ´ Eq-1Fppp “ λpD ´ Fqppp
ô D-1EpD ´ Eq-1Fppp “ λD-1pD ´ Fqppp

De (6), on a
D-1EpD ´ Eq-1 “ pD ´ Eq-1 ´ D-1

et donc

Bppp “ λppp ô
´

pD ´ Eq-1 ´ D-1
¯

Fppp “ λD-1pD ´ Fqppp
ô pD ´ Eq

´
pD ´ Eq-1 ´ D-1

¯
Fppp “ λpD ´ EqD-1pD ´ Fqppp

ô `
I ´ I ` ED-1˘

Fppp “ λpI ´ ED-1qpD ´ Fqppp
ô ED-1Fppp “ λpD ´ E ´ F ` ED-1Fqppp
ô ED-1Fppp “ λpA ` ED-1Fqppp

On en déduit alors
λAppp ` pλ ´ 1qED-1Fppp “ 0.

Q. 3 En déduire la convergence de cette méthode vers la solution xxx de Axxx “ bbb. ˝

R. 3 La matrice A est inversible car elle est définie positive et donc xxx est bien définie. De l’équation (3), on
déduit

pD ´ Eqxxxk`1{2 “ Fxxxk ` Axxx “ Fxxxk ` pD ´ E ´ Fqxxx
et donc

pD ´ Eqpxxxk`1{2 ´ xxxq “ Fpxxxk ´ xxxq (8)

De la même manière à partir de l’équation (4), on déduit

pD ´ Fqpxxxk`1 ´ xxxq “ Epxxxk`1{2 ´ xxxq (9)

En utilisant (8), l’équation (10) devient

pD ´ Fqpxxxk`1 ´ xxxq “ EpD ´ Eq-1Fpxxxk ´ xxxq
c’est à dire

xxxk`1 ´ xxx “ Bpxxxk ´ xxxq.
En posant eeek “ xxxk ´ xxx on a alors

eeek “ Bkeee0, @k ě 0.

Or la suite xxxk converge vers xxx si et seulement si la suite eeek converge vers 000. Pour celà, d’après le Théorème 3.33,
page 106, il est nécessaire et suffisant d’avoir ρpBq ă 1.
Soit pλ,pppq un élément propre de B. Montrons que |λ| ă 1.
On déduit de l’équation (7)

0 “ @
ppp, λAppp ` pλ ´ 1qED-1Fppp

D

“ λ xppp,Apppy ` pλ ´ 1q @
ppp,ED-1Fppp

D
(10)

Comme la matrice A est définie positive on a xAppp,pppy ą 0 car ppp ‰ 000 (vecteur propre) et donc

xppp,Apppy “ xAppp,pppy “ xAppp,pppy ą 0.

De plus on a @
ppp,ED-1Fppp

D “ @
E˚ppp,D-1Fppp

D
.

La matrice A étant hermitienne, on a E˚ “ F. La matrice A étant définie positive, la matrice diagonale D est
définie positive car di,i ą 0, @i P v1, nw, et donc D-1 aussi. Comme Fppp n’est pas nécessairement non nul, on a

@
D-1Fppp,Fppp

D P R`.
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On en déduit @
Fppp,D-1Fppp

D “ xD-1Fppp,Fpppy “ @
D-1Fppp,Fppp

D ě 0.

De l’équation (10), on obtient
λpxppp,Apppy ` @

Fppp,D-1Fppp
Dq “ @

Fppp,D-1Fppp
D

or
xppp,Apppy ` @

Fppp,D-1Fppp
D ‰ 0

ce qui donne

λ “ xFppp,D-1Fpppy
xppp,Apppy ` xFppp,D-1Fpppy .

On a alors λ P r0, 1r.

Q. 4 Etendre ces résultats au cas d’une décomposition A “ D ´ E ´ F par blocs. ˝

R. 4 Comme la matrice A est hermitienne définie positive, chaque bloc diadonal l’est aussi. Donc la matrice
diagonale bloc D est aussi hermitienne définie positive ainsi que son inverse . Les résultats précédents sont donc
toujours valable.

Exercice 5

On note T P MnpCq la matrice tridiagonale

T “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

a1 c1 0 . . . 0

b2 a2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . cn´1

0 . . . 0 bn an

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
. (11)

Q. 1 Soit µ P C˚. On note Qpµq P MnpCq la matrice diagonale de diagonale pµ, µ2, . . . , µnq.
a. Expliciter la matrice Tpµq def“ QpµqTQ-1pµq en fonction des coefficients tridiagonaux de la matrice T et de

µ.

b. Déterminer detpTpµqq en fonction de detpTq.
˝

R. 1 a. On peut noter que la matrice Qpµq est inversible car elle est diagonale et µ P C˚. Son inverse est la
matrice diagonale de diagonale pµ´1, µ´2, . . . , µ´nq.
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1ère démonstration. On a

Tpµq “

¨
˚̊
˚̊
˝

µ 0 . . . 0

0 µ2 . . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 µn

˛
‹‹‹‹‚

T

¨
˚̊
˚̊
˚̋

1
µ 0 . . . 0

0 1
µ2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 1
µn

˛
‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

µa1 µc1 0 . . . 0

µ2b2 µ2a2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . µn´1cn´1

0 . . . 0 µnbn µnan

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̋

1
µ 0 . . . 0

0 1
µ2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 1
µn

˛
‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

a1 µ´1c1 0 . . . 0

µb2 a2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . µ´1cn´1

0 . . . 0 µbn an

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

2ème démonstration. Pour simplifier l’écriture, on pose Q def“ Qpµq. Soit pi, jq P v1, nw2, on a

`
Tpµq˘

i,j
“ `

QTQ-1˘
i,j

“
nÿ

k“1

`
QT

˘
i,k

`
Q-1˘

k,j

Or Q-1 est diagonale, donc
`
Q-1

˘
k,j

“ 0, si k ‰ j. Ceci donne
`
Tpµq˘

i,j
“ `

QT
˘
i,j

`
Q-1˘

j,j
“ µ´j

`
QT

˘
i,j

“ µ´j
nÿ

k“1

Qi,kTk,j .

De même, Q est diagonale, donc Qi,k “ 0, si k ‰ i. Ceci donne
`
Tpµq˘

i,j
“ µ´jQi,iTi,j “ µi´jTi,j .

La matrice T étant tridiagonale, Tpµq l’est aussi et on a
`
Tpµq˘

i,i
“ Ti,i “ ai, @i P v1, nw (diagonale)

`
Tpµq˘

i,i`1
“ µ´1Ti,i`1 “ µ´1ci, @i P v1, n ´ 1w (sur-diagonale)

`
Tpµq˘

i´1,i
“ µTi´1,i “ µ´1bi, @i P v2, nw (sous-diagonale)

b. On a
detpTpµqq “ det

`
QpµqTQ-1pµq˘ “ detpQpµqqdetpTqdetpQ-1pµqq “ detpTq,

car detpQpµqq detpQ-1pµqq “ 1.

Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante
pi, jq de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de
A, ´E la partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
On note respectivement J def“ D-1pE ` Fq et L1

def“ pD ´ Eq-1F les matrices d’itérations des méthodes de Jacobi et
de Gauss-Seidel.
Soit yyy P Rn. On souhaite résoudre le système Axxx “ yyy par la méthode de Gauss-Seidel ou par la méthode de
Jacobi.
On suppose dans la suite que la matrice inversible A P MnpRq s’écrit sous la forme

A “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

α1 ν1 0 . . . 0

β2 α2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . νn´1

0 . . . 0 βn αn

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

(12)

6



et que ses éléments diagonaux sont non nuls.

Q. 2 a. Montrer que les valeurs propres de J sont les racines du polynôme

qJpλq def“ detpλD ´ E ´ Fq.

b. En utilisant la question 1, montrer que qJpλq “ detpλD ´ λE ´ 1
λFq.

c. En déduire que si λ P C est valeur propre de J alors ´λ l’est aussi.
˝

R. 2 a. Les valeurs propres de J sont les racines de son polynôme caractéristique

PJpλq def“ detpλI ´ Jq.
Or on a

PJpλq “ det
`
λI ´ D-1pE ` Fq˘

“ det
`
D-1pλD ´ pE ` Fqq˘

“ detpD-1qdet `
λD ´ pE ` Fq˘

“ detpD-1qqJpλq.
Comme detpD-1q ‰ 0, les valeurs propres de J sont aussi les racines de qJpλq.

b. En reprenant les notations de la question 1, et en notant T la matrice

T “ λD ´ E ´ F “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

λα1 ν1 0 . . . 0

β2 λα2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . νn´1

0 . . . 0 βn λαn

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

la matrice Tpλq def“ QpλqTQ-1pλq correspond alors à

Tpλq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

λα1
1
λν1 0 . . . 0

λβ2 λα2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1

λνn´1

0 . . . 0 λβn λαn

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

“ λD ´ λE ´ 1

λ
F.

D’après la question 1, on a detpTpλqq “ detpTq ce qui donne

det
`
λD ´ λE ´ 1

λ
F

˘ “ det
`
λD ´ E ´ F

˘ “ qJpλq.

c. Soit λ P C une valeur propre de J. On a donc PJpλq “ 0. Or on a

PJpλq “ detpD-1qqJpλq “ detpD-1qdet `
λD ´ λE ´ 1

λ
F

˘

et donc

PJp´λq “ detpD-1qdet ` ´ λD ` λE ` 1

λ
F

˘

“ p´1qn detpD-1qdet `
λD ´ λE ´ 1

λ
F

˘

“ p´1qnPJpλq
“ 0

c’est à dire ´λ est aussi une valeur propre de J.
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Q. 3 a. Montrer que les valeurs propres de L1 sont les racines du polynôme

qL1
pλq def“ detpλD ´ λE ´ Fq.

b. En déduire que
@λ P C˚, qL1

pλ2q “ λnqJpλq. (13)

˝

R. 3 a. Les valeurs propres de L1 sont les racines de son polynôme caractéristique

PL1
pλq def“ detpλI ´ L1q.

Or on a

PL1pλq “ det
`
λI ´ pD ´ Eq-1F˘

“ det
`pD ´ Eq-1pλpD ´ Eq ´ Fq˘

“ detppD ´ Eq-1qdet `
λpD ´ Eq ´ F

˘

“ detppD ´ Eq-1qqL1pλq.
Comme detppD ´ Eq-1q “ detpD-1q ‰ 0, les valeurs propres de L1 sont aussi les racines de qL1

pλq.
b. Soit λ P C˚. On a

qL1
pλ2q “ det

`
λ2pD ´ Eq ´ F

˘

“ det
`
λpλD ´ λE ´ 1

λ
Fq˘

“ λn det
`
λD ´ λE ´ 1

λ
F

˘
.

Et donc on obtient bien (13).

Q. 4 a. Comparer les valeurs propres de J à celles de L1.

b. Une des deux méthodes est-elle à privilégier dans ce cas?
˝

R. 4 a. Si λ est une valeur propre de J alors λ2 est une valeur propre de L1. Si µ ‰ 0 est une valeur propre
de L1 alors ses racines carrées complexes ?

µ et ´?
µ sont valeurs propres de J.

b. On a ρpL1q “ ρpJq2, et donc ρpL1q ă 1 ô ρpJq ă 1. Les deux méthodes convergent donc simultanément.
Toutefois, lorsqu’il y a convergence, on a

ρpL1q “ ρpJq2 ă ρpJq ă 1

et donc, Il faut privilégier la méthode de Gauss-Seidel car une méthode itérative converge d’autant plus
vite que le rayon spectral de sa matrice d’itération est petit.
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