5 Exercice 1
Etant donné une norme vectorielle || sur K", on définit I'application |||, : M, (K) — R* par
a1, 2 sup 1241 0
» ol

Q. 1 Montrer que |I], = 1.
On note B = {v € K" ; |v| <1} la boule unitée de K™ et S = {v € K" ; |v| = 1} la sphere unitée de K".
Q.2 1. Montrer que B et S sont des compacts.

2. Montrer que

[A], = sup |Av] 2)
veS

3. En déduire que
[A]l; = sup |Av] 3)
veB
4. En déduire que Uapplication ||, est bien définie sur My (IK) i.e. YA € M, (K), |A], < +o0.

Q.3 1. Montrer
JAl, <inf{aeR: |Av] <alv|, YveK"}.

2. Montrer qu’il existe w € S tel que ||A[, = |Aw]|.

3. En déduire que
Al = inf{aeR: |Av| < alv|, VoeK"}. (4)

Q.4 1. Montrer que Vv e K", |Av| < A, |v].
2. Soit X € K*. Montrer qu’il existe w € K" tel que |ju| = |\| vérifiant

Al = A, [u] -

Q. 5 Montrer que |||, est une norme matricielle.

Correction Exercice

Q. 1 On a immédiatement

uuvu ol _

I, =
H H ver V]
v#0

Q.2 1. Les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de I'application continue v +— |v| par
le fermé borné [0,1] (pour la boule) et le singleton {1} (pour la sphere).

2. Ona A
v v
= sup L — sup [ 2] — sup
[ -
v# v#0
3. Comme S © B on a aussi
sup |Av| = sup |Av] . (5)
On peut aussi remarquer que
sup ||Av| = sup |Av]| (6)
veB veB
v#0

De plus, Vw € B\{0}, en posant u = €S.onaw=|w|uet

\wH

[Aw] = [w][Au] < [Au| car [w] <1

Or on a
|| < sup [Av] .
veS

ct on obtient alors
sup |Aw| < sup |Av]|.
weB veS
w#0

En utilisant (5) et (6), on en déduit
sup [|Aw| = sup [|Au] .
weB ues

4. L’application v — |Av| est continue donc son sup sur la sphére unitée qui est compacte est atteint.

Q.3 1. Comme [of, est bien définie il existe « € R™ tel que [A[,; < a. Soit @ € RT tel que |A|; < a.Ona
Aw|
[Al, <a < sup
ol ~
#
[Av] _
Lo e K™\{0
ol < '
< |Av| < afp], Yo e KM\{0}
< |Av| <alv|, Yoe K"
On en déduit que
[Al, <inf{eeR : [Av]| <alv|, YveK"} (7

2. Comme S est compact et 'application v — |Av| est continue, il existe w € S tel que

Al = sup |Av] = [Aw].
veS

3. On en déduit |A[, |w| = |Aw| car |w| = 1. On a alors
Al € {a e R: [Ao] < alo], Vo e K"}

et donc
inflaeR : [Av| < afv|, Ywe K"} < |A|,.
On conclut en utilisant (7).
Q.4 1. On a par définition du sup
[Au| _ [Av]

|A], = sup —, VweK"\{0}.
S uerr Jul T ol
u£0

et donc
[Av| < Al ], Vv e K™\{0}.
qui est équivalent a
[Av| < Al o], Vve K"

2. D’aprés la Q. 3 2. ,il existe w € S tel que |A[, = HAwH Soit A€ K* et u = w # 0. On a |ju| = |\ et

u
1Al = JAw] = HA

” i [Au| < [A[ ] = |Au]
Q.5 o|Al,=0«=A, =07

trivial.
Soit A € M, (K).

Il =0= sup ”H ol — Law] =0, e K"\0)
= Av =0, Vv e K"\{0}
Soit {e1,..., ey} la base canonique de K™. On a alors Vj € [1,n], Ae; = 0 et on en déduit que

Aqj = (e, Aejy =0, V(i,7) € [1,n].
et donc A = O.




e Montrons que [@A| = |af A, Va € K, YA € M,,(K),.
Soient a € K et A € M,,(K). On a aA € M,,(K) (car M,,(K) est un espace vectoriel) et
A A

ool _ _ ol 4]

car [lau| = |af [u]
verr V] ver [0
v#0 v#0

oA =

H Av|
Ial ol = lal A, -

e Montrons que A + B[, < |A[, + [B,, V(A,B) € M, (K)?
Soient A et B deux matrices de M,,(K). On a A + B € M,,(K) car M, () est un espace vectoriel et

p lA+Bj| o 1Av + Bo|

[A+B, =
S R e 2]
v#0 v#0
Av By
< s w par inégalité triangulaire dans K"
i 0]
v#0
A \IBDH
< 3 = Al + 1B
veK” ol ul

e Montrons que [AB|, < |A[, |B,. V(A,B) e M, (K)%
Soient A et B deux matrices de M,,(K). On a AB € M,,(K) par définition du produit matriciel et

(AB)o|| _  [ABY)|

|AB], = s -
S T R
v#0 v#0
Al |Bv
< sup 1Al IBo] car |Au| < A |u] Yue K"
vexn vl
v#0
Bo]
<AL sop i = 1AL 81,
e .
a Exercice 2
Soit A € M, (C). On note
. Az
1Al & sup |Az],
EC" HIH1

la norme matricielle suboordonnée & la norme vectorielle [, .

Q. 1 Montrer que
n

sup [Az|, < max a;jl.
p lAsl < mex 3l

], =1

Q.2 1. Déterminer unye C", |y, =1 tel que

n
Ay|, = max @l
ey = max 3% o]

2. Conclure.

Correction Exercice

Q. 1 Soit z € C" tel que |z, =1. On a

Azl = ). lAo)l = ),

< YN

Jj=1

Il
—

< max
jell,n

On obtient donc

Q.2 1. Soit k € [1,n] tel que
On a

Pour obtenir

lyl, =1 et

n
Z @ijTj

Z lag;| car |z, =

JE[[l n] =

i=1|j=1
n
aij;| Z(m@\auo
n
ZlaiJ\) |z;| =
Hz:l j=1
sup Az, <

lzl, =1

n
Z @ik =
i=1

n[ﬁtx]] Z laij]-

?ﬂll ]]Zla“l

Ay, = Z |(Ay) ‘ = Z { Z a’JJ]

n
3laikl =
i=1

on prend y; = i ;, Vj € [1,n], c’est & dire y = ey, le ke vecteur de la base canonique. Dans ce cas on a

i=1 j=1

n n
Z ‘ Z am’yjl

i=1 j=1

lAyly = lAexly = Akl

n
,; lai k| = A 2 Z |ai ;-

Z“T]‘_l

2. D’aprés la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

1Al =

sup [[Az], .
zeC™

Iz, =1

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

o2 .
e' Exercice 3

Soit A € M,,(C). On note

n
Al, = max Z a; |
Il = o 33 o

(LN

HMHDQ
o Tzl

la norme matricielle suboordonnée a la norme vectorielle ||o| .

Q. 1 Montrer que

Sup Az],

HIHw*l

n
ooz Z lai ;|-
i€[ln] ;=




Q.

2 1. Déterminer uny e C", |ly|,, =1 tel que

n
A = max Z a;j-
Vool = o, 3 o

2. Conclure.

Correction Exercice

Q.1

Soit & € C™ tel que ||z, =1. On a

Az = ma = ma
Az, 16|[1>"<]]\( )il D

E“H%‘
7

< Z

< é?f‘fin @i la;]

< max, Z la; ;| car|z;] < s Jzi| = 2|, = 1.
i€l

On obtient donc

Q.2

Az Z |-
s [ Hao\éIu]l apa |a
Jel, =1

1. Soit k € [1,n] tel que

Z |ar,;| = IT[IIaX]] Z |ai g

On a, pour tout y € C",

|yl = max, |(Ay)i| = oo | Z ai ;|-

On va construire un vecteur y € C", |y, = 1, tel que

Zg[‘f*iﬂ } Z am%‘ = Z |ag,j]-

On sait déja que, si [y[,, =1,
n n
viellLnl, | aul< ) lal.
j=1 j=1
On va donc construire y € C", [y|,, = 1, de telle sorte que

n n
}Z ak,;y;| = Z lag ;.
=1 =1

11 suffit pour cela de prendre,

lail g ap; # 0

Vie[l,n], y;= { hig

1 siap; =0

et on a bien [y|,, = 1. On a alors

n n n
| Z ak,ﬂ?/j‘ = Z |a,;| et Vie[1,n], ‘ 2 ai.ﬂyj"
Jj=1 Jj=1 Jj=1

et donc

Iy, = Zlam— max, Z\am

o

n
< Z \akﬂ
j=1

2. D’apres la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

1Al = sup - [Az],

Her—l

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

n
Al = max Z a; jl.
1Al = g, 33 o

é Exercice 4

Soit A € M,,(C). On note B = A*A.

Q. 1 Soit (\,u) € C x C"\{0} un élément propre de B.
1. Montrer que la matrice B est hermitienne.
2. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles.

3. En déduire que
2
_ [Aul?

b,
ez

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’apres le Théoréme de réduction 3.2 page 63,
il existe alors une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B = UDU*.
On note (i, €;)ie[1,n] les éléments propres de ID. Les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique de
C™ et \; =Dy

Q.2 1. Démontrer que les (Ni,Vi)ic1,n] s0nt les éléments propres de B ou v; est le i-éme vecteur
colonne de U.

2. En déduire que {v1,...,v,} est une base orthonormée de C".

Soit £ € C™ tel que ||z|, = 1 décomposée dans la base {vy,...,v,}:

n
I, ..., a,) €C", tels que z = Z ;.
i=1

Q.3 1. Montrer que
n
@,zy =) loil? =
i=1
2. Montrer que

sup [Av[7 < P(A*A).

VE!
vl =1
3. Déterminer un vecteur w € C", tel que

|Awl} = p(A*A).

4. En déduire que
Az
IAl, = sup Bely _ P(A*A).
zecm [
x#0




Q. 4 1. Montrer que la norme |e|, est invariante par transformation unitaire :

UU* =T— ||A], = [UA|, = |AU|, = [U*AU], .

2. Montrer que si A est hermitienne alors

IAl; = P(A).

Correction Exercice
Q.1 1. 1l faut montrer que B = B*. Or on a

B* = (A*A)" = A*(A%)" = A*A =B.
2. Comme (A, u) est un élément propre de B, on a Bu = Au. On en déduit que

(Bu,u) = Ou,u) = Xu,u) = X|ul.

De plus par propriété du produit scalaire, on a
(Bu,u) = (u, B*u).

Comme B est hermitienne, on obtient

(Bu,u) = (u, Bu)

= (u, Muy = ACu,u) = A uf.

On a donc . -
AMuly = Alul;

et comme |u, # 0 (u est un vecteur propre) on obtient A = X, c’est & dire A € R.
3. Ona
(Bu,u) = (A*Au,u)
= (Au, Au) par propriété du produit scalaire
= |Auf;.

De plus, on a vu que (Bu,u) = A [u|3 avec |uf, > 0. On en déduit alors

2
_ s

2>
el

Q.2 1. On a B = UDU*. Or U est unitaire, donc inversible d’inverse U*. En multipliant & gauche par U*
et & droite par U on obtient

U*BU = U*(UDU*)U = (U*U)D(U*U) = D.
On obtient alors

De; = \ie; <= U*BUe; = \ie;
<= BUe; = \;Ue;.

Cest & dire en posant v; = Ue; (i-eme vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les
(Xi,v4)ie[1,n]- On peut noter que v; # 0 car U est inversible.

2. Ona

S
I
S
o
2
s}
*
I

On a donc

vivy ntve ... vitv,
* *, *

, vivy wvivs, ... viv,
U*U = . . .
* * *

vivy vive ... viv,

et donc
¥(i,4) € [1,n]?, (U*U);; = viv; = (v, v5).

Comme U est unitaire, on a U*U = I et donc
(i, j) € HL"]]Qv (U*U)w = dij-

On en déduit alors
V(i §) e [Ln]?, (vivy) =i

{v1,...,v,} est donc une base orthonormée de C™.

Q.3 1. On peut voir que

n n
(z,z) = Z v, Z a;v;
i—1 j=1
n

= Z @io; (vi,v;)

i=1

Il
M=

@y car (v;,v;) = 0;;

Bl
-

= il
1

De plus HzHi =(z,z)=1.

2. Ona

laz| (Az, Az) = (A*Az,z) = (Bz,T)

n n
= Z a;Bu;, Z ;v
i=1 j=1
n n
= <Z Q;\v;, Z ;v
i=1 =1

n

= i@xz a; (vi,v;)

i=1 i=1

3

= Z)\i\a,|2 car \; € Ret (v;,v;) = dj;

< (lg[[llaig]] Ai) Z le|? = P(A*A) car \; =0 et Z Jo]? = 1.
/ i-1 izl

-

On en déduit alors .
sup |Av[; < P(A*A).
cn

v
[vll;=1

3. Pour démontrer que l'on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant, c’est a dire un vecteur
we C", |w|, =1, tel que
Aw|?2 = max A;
Jawl} = max
ol les A; sont positifs ou nuls (valeurs propres de B. Pour cela on note k € [1,n] Pindice tel que Ay =
maxe[,,] Ai- En choisissant w = vy, (qui est de norme 1) on obtient alors

lavg]2 = (Avy, Avy) = (A*Avi, vi) = vi i) = A, = P(A*A).




4. D’apres la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a
|All, = sup [Az],.
el
l],=1
En utilisant les résultats de Q.3, 2. et 3., on obtient

[l = v/P(A*A).

Q.4 1. Soit U e M,,(C) unitaire, i.e.
UU* =U*U =1

o Montrons que [A[, = [UA[,.
On a [A], = v/P(A*A) et donc

IUA[, = 1/P((UA)*UA) = \/p(A*(U*U)A) = +/p(A*A) = |A],.

o Montrons que [A[, = [AU[, .
On a

AUz|.
AT, £ sup I IHZ
zecn |z,
z#0

En posant y = Uz, on a z = U*y car U™* = U* (U étant unitaire). Comme U est inversible on a

{U*y, vy e C"\{0}} = C™\{0}

JAU=], Ay,

sup su * .
zecn [zl e [U*ylly
A0 Y40

De plus, on a
|U"yl5 = Uy U%y) = 4, U0%) = .9) = [yl
et donc |AU|, = [A],.
e Montrons que |A|, = [U*AU], .
Ceci découle des deux égalités précédentes. En effet,
|U*AU], = |U*(AD)]|, = AU, car U* unitaire

= |Al, car U unitaire




