\ Exercice 1

Soit (i,4) € [1,n]?, i # 4, on note pliil e M,,(R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j.

| Q. 1 Représenter cette matrice et la définir proprement. o
Soit A € M,,(C).On note A, le r-eme vecteur ligne de A et A, ; le s-me vecteur colonne de A.

| Q. 2 a. Déterminer les lignes de la matrice D = P%’j]A en fonction des vecteurs lignes de A.

b. Déterminer les colonnes de la matrice E = APg’]] en fonction des vecteurs colonnes de A.

o
| Q. 3 a. Calculer le déterminant de P%'j]A
b. Déterminer linverse de PE’]].
o

Correction
R. 1 On note, dans toute la correction, P = PQ’J]A
On peut définir cette matrice par ligne,

vre[1,n\{i,j}, Prs = 6drs Vse[l,n],
P

s = Ojs, Vse[l,n],
Pjs = & Vse[ln].
ou par colonne
Vse[Lnl\{i,j}, Pre = dne Vre[Ln],
P = 6.5 Vrel[ln],
P.; = 6p: Vre[ln].

Attention 1. Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fizés dans la définition de la matrice P = Pk'j].

On peut noter que la matrice P est symétrique. Pour la représentation, on suppose i < j. On effectue une
représentation bloc 5 x 5 avec des blocs diagonaux carrés sachant que tous les blocs non décrits sont nuls:

R. 2 a. On note D = PA. Par définition du produit matriciel on a

M=

Dys = ), PrAs.

k

On obtient, Vs € [1,n],

Drs = Y 0npAps = Aps, Vre[Lnl\{i,j},
k=1

n

D;s = Z(;j.kAk-,s:Aj,m
k=1
n

Djs = Y 0ikArs=Ais.
h=1

ce qui donne

D,. = A, Vre[lL,n]\{ij},
D;. = A;,
D;. = A;.
Note 1. La notation D; . correspond au vecteur ligne (Dy 1, ..., D;y) et D. j correspond au vecteur colonne
DL:
D, ;

b. On note E = AP. Par définition du produit matriciel et par symétrie de P on a

Bru= Y AkPrs = gjl ArkPos.

k=1
Attention 2. Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fizés dans la définition de la matrice P = P[,l,v"ﬂ4

On obtient en raisonnant par colonne, Vr € [1,n],

Ers = ) Arbor = Ang, Vs e [1n]\{i, i},
kil

E.; = Z Ar ke = Arjs
k=1

=
Il

i Arpdige = Ars.
E=1

ce qui donne
E, = A, Vse[l,n\{ij}
A

=
I

R. 3 a. det(P)=—1,sii+# jet det(P) =1 sinon.

b. Immédiat par calcul direct on a PP = | et donc la matrice P est inversible et P™* = P.

Exercice 2

Soit v € € avec v; # 0. On note E[*l € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure & diagonale unité définie par

,,,,, 140 oo O
—vg/vq i 1 0 0

El = o0 )
Pl 0
—vafv1 | 0 01

Q.1 a. Calculer le déterminant de EIY1.

b. Déterminer linverse de EIY].
o

Soit A € M,,(C) avec A1 # 0. On note A, ; le j-tme vecteur colonne de A et A; . son i-eme vecteur ligne. On
pose A; = A, 1.

I Q. 2 a. Calculer A = EM1IA en fonction des vecteurs lignes de A.




b. Montrer que la premicére colonne de A est le vecteur (A11,0,... ,O)t i.e.
EMAe, = A e, (2)

ot ey est le premier vecteur de la base canonique de C™.

Soit m € IN*. On note El"™] ¢ M 1n(C) la matrice triangulaire inférieure & diagonale unité définie par

Q. 3 a. Caleuler le déterminant de EU™?],

b. Déterminer linverse de E™*! en fonction de Uinverse de E.

o
Soit C la matrice bloc définie par
C=
ol Cy 1 € My, (C) et Cp 0 € My, (C).
I Q. 4 Déterminer la matrice produit EI"™411C en fonction des matrices Cy 1, C1 o et A. o

Correction

R. 1 a. La matrice EP) est triangulaire : son déterminant est donc le produit de ses éléments diagonaux
(Proposition B.53 page 211) On a alors det(E)) = 1.

b. Pour calculer son inverse qui existe puisque dct(E["]) # 0, on éerit E®) sous forme bloc :

110 ... 0
[ S
EP =
e lp—1
!
avec e = (—va/v1,. .., —11"/111)t € C"! On note X € M,,(C) son inverse qui s’écrit avec la méme structure
bloc )
a: b*
.
X — i
c i D
|

avecae C,be C" ', ce C" ' et De M, _1(C).
La matrice X est donc solution de E?JX = I. Grace & 'écriture bloc des matrices on en déduit rapidement
la matrice X. En effet, en utilisant les produits blocs des matrices, on obtient

10 0%, al b 1xb* +
R et N S
EMIX = | =
el
!
Comme X est I'inverse de E?!, on a EPJX = I et donc en écriture bloc
a b*
,,,,,,,,, R
i
ae+c eb* +D

Ceci revient a résoudre les 4 équations

a=1, b* =0 ae+c=0,_1 et eb* +D=1,_;

n—1»
qui donnent immédiatement @ = 1, b =0,,_1, ¢ = —e et D = |,,_1. On obtient le résultat suivant
10 0
[ A SRR
|
| ln1 =t
|
!

|
i

—e ! | e
|

Note 2. Il aurait été plus rapide d’utiliser la Proposition B.54, page 211.

R. 2 a. Pour simplifier les notations, on note E = EM41]. Par définition du produit de deux matrices on a

Aij=

=

B 1Ay, V(i j) e [1,n]

k=1

Quand ¢ = 1, on a par construction Fj ; = ;1 et donc
Ay =Ary, Vieln] — A=A (4)
Pouri>2,ona E;; = —%: et B = 0; %, Yk € [2,n]. On obtient alors pour tout j € [1,n]
. n v n v
Ajj=BiaAry+ 3 BigApg = ——A1j+ > 6inAiy = —— A + Aij
=, vy =, vy

ce qui donne pour tout i € [2,n]

Aij= Ay - %A Viellin] «— A= J—A + A (5)

En conclusion, la matrice A s’écrit

A, — (vn/v1)

b. De (4), on tire Al,l = Aj ;. A partir de (5) on obtient pour tout i € [2,n], A = Ajq — %AM, Par
construction v; = A1 pour tout j € [1,n], ce qui donne Ai-,l =0.
La premicre colonne de A est (1,0,...,0)".

R. 3 a. La matrice E"?] est triangulaire inférieure. Son déterminant est donc le produit de ses éléments
diagonaux. Comme cette matrice est & diagonale unité (i.e. tous ses éléments diagonaux valent 1 ), on
obtient det E™®1 = 1.

Une autre manidre de le démontrer. On peut voir que la matrice EI™?] est bloc-diagonale. D’aprés
la Proposition B.54, page 211, son déterminant est le produit des déterminant des blocs diagonaux :
det El™¥] = det 1, x det E = 1.

b. On note X I'inverse de la matrice El™?]. Cette matrice s’écrit avec la méme structure bloc

) avec X1,1 € Mp,(C) et Xz € M, (C)




On doit donc résoudre les 4 équations suivantes :
Xialn = by Xigly =0, Xoiln =0 et XgoEM =1,

Comme la matrice E[) est inversible, on obtient

Note 3. Plus rapidement, comme la matrice EI™) est bloc-diagonale, on en déduit ( Proposition B.54, page
211) directement le résultat.

R. 4 Le produit E[™?IC peut s’effectuer par bloc car les blocs sont de dimensions compatibles et on a

i 1,,Cra + Oy A )

‘ Exercice 3

Soit A € M,,(C) inversible.

Q. 1 Montrer qu’il existe une matrice G € M,,(C) telle que |det(G)| = 1 et GAe; = ae; avec o # 0 et e;
premier vecteur de la base canonique de C™. o

Q. 2 a. Montrer par récurrence sur Uordre des matrices que pour toute matrice A, € M, (C) inversible,
il existe une matrice S,, € M,,(C) telle que |detS,| = 1 et S,A, = U, avec U, matrice triangulaire
supérieure inversible.

b. Soit be C™. En supposant connue la décompostion précédente S, A,, = U,,, expliquer comment résoudre le
systéme Apx = b.

I Q. 3 Que peut-on dire si A est non inversible? o

Correction

R. 1 D’apres le Lemme 3.3, si A;; # 0 le résultat est immédiat. Dans 1’énoncé rien ne vient corroborer cette
hypothese. Toutefois, comme la matrice A est inversible, il existe au moins un p € [1,7n] tel que A, # 0. On
peut méme choisir le premier indice p tel que [A, 1| = maxefy np|[Ai1| > 0 (pivot de Palgorithme de Gauss-

Jordan). On note P = PL,LP] la matrice de permutation des lignes 1 et p (voir exercice 3.1.4, page 64). De plus
on a
|detP| =1 et P =P.

Par construction (PA)11 = A,1 # 0, et on peut alors appliquer le Lemme 3.3 & la matrice (PA) pour obtenir
lexistence d'une matrice E € M,,(C) vérifiant det E = 1 et telle que

E(PA)e; = Ay €.
En posant G = EP et a = A, 1, on obtient bien GAe; = ae;. De plus, on a
|det G| = | det(EP)| = |detE x detP| = 1.
Remarque 1. La matrice G étant inversible, on a
Ar =b < GAx =Gb

ce qui correspond a la premiére permutation/élimination de Ualgorithme de Gauss-Jordan.

R.

2

a. On veut démontrer par récurrence la propriété (Py,),

VA, € M,,(C), inversible 3S,, € M,,(C), |detS,| =1, tel que

la matrice U,, = S,,A soit une triangulaire supérieure inversible

(Pa) {

Initialisation : Pour n = 2. Soit Ay € My(C) inversible. En utilisant la question précédente il existe
Gy € My (C) telle que |det Go| = 1 et GoAse; = ey avec « # 0 et ey premier vecteur de la base
canonique de C2. On note Uy = GyA,. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

w5 %)

et elle est triangulaire supéricure. Les matrices Gy et Ay étant inversible, leur produit U, Pest aussi.
La proposition (P2) est donc vérifiée avec Sy = Gs.

Hérédité : Soit n > 3. On suppose que (P,_1) est vraie. Montrons que (P,,) est vérifiée.
Soit A,, € M, (C) inversible. En utilisant la question précédente il existe G, € M, (C) telle que
|det G, | = 1 et G, A,e1 = aye; avec ay, # 0 et e; premier vecteur de la base canonique de C". On
note V,, = G,A,,. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

o | chy
B R
VvV, = def 1
n = = Lo
D Bupor
0|

otte, 1€ C" et B, 1 €M, 1(C). Comme G, et A, sont inversibles, V,, I'est aussi. On en déduit
donc que B,,_; est inversible car 0 # detV,, = a;, x det B,,_; et a, # 0.

On peut donc utiliser la propriété (P,—1) (hyp. de récurrence) sur la matrice B,,_; : il existe donc
Sp—1 € M,_1(C), avec |det S,—1| = 1, tel que la matrice U,,_; = S,,_1B,,_; soit une triangulaire
supérieure inversible.

Soit Q,, € M,,(C) la matrice définie par

1:0 ... 0
et
Qn = !
S Sea
0
On a alors
ST 0N/ an: ¢y
0 o v
QuGuAn = QuVy=| . !
& Sn—1 R -
0 0!
“", ,,,,,, G ,lea,i,,f}f,} ,,,,,
-1 -1 “u,
. i S,-1Bn1 . i U,
01 0

La matrice U,, est triangulaire supérieure inversible car U, _; l'est aussi et a;, # 0.
On pose S,, = Q,,G,,. On a donc
SuA, = Uy,

De plus, comme on a detS,, = detQ, x detG,, et detQ, = detS,_;, on obtient, en utilisant
|det G,| = 1 et I'hypothese de récurrence |detS,_1] = 1, que

|detS,| = 1.

Ceci prouve la véracité de la proposition (Py,).




b. Comme S,, est inversible, on a en multipliant & gauche le systeme par S,
Azxz=b < S,A,z=S,b = U,z =S,b

Pour déterminer le vecteur 2, on peut alors résoudre le dernier systeme par I'algorithme de remontée.

R. 3 Si A est non inversible, alors dans la premiére question nous ne sommes pas assurés d’avoir a # 0.
Cependant existence de la matrice G reste avérée.
Pour la deuxieme question, le seul changement vient du fait que la matrice U,, n’est plus inversible.

Exercice 4

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre 4, notées A;, i € [1,n] (voir Defini-
tion B.48, page 209) sont inversibles.
Montrer qu'il existe des matrices E¥ € M,,(C), k € [1,n — 1], triangulaires inférieures & diagonale unité telles
que la matrice U définie par

U = El-1.. gla

soit triangulaire supérieure avec U;; = det A /(U y X -+ x Uj—1,-1), Vi€ [1,n].

Correction
On note Al%) = A. On va démontrer par récurrence finie sur k € [1,n — 1], qu'il existe une matrice E e M, (C),
triangulaire inférieure a diagonale unité, telle que la matrice Al définie itérativement par

AlFl = glFpAlR—1]

s’écrit sous la forme bloc

[e5} . . :. 3
|
0 H
;
° |
I
. 0 0 ap:e .
A = | b ®
|
i
0 0 le e

avec oy = Ay et Vie [2,k], a; = det A;/(oq x -+ X o).

Initialisation (k =1): Ona A;; # 0 car Ay = A; 1 et det Ay # 0. D’apres le Lemme 3.3, il existe une matrice
el e M,,(C), triangulaire inférieure & diagonale unité, telle que EltlAe; = Ap 1e; ofl ey est le premier
vecteur de la base canonique de C". On a alors

avec a; = A1 = det Aq.

Hérédité (k <n — 1): Supposons construite la matrice Al 1 existe donc k matrices, EM, ... EF| triangu-
laires inférieures a diagonale unité telles que

Akl — glF] DA,

e k N Py . 5 .
e On va montrer que a4 & A,E_L w1 = 0 Pour cela, on réécrit la matrice Al*] sous forme bloc, avec
comme premier bloc diagonale le bloc de dimension & + 1 :

—_—

a; e .- e . e .- o
0 .
. .

|
1
|
1
|
1
|
I
!

H
i
I
i
I

La matrice GI¥ £ E[F ... E[ est triangulaire inférieure & diagonale unité car produit de matrices
triangulaires inférieures & diagonale unité (voir Exercice ??, page ??). Le produit de GI*IA s'écrit
alors sous forme bloc

k+1

1 ..
L]
GMA=|-*
L]

(65} L] L] L] 1 0 0
0 . « . e
L] L] - . AA AA ) Ak+1
I I H
0 ... ... 0 s

En prenant le déterminant de cette derniere équation, et en utilisant le fait que le determinant d’une
matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux, on obtient

k+1
H a; =det Agiq.

i=1
Par hypothese Ajq inversible , ce qui entraine det Agiq # 0 et donc a; # 0, Vi € [1,k+1]. On a

donc
det Agyq

K
[ Lo
izl

Montrons 'existence d’une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité permettant d’éliminer
les termes sous diagonaux de la colonne k + 1 de Al¥1,

k41 = #0.




Revenons a I’écriture bloc de premier bloc diagonal de dimension k. On a

%% . oi ° Y
0 :
!
oe
I
W |0 e 0 e e e e |
A 0o ... .. Oifr\;.ﬂ e - e
i . L]
!
L | I

Nous sommes exactement dans le cas de figure étudié dans I'exercice 3.1.3, page 61. En effet, avec
les notations de cet exercice et si 'on pose v = V!ﬁ] = (A,[fkll_’kH‘ I A[ﬁL+l)t e ¢+ (en bleu
dans Dexpression de Al¥] précédente) on a alors v; = A,[Ck;lykﬂ = a1 # 0 et on peut définir la
matrice EF1 e M, (C), triangulaire inférieure & diagonale unité, par

I, 1 O
Elk+1] _ glew] & [k -
O .

avec EP € M,,_1,(C) triangulaire inférieure & diagonale unité (définie dans Uexercice 3.1.3) telle que

Qg1 ® 0@
gyl — | O
0 . .

On a alors

et donc AF+11 9écrit bien sous la forme (6) au rang k + 1.

Final (k=n—1): On a donc

a; e i .
0 L
U=Alr-1 ¢ =1 o LB A= ! . (7
0 0 el
0 e

ott pour tout k € [1,n — 1] les matrices EI*] sont triangulaires inféricures & diagonale unité.
Pour achever I'exercice, il reste & démontrer que
Unn = det Ay /Uiy x - x Up—1,n-1)-

En effet, en prenant le déterminant dans (7) on obtient

det (E["’]] x--ox EM A) = det

Comme le déterminant d’un produit de matrices est égale au produit des déterminants des matrices on a

det (E["’ll x --ox EM X A) =detEl* 1 5 ... x det EM x det A
=detA
car les matrices E[* sont triangulaires inféricures & diagonale unité et donc det EF = 1, Vk € [1,n—1]. De

plus, le déterminant d’une matrice traingulaire supérieure est égale au produit de ses coefficients diagonaux et
donc

Uy e : .
1
0 |
det !
L0 0 Ui
0 0T
On a alors
n—1
detA =det A, = Uy | [ Uk K # 0.
k=1

Exercice 5

Démontrer le résultat suivant:

Corollaire. Une matrice A € M, (C) admet une factorisation LDL* avec L € M, (C) matrice
triangulaire inférieure d diagonale unité et D € M, (R) matrice diagonale & coefficients diagonauz
strictement positifs si et seulement si la matrice A est hermitienne définie positive.

Correction

Soit A € M,,(C) admettant une factorisation LDL* avec L € M,,(C) matrice triangulaire inférieure a
diagonale unité et D € M,,(R) matrice diagonale & coeffcients diagonaux strictement positifs.
La matrice A est alors hermitienne car

A* = (LDL*)* = L**D*L* = LDL*.
De plus Vz € C™"\{0} on a
(Az,z) = (LDL*z,z) = (DL*z, L*z)

On pose y = L*z # 0 car  # 0 et L* inversible. On obtient alors

(Az,z) = Dy,y) = Y. Diilyil* > 0
i=1
car D diagonale, D; ; > 0, Vi € [1,n] et y # 0.
La matrice hermitienne A est donc bien définie positive.
Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.
D’apres le Corollaire 3.8, page 75, la matrice A admet une unique factorisation LU et donc d’apres
le Théoreme 3.10, page 81, la matrice hermitienne A peut s’écrire sous la forme A = LDL* ou D est
diagonale a coefficients réels et L triangulaire inférieure a diagonale unité. Il reste a démontrer que
D;; >0, Vie[l,n].
Comme A est définie positive, on a VY& € C"\{0}, (Az,z) > 0. Or on a

(Az,xz) = (LDL*z,z) = (DL*z,L*z)

On note {ey, - ,e,}, la base canonique de C" et on rappelle que Vi € [1,n], (De;,e;) = D; ;. Soit i € [1,n].
En choisissant 2 = (L*)'e; # 0, on obtient alors

(DL*z,L*x) = (De;,e;) = D;; > 0.

10




Exercice 6

Démontrer le résultat suivant:

Théoréme (Factorisation de Cholesky). La matrice A € M,,(C) admet une factorisation réguliére
de Cholesky si et seulement si la matrice A est hermitienne définie positive. Dans ce cas, elle
admet une unique factorisation positive.

Correction

Soit A € M,,(C) admettant une factorisation réguliere de Cholesky A = BB* avec B est une matrice
triangulaire inférieure inversible.
La matrice A est hermitienne car

A* = (BB*)* = (B¥)"B* = BB* = A.
Soit z € C"\{0}, on a
(Az,z) = (BB*z,x) = (B*z,B*z) = |B*z|* > 0
car B*z # 0 (B* inversible et & # 0). Donc la matrice A est bien hermitienne définie positive.
Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.

D’aprés le Corollaire 3.10, page 81, il existe alors une matrice L € M, (C) triangulaire inférieure a diagonale
unité et une matrice D € M,,(R) diagonale & coefficient strictement positifs telles que

A =LDL*.

On note H € M,,(R) une matrice diagonale inversible vérifiant H?> = D (i.e. H;; = ++/D;; # 0,
Vi € [1,n]). On a alors
A = LHHL* = (LH)(LH)*

En posant B = LH, la matrice B est bien triangulaire inférieure inversible car produit d’une matrice
triangulaire inférieure inversible par une matrice diagonale inversible et on a A = BB*.

Montrons qu’une factorisation positive de Cholesky est unique.
Soient By et By deux factorisations positives de la matrice A, on a donc

A = BB} = B,Bj.
En multipliant & gauche par B3 et & droite par (B¥)™" cette équation on obtient
B3'B: = B}(B})" =B} (Bi")" = (B1'B2)"
En notant G = B3!By, on tire de 'équation précédente
G=(6")" ®)

On déduit de la (voir Proposition B.46, page 209), que I'inverse d’une matrice triangulaire inférieure & coefficients
diagonaux réels strictement positifs est aussi une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux réels
strictement positifs. De la (voir Proposition B.45, page 209), on obtient que le produit de matrices triangulaires
inférieures a coefficients diagonaux réels strictement positifs reste triangulaire inférieure a coefficients diagonaux
réels strictement positifs, on en déduit que les matrices G = B3!'By et G = B7'B, sont triangulaires inférieures
a coefficients diagonaux réels strictement positifs. Or I'équation (8) identifie la matrice triangulaire inférieure
G a la matrice triangulaire supérieure (G"l)* : ce sont donc des matrices diagonales a coefficients diagonaux
réels strictement positifs et on a alors (G'l)* = G™. De 'équation (8), on obtient alors G = G™, c’est a dire
G=I= B;lBl et donc B; = Bs. o

Propriété. Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire.

Correction
Pour simplifier, on note H = H(u). Cette matrice est hermitienne car

H* = (I — 2uu®)* = | — 2(uu™)* = | — 2uu™® = H.
Montrons qu’elle est unitaire (i.e. H*H =1). On a

H*H = HH = (I — 2uu™)(1 — 2uu™)
=1 — duu* + duu*uu®.

Or on a w*u = |ul, = 1 par hypothese et donc

H*H = | — dun™ + du(u*u)u™ = I.

Exercice 8

Démontrer le résultat suivant:

Théoréme. Soient a, b deux vecteurs non colinéaires de C" avec |bl|, = 1. Soit a € C tel que
la| = |a], et arga = —arg<a,b) [7]. On a alors
a—ab
H <7) a = ab. 9)
|a — abl,
Correction
Pour simplifier, on note H = H(u). Cette matrice est hermitienne car
- *)* *
H* = (I—Qﬂz :lfz("“,g —1-2¥
[ully ull3 ully

Montrons qu’elle est unitaire (i.e. H*H =1). On a

* *
H*H = HH = (I 727""2> (I 727”"2>
[[ully [[ully

uu® uuuu®
T
(1 ullz
Or u*u = Hqu , ce qui donne
* * *
TP RPLUMPL CiC L
lull; [[uly

Exercice 9

Exercice 7

Démontrer le résultat suivant:

11

Démontrer le résultat suivant:

Propriété. Soient x € K" et u e K", [[uf, = 1. On note x| = proj, () Y u,x)u etz = — z).
On a alors

Hu)(x, +z)) =z, —x). (10)
et

Huw)z ==z, si (x,u)=0. (11)

12




Correction
On note que par construction (u,z,) = 0. On a

Hu)(z, + o)) = (1 - 2uu®) (21 + ) =z, + ) — 2u u*z; —2uu’z
=0
=z, +z) - 2wutulu,z) =z, +2) - 2u uu utz
=1
=z, +z) - 2uwuts =z, +1x) - 21

=z, —x|.

Si{x,uy =0alorsx =0etx=2x,. o

‘ Exercice 10

Soient @ et b deux vecteurs non nuls et non colindaires de C" avec b, = 1.

Q. 1 Ecrire la fonction algorithmique HOUSEHOLDER permettant de retourner une matrice de Householder H
et o € C tels que H(u)a = ab. Le choiz du a est fait par le paramétre 6 (0 ou 1) de telle sorte que argo =
—arg({a,b)) + o7 avec |af = |a],.

Des fonctions comme pot(a,b) (produit scalaire de deux vecteurs), NorMm(a) (norme 2 d’un vecteur), ARG(z)
(argument d’un nombre complexe), MATPROD(A, B) (produit de deuz matrices), cTRANSPOSE(A) (adjoint d’une
matrice), ... pourront étre utilisées o

Q. 2 Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la fonction VECRAND(n)
retournant un vecteur aléatoire de C", les parties réelles et imaginaires de chacune de ses composantes étant

dans 10,1[ (loi uniforme). o
Q. 3 Proposer un programme permettant de vérifier que 6 = 1 est le "meilleur” choiz. o
Correction

R. 1 Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C".

Les données du probleme sont a, b et 6. On veut calculer a et la matrice H(u).

Algorithm 1 Calcul du « et de la matrice de Householder H(u) telle que H(u)a = ab.

Données : a,b : deux vecteurs de C™ non nuls et non colinéaires.
d 0 ou 1, permet de déterminer a.
Résultat : H : matrice de Householder dans M,,(C),
@ nombre complexe, de module [a, et d’argument — arg({a, b)) + o7.

1: Function [H, a| < HousenoLper ( a,b,d )

2:  ab < potr(a,b) = por produit scalaire dans C.
3:  a < NOorM(a) * exp(i* (6 * T — ArG(ab)))

4: u—a—axb

5w <« u/NORM(u)

6:  H<— EYE(n) — 2 * MATPROD(U, CTRANSPOSE(u))

7: end Function

R. 2 1. n< 100
2: @ « VECRAND(n)
3: b« VECRAND(n)
4: b < b/Norm(b, 2)
5: [H,a] < HouseHoLDER(a, b, 0)
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6: error «— NORM(H xa — a = b, 2)

R. 3 1. n< 100

: @ < VECRAND(n)

. b < b/Norm(b,2)

[ =< ISR )

: b« a+ le— 6% VECRAND(n)

: [Hi, 1] < HousenoLper(a, b, 1)
: [Ho, ap] < HousenoLper(a, b, 0)
: errorQ) < NorM(Hp #a — ag # b, 2)/(1 + aBs(a))
: errorl < NorM(H; #a — ay #b,2)/(1 + aBs(aq))

10°¢

10710

101

1012 F

[IHa- a bl /| o]

1013 E

1014 E

1015

10716
102

10° 104
n

Figure 1: Choix de o dans HOUSEHOLDER : erreur relative en norme Lo

Exercice 11

Démontrer le résultat suivant:

Corollaire. Soit a € C™

avec ay # 0 et 3j € [2,n] tel que a; # 0. Soient 0 = argay et

a+|af, e,

Uy = 57—
la £ lal; e*?es |
Alors
H(us)a = F [a], e es (12)
ol ey désigne le premier vecteur de la base canonique de C™.
Correction
On va utiliser le Théoreme 3.16.
On pose @ = +|a,e? et b = e;. Comme arg((a,b)) = argay = —arga; = —0, on a arga = 0 |
—arg({a,b)) [r].
14




Les autres hypotheses du Théoreme 3.16 sont vérifiées puisque le vecteur @ n’est pas colinéaire a ey et que
Jei], = 1. On a donc
( a+|af,e’%;

2L a = F |af, e .
\mrMMv%m> T lal, e%er

Exercice 12

Soit B € M4, (K) la matrice bloc

ot By ; € M, (K) et S e M,,(K). On note s € K" le premier vecteur colonne de S et on suppose que s # 0 et s
non colinéaire a e} premier vecteur de la base canonique de K".

Q. 1 a. Montrer qu’il existe une matrice de Householder H = H(u) € M,,(K) et v € K* tel que

Ak _ ((RUF
0 ;AH

ot RI*) est une matrice triangulaire supérieure d’ordre k et A% une matrice d’ordre n — k.

Q. 2 a. Sous certaines hypothéses, montrer qu’il existe une matrice de Householder HF 11 telle que HIF+ AR —
A[k+1]'

b. Soit A€ M,,(K). Montrer qu’il existe une matrice unitaire Q € M,,(K), produit d’au plus n — 1 matrices
de Housholder, et une matrice triangulaire supérieure R telles que A = QR.

c. Montrer que si A est réelle alors les coefficient diagonauz de R peuvent étre choisis positifs ou nuls.

d. Montrer que si A est réelle inversible alors la factorisation QR, avec R a coefficient diagonaux strictement
positifs, est unique.

Correction

R. 1  a. D’apres le Corollaire 3.21, page 93, avec @ = s, en posant o = + ||s]|, ' "85 et

s — aef
U= n
s —aet|
on obtient H(u) = aef.
On pose H = H(u). On a alors sous forme bloc
1 +taie o e
re oo @\ -1 - ~
i 0 e .
HS=H| 4. =1
! e .- e . i
. 0 e - o

15

Ce qui donne

R. 2 a. On note s € IK"~* le premier vecteur colonne de A, et u = <, ,‘;”) . D’apres la question précédente

si s # 0 et s non colinéaire a e’l‘_’c premier vecteur de la base canonique de IK"~* alors il existe une matrice
de Houscholder HF 1 = H(u) et a € K* tels que

Flx]

AlE+1] & 1] AR

On peut remarquer que si 8 = 0 ou s colinéaire a e;‘_k alors AlFl est déja sous la forme AlF+11 et donc
HI1 =

ent n— 1 fois en posant AlY) = A et AlF+1] = HIE+LIALK]
n-1]

b. il suffit d’appliquer itérativement le résultat préc
ot HI*+1 est soit une matrice de Householder soit la matrice identité. Par construction la matrice Al
est triangulaire supérieure et 'on a

Aln=1] — yln=11 o ... 5 A

On pose H = HI"=1 x ... x H[1 et R = Al*~1], La matrice H est unitaire car produit de matrices unitaires.
On note Q = H* On a
Q=HM x ... x yi»-1

car les matrices de Householder et matrice identité sont unitaires et hermitiennes.

c. Si A est réelle alors par construction Q et R sont réelles. Les coefficients diagonaux peuvent alors étre
choisi positif lors de la construction de chaque matrice de Householder.

d. Pour montrer I'unicité d’une telle factorisation, on note Qq, Q2, deux matrices orthogonales et Ry, R,
deux matrices triangulaires a coefficients diagonaux positifs telles que

A =QiR; = Q2Rs.
Comme A est inversible les coefficients diagonaux de R; et Ry sont strictement positifs. On a alors
I — ARt = QuRIR;Q;!

et donc
Q'Q: =RiR; = T.

Comme Q; est orthogonale on a T = Q}Q; et

THT = (Q5Q2)"Q5Q2 = Q5Q1Q5Qx = I.

16




La matrice T est donc orthogonal. De plus T = RyR3! est une matrice triangulaire supérieure a coeffi-
cients diagonaux strictement positifs puisque produit de triangulaire supérieure a coefficients diagonaux
strictement positifs. La matrice | étant symétrique définie positive, d’aprés le Théoreme 3.15(factorisa-
tion positive de Cholesky) il existe une unique matrice L triangulaire inférieure & coefficients diagonaux
strictement positifs telle que LL* = I. Cette matrice L est évidemment la matrice identité. On en déduit
que T=L*=1et donc Q; = Qs et R; = Rs.

‘ Exercice 13

Q. 1 Ecrire une fonction FACTQR permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A € M, (C).

On pourra utiliser la fonction HOUSEHOLDER  (voir Ezercice 3.1.9, page 90). o
Q. 2 Ecrire un programme permettant de tester cette fonction. o
Correction

R. 1 L’objectif est de déterminer les matrices Q, matrice unitaire, et R matrice triangulaire supérieure telle
que A = QR.

Données : A matrice de M,,(K).
Résultat : Q matrice unitaire de M,, (K).
R : matrice triangulaire supérieure de M, (K).

On rappelle la technique utilisée dans la correction de 'exercice 3.1.10 pour déterminer I'ensemble des matrices
de Householder permettant de transformer la matrice A en une matrice triangulaire supérieure. On pose

Al — A Al — HIFHIATRT vk e [0,n — 2]
ott HIF11 est soit une matrice de Householder soit la matrice identité. Plus précisement, on note s € K"~ le

vecteur composé des n — k derniéres composantes de la k + 1-eme colonne de Al¥l et @ = (-=£-- .

e Sis; =0 ou s colinéaire a e ~* premier vecteur de la base canonique de K"~* alors

HUkHL =,

En notant e}, ; le k + 1-eme vecteur de la base canonique de K", cette matrice peut-étre calculée avec la
fonction HOUSEHOLDER par
[HE o] HouseHOLDER(a, €., 1, 1)

o sinon HF 1 — |

On a vu que dans ce cas A"~ est triangulaire supérieure. On pose H = HI" =1 x ... x HI qui est une matrice

unitaire. On a alors R = Al"™1] — HA et Q = H*.
Algorithme 2

Algorithme 2

L Calculer Q et R 1. H e Hlr=1 5 ... 5yl
] H—{ 22 R—H=A

3: Q « H*
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Algorithme 2

Algorithme 2

. [H — H ... x U

2: R—H=#A
3: Q « H*

I

| est inutile de stocker les matrices AlFl et HI¥+1:

cH 1

C ALl — A

. for k<0 ton—2do
Calculer HF1 4 partir de Al¥]
A[k+1] - H[k+l'] % A[k]
H «— HkE+1 4 H

end for

A

n—1]

8 R—H=A & ouR « Al

9: Q  H*

Algorithme 2

Algorithme 2

CHe | A0 A

: for k —~ 0 ton—2do
Calculer HF 1 3 partir de Al
Alk+1]  qlk+1] , ALK
H e HIF s H

end for

. R« Al»=1]

Q« H*

P DT R WY

cH<—ILR<A
: for k<0 ton—2do
Calculer S( = HIF+1) & partir de R( = AlM)
R« Sx*R
H«<—SxH
end for
Qe H*

= compute AlF+1]

AN

Algorithme 2

Algorithme 2

LH«LR<A
2: for k<~ 0 ton—2do

H«Sx*H
end for
Qe H*

NPT AW

(Calcuter (= HE+1) & partir de R]-\
R SxR
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L H<«LR<A
2: for k<0 ton—2do

30 a<— [0;R(E+1:nk+1)]

4 ef, €C e (i) = Opqr, Vie[ln].
5. [R,a] < HousenoLper(a, e}, 1)

6: R« S=%R

7. He SH

8: end for

9: Qe H*




Algorithm 2 Fonction FAcTQR

Données : A : matrice de M, (K).
Résultat : Q : matrice unitaire de M, (KK).
R : matrice triangulaire supérieure de M,, ().
1: Function [Q,R] « FactQR (A)
22 H<1
3 R<A
4: for k<0 ton—2do
5: a <— On
6 fori—k+1 tondo
7 a(i) — R(i,k + 1)
8 end for
9 e—0, ek+1) <1
10: [S,a] < HousenoLDER(a, e, 1)
11: R—S=*R
12: H<—SxH
13:  end for
14 Q< H*

15: end Function

R. 2 A faire!
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