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EXERCICE 1 (10 poinTs) ]

Définition On dit que A € M,,(C) admet une factorisation TV si il existe T € M,,(C) triangulaire inférieure
inversible et V € M,,(C) triangulaire supérieure a4 diagonale unité telles que

A=TV.

On note A = (a; ;)i =1, T = (ti;)i ;=1 et V = (v;;)}';_; les composantes de ces matrices.
On rappelle que la sous-matrice principale d’ordre k de A, k € [1,n], est la matrice Ay € M (C) telle que

(Ag)i; = aij, Y(i,7) €1, k]
Q. 1 Soit Ae M, (C) admettant une factorisation TV.
a. Démontrer que toutes les sous-matrices principales de A sont inversibles.
b. Démontrer que la factorisation TV est unique.

c. Soitbe C™ donné. Expliquer comment résoudre le systéme Az = b a l'aide de la factorisation TV.

Q. 2 Soit A € M, (C) admettant une factorisation TV. Expliquer, de maniére détaillée, une méthodologie
pour calculer les coefficients des matrices T et V. On explicitera les formules a utiliser.

Q. 3 (Algo.) Soit Ae M, (C) admettant une factorisation TV.

a. Ecrire la fonction ResTriSup retournant z, solution de Uz = b ot U € M,,(C) est une matrice triangulaire
supérieure inversible et et be C™.

b. Ecrire la fonction algorithmique FactTV retournant les matrices T et V.

c. On suppose la fonction ResTrilnf retournant &, solution de Le = b avec L € M,,(C) triangulaire inférieure
inversible, déja écrite. Ecrire la fonction algorithmique ResTV retournant x, solution de Az = b en
utilisant sa factorisation TV.

Q. 4 Nous allons démontrer par récurrence sur l'ordre n = 2 des matrices que si A € M,,(C) est une matrice
dont toutes les sous-matrices principales sont inversibles, alors elle admet une factorisation TV.

a. Ecrire proprement la proposition (P,) & démontrer par récurrence.
b. Initialisation : montrer que (P3) est vraie.

c. Hérédité : en supposant que (P,) est vraie montrer que (Pny1) est vérifiée. (Indication: on pourra
utiliser une décomposition blocs de A € My4+1(C) avec 2 x 2 blocs, le premier bloc diagonal étant dans

M, (C).)

d. Conclure



EXERCICE 2 (10 poinTs)

Soient (a,b) € R?, a < b, ® : [a,b] — R, et o €]a,b[ tels que ®(a) = a. On suppose qu'il existe pu > 0,
def

I, = [a—p,a+ pu| < [a,b] tel que ® € CH(I,;R) et [®'(a)] < 1.
Q.1  a. Démontrer qu’il eziste § >0, Iy = [a — §,a + 6] I, tel que Yz € I, |9/ (z)| < 1.
b. Démontrer que ® est contractante sur Is.
Q. 2 a. Démontrer que « est l'unique point fixe de ® dans Is,
b. Démontrer que ®(I5) < Is.
Soient xg € Iy et, Vn e N, z, 11 = ().
Q. 3 a. Démontrer que, VYne N, x,, € Is.
b. Démontrer que la suite (x,,)n=0 converge vers .
c. Que peut-on dire de la suite (Tn)n>o si il existe k € N* tel que x, = a? Justifier.
d. Rappeler précisement la définition de la convergence de la suite (x,,)n>0 vers o & lordre p € N* au moins.

e. Démontrer que la suite converge a l'ordre 1 au moins.

Soit p € N*. On suppose de plus que ® € CP*1(I,;R) et que
Vie [1,p], 7 (a) =0 (1)

Q.4 a. SoitgeCPT(I,;R). Compléter précisement par la formule de Taylor-Lagrange a Uordre le plus élevé
possible:
$i Xy ..., A€ ..., tel que g(zn) =g(a)+...

b. En déduire que (x,)n=0 converge vers a a l'ordre (p + 1) au moins.

c. Démontrer que, sous l’hypothése supplémentaire <I>(p+1)(oz) # 0, la convergence ne peut-étre d’ordre (p+ q)
avec q = 2.

Application Soit f € C*(R;R) donnée par f(z) £ arctan(z). On a f'(z) = ﬁ et f admet o = 0 comme
unique racine. On pose
D(x) - f/(x)
f(@)
La fonction f est représentée sur la figure de gauche, les fonctions ® et ®' sur celle de droite.
/2

=f: z — arctanw 15] ",
5] y=(2)
—y=2'(z)

(méthode de Newton)
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Q.5 a. Calculer % pourie [1,3].
b. Calculer ®(a) et @ (a) pour i€ [1,3].

Soient 3 le réel tel que () = ®'(—3) = —1 (voir figure de droite) et § = 3—10~%. On note I5 «f [—B+9,8—76].

Q. 6 La fonction @ est-elle contractante sur Is? Justifiez sans démonstration o l’aide de la figure de droite.

Soient xg = —0.7 et, Yn € N, x,,11 = ®(z,).

Q.7 a. La suite (x,)n>0 converge-t’elle? Justifiez en utilisant les résultats des questions précédentes.

b. Siil y a convergence, donner son ordre de convergence exacte en justifiant.



