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Exercice 1 (7 points)

Soient A PMnpCq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls et bbb P Cn.
On rappelle que si G PMnpCq alors

`

@vvv P Cn, lim
kÑ8

Gkvvv “ 0
˘

ðñ ρpGq ă 1. (1)

Q. 1 On décompose A sous la forme A “ M´ N avec M inversible et on pose

B “ M-1N et ccc “ M-1bbb.

On définit la suite pxxxrksqkPN par
xxxr0s P Cn et xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc (2)

et on note xxx “ A-1bbb.

a. Rappeler la définition de ρpBq, rayon spectral de la matrice B.

b. Montrer que
xxx´ xxxrk`1s “ Bpxxx´ xxxrksq.

c. En déduire que la suite pxxxrksqkPN converge vers xxx quelque soit xxxr0s si et seulement si ρpBq ă 1.

On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E la partie
triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.

Q. 2 Pour la méthode itérative de Jacobi, la matrice d’itération est J def
“ D-1pE` Fq.

a. Donner ccc, en fonction de bbb, D, E et/ou F, pour que cette méthode s’écrive sous la forme itérative (2).

b. En déduire, sans citer le cours et en utilisant Q. 1, que ρpJq ă 1 est une condition nécessaire et suffisante
pour obtenir la convergence de la suite des itérés vers xxx.

Q. 3 Pour la méthode itérative de Gauss-Seidel, la matrice d’itération est L1
def
“ pD´ Eq-1F.

a. Donner ccc, en fonction de bbb, D, E et/ou F, pour que cette méthode s’écrive sous la forme itérative (2).

b. En déduire, sans citer le cours et en utilisant Q. 1, que ρpL1q ă 1 est une condition nécessaire et suffisante
pour obtenir la convergence de la suite des itérés vers xxx.

Soient α P R et bbb P R3. On définit la matrice Aα par

Aα “

¨

˝

1 0 0
0 1 α
0 α 1

˛

‚.

Q. 4 Déterminer des conditions nécessaires et suffisantes sur α, pour que la matrice Aα soit inversible.

Q. 5 Les méthodes itératives de Jacobi et de Gauss-Seidel sont-elles bien définies pour Aα?

Q. 6 Etudier la convergence de la méthode de Jacobi pour la résolution de Aαxxx “ bbb.

Q. 7 Etudier la convergence de la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution de Aαxxx “ bbb.



Problème 1 (13 points)

Soit f une fonction définie sur r0; 1s à valeurs réelles. On souhaite approcher
ş1

0
fpxqdx par Qnpfq une formule

de quadrature élémentaire

Qnpfq “
n
ÿ

i“0

wifpxiq (1)

où n P N, pxiqni“0 sont des points distincts 2 à 2 dans r0; 1s et pwiqni“0 sont des réels.

Q. 1 Soit k P N.

a. Donner la définition de: Qnpfq est de degré d’exactitude k au moins.

b. Montrer que l’application f ÞÑ Qnpfq est linéaire.

c. Montrer que si Qn est de degré d’exactitude k au moins alors

@r P v0, kw,
n
ÿ

i“0

wix
r
i “

1

r ` 1
. (2)

d. Montrer que si (2) est vérifiée alors Qn est de degré d’exactitude k au moins.

e. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les pwiqni“0 pour que Qn soit de degré d’exactitude 0
au moins.

Soient A PMn`1pRq la matrice définie par

Ai,j “ xj´1
i´1 , @pi, jq P v1, n` 1w,

et uuu “ pu1, . . . , un`1q
t P Rn`1. On note Puuu le polynôme défini par

@x P R, Puuupxq “
n
ÿ

i“0

ui`1x
i.

Q. 2 a. Soient bbb def
“ Auuu le vecteur de Rn`1 et i P v1, n` 1w. Exprimer bi, la i-ème composante de bbb, en

fonction de Puuu et de xi´1.

b. En déduire que la matrice A est inversible (indication: montrer que son noyau est réduit à l’élément nul...).

c. On définit WWW def
“ pw0, . . . , wnq

t P Rn`1. En utilisant (2), montrer que Qn est de degré d’exactitude n au
moins si et seulement si

pAtqWWW “ ccc (3)

où l’on explicitera le vecteur ccc.

d. (algo.) Ecrire la fonction algorithmique Poids retournant l’ensemble des poids pwiqni“0 pour un ensembre
de points pxiqni“0 donnés, distincts 2 à 2 tels que la formule de quadrature élémentaire Qn soit de degré
d’exactitude n au moins. On pourra utiliser pour cela la fonction vvv Ð SolvepB, gggq resolvant le système
linéaire Bvvv “ ggg, où B PMdpRq est une matrice inversible, ggg et vvv sont deux vecteurs de Rd.

Les points pxiqni“0 étant les points de la formule de quadrature élémentaire Qn, le polynôme d’interpolation
de Lagrange associé aux pn` 1q couples pxi, fpxiqqiPv0,nw, noté Lnpfq, est donné par

Lnpfqpxq “
n
ÿ

i“0

fpxiqLipxq, @x P R (4)

avec

Lipxq “
n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

, @i P v0, nw, @x P R. (5)

Si f P Cn`1pr0; 1s;Rq alors, @x P r0, 1s, Dξx P pminpxi, xq,maxpxi, xqq,

fpxq ´ Lnpfqpxq “
f pn`1qpξxq

pn` 1q!
πnpxq (6)

où πnpxq
def
“

n
ź

i“0

px´ xiq.



Q. 3 a. Déterminer explicitement Lipxjq, @pi, jq P v0, nw.

b. Quels sont les degrés des polynômes Li, i P v0, nw?

c. Montrer que Qn est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si

wi “

ż 1

0

Lipxqdx, @i P v0, nw. (7)

d. Montrer que si Qn est de degré d’exactitude n au moins alors
ż 1

0

Lnpfqpxqdx “ Qnpfq. (8)

e. On suppose que Qn est de degré d’exactitude n au moins et que f P Cn`1pr0; 1s;Rq. Montrer que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

fpxqdx´Qnpfq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›f pn`1q
›

›

8

pn` 1q!

ż 1

0

|πnpxq|dx. (9)

On admet le résultat suivant:
Prop. 1 : Soit k P N˚. Si Qn, définie en (1), est de degré d’exactitude n au moins alors Qn est de degré
d’exactitude pn` kq au moins si et seulement si

ż 1

0

πnpxqx
rdx “ 0, @r P v0, k ´ 1w. (10)

Le degré maximum d’exactitude de Qn est p2n` 1q. ˝

Q. 4 Application avec n “ 1

a. En utilisant la proposition précédente, déterminer les points x0 et x1, x0 ă x1 pour que la formule de
quadrature élémentaire Q1 puisse être de degré d’exactitude 3.
Indication: on pourra introduire les variables auxiliaires X “ x0 ` x1 et Y “ x0x1.

b. En déduire, à l’aide de (3) ou de (7), les poids w0 et w1 pour que la formule soit de dégré d’exactitude 3.

Soit A PMn`1pRq la matrice définie par

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 c1 0 . . . . . . 0
c1 0 c2 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 cn´1 0 cn
0 . . . . . . 0 cn 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, avec ck “

c

k2

4k2 ´ 1
. (11)

On admet que ses valeurs propres pλiqni“0 sont réelles et que

´1 ă λ0 ă λ1 ă . . . ă λn ă 1.

Par la suite, on choisit les pn`1q points de Qn comme étant xi “ 1
2 `

1
2λi, i P v0, nw. Les pn`1q

poids de Qn sont alors donnés par (7) et Qn est alors de degré d’exactitude p2n` 1q.

On suppose que l’on dispose de la fonction algorithmique λλλÐ EigpHq retournant l’ensemble des valeurs propres
d’une matrice symétrique H PMdpRq dans l’ordre croissant sous la forme d’un vecteur λλλ P Rd.

Q. 5 (algo.) a. Ecrire la fonction rxxx,wwws Ð PointsPoidspnq retournant le tableau des points xxx et le tableau
des poids www associés à Qn. On pourra utiliser, au besoin, les fonctions algorithmes déjà écrites. Attention,
les points sont ici dans l’intervalle r0; 1s.

b. Ecrire la fonction I Ð QuadElempg, nq retournant une approximation de
ş1

0
gpxqdx en utilisant la formule

de quadrature élémentaire à pn` 1q points sur l’intervalle r0, 1s de degré d’exactitude p2n` 1q. On pourra
utiliser, au besoin, les fonctions algorithmes déjà écrites.

c. Proposer un programme permettant de tester/valider le degré d’exactitude de la fonction précédente.


