
Résultats principaux, cours d’Analyse Numérique I
Chapitre 4: Interpolation

4.1 Polynôme d’interpolation de Lagrange

Definition 4.1

Soient n P N˚ et pxi, yiqiPv0,nw avec pxi, yiq P R2 et les xi distincts deux à deux. Le polynôme
d’interpolation de Lagrange associé aux n ` 1 points pxi, yiqiPv0,nw, noté Pn, est donné par

Pnpxq “
nÿ

i“0

yiLipxq, @x P R (4.1)

avec

Lipxq “
nź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj
, @i P v0, nw, @x P R. (4.2)

Théorème 4.2

Le polynôme d’interpolation de Lagrange, Pn, associé aux n ` 1 points pxi, yiqiPv0,nw, est
l’unique polynôme de degré au plus n, vérifiant

Pnpxiq “ yi, @i P v0, nw. (4.3)

4.1.2 Erreur de l’interpolation
Soit une fonction f : ra, bs ÝÑ R. On suppose que les yi sont donnés par

yi “ fpxiq, @i P v0, nw. (4.4)

On cherche à évaluer l’erreur Enptq “ fpxq ´ Pnptq, @t P ra, bs.

Théorème 4.3

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn n ` 1 points distincts de l’intervalle ra, bs. Soient f P Cn`1pra; bs;Rq et
Pn le polynôme d’interpolation de Lagrange de degré n passant par pxi, fpxiqq, @i P v0, nw. Alors,
@x P ra, bs, Dξx P pminpxi, xq,maxpxi, xqq,

fpxq ´ Pnpxq “ f pn`1qpξxq
pn ` 1q!

nź

i“0

px ´ xiq (4.5)

4.1.3 Points de Chebyshev
Trouver px̄iqni“0, x̄i P ra, bs, distincts deux à deux, tels que

max
tPra,bs

nź

i“0

|t ´ x̄i| ď max
tPra,bs

nź

i“0

|t ´ xi|, @pxiqni“0, xi P ra, bs, distincts 2 à 2 (4.6)

On a alors le résultat suivant
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Théorème 4.4

Les points réalisant (4.6) sont les points de Chebyshev donnés par

x̄i “ a ` b

2
` b ´ a

2
cosp p2i ` 1qπ

2n ` 2
q, @i P v0, nw. (4.7)

4.1.4 Stabilité

On note Λn “ max
xPra,bs

nÿ

i“0

|Lipxq|, dites Constante de Lebesgue.

Proposition 4.5

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn des points distincts de ra, bs. L’application Ln : C0pra, bs;Rq ÝÑ RnrXs
qui a toute fonction f P C0pra, bs;Rq donne le polynôme d’interpolation de Lagrange Pn associés
aux couples de pxi, fpxiqqiPv0,nw est bien définie et linéaire. De plus on a

}Ln} def“ sup
fPC0pra,bs;Rq

f‰0

}Lnpfq}8
}f}8

“ Λn. (4.8)

Théorème 4.6

Pour toute fonction f P C0pra, bs;Rq, on a

}f ´ Lnpfq}8 ď p1 ` Λnq inf
QPRnrXs

}f ´ Q}8 (4.9)

‚ Pour les points équidistants xi “ a ` ih, i P v0, nw et h “ pb ´ aq{n,

Λn ě 2n

4n2
(4.10)

et le comportement asymptotique

Λn « 2n`1

e.n lnpnq quand n Ñ `8 (4.11)

‚ Pour les points de Tchebychev,

Λn ď C lnpnq, avec C ą 0 (4.12)

et le comportement asymptotique

Λn « 2

π
lnpnq quand n Ñ `8 (4.13)
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4.2 Polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite

Definition 4.7

Soient n P N˚ et pxi, yi, ziqiPv0,nw n`1 triplets de R3, où les xi sont des points distincts deux à deux
de l’intervalle ra, bs. Le polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté Hn, associé aux
n ` 1 triplets pxi, yi, ziqiPv0,nw, est défini par

Hnpxq “
nÿ

i“0

yiAipxq `
nÿ

i“0

ziBipxq (4.14)

avec
Aipxq “ p1 ´ 2L1

ipxiqpx ´ xiqqL2
i pxq et Bipxq “ px ´ xiqL2

i pxq (4.15)

où

Lipxq “
nź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj
.

Théorème 4.8

Le polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite, Hn, associé aux n`1 triplets pxi, yi, ziqiPv0,nw,
est l’unique polynôme de degré au plus 2n ` 1, vérifiant

Hnpxiq “ yi et H1
npxiq “ zi, @i P v0, nw (4.16)

Théorème 4.9

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn, n`1 points distincts de l’intervalle ra, bs. Soient f P C2n`2pra; bs;Rq et
Hn le polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux n`1 triplets pxi, fpxiq, f 1pxiqqiPv0,nw.
On a alors @x P ra, bs, Dξx P pminpxi, xq,maxpxi, xqq, tels que

fpxq ´ Hnpxq “ f p2n`2qpξxq
p2n ` 2q!

nź

i“0

px ´ xiq2 (4.17)
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