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o Méthodes de quadrature élémentaires

o Formules élémentaires de Newton-Cotes
o Formules élémentaires de Gauss-Legendre
o Méthodes de quadrature composées

o Erreurs méthodes composées
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On propose de chercher des approximations de

a z a b . 2
Figure: Représentation de {” f(x)dx (aire de la surface colorée)
2 «O» «F>» «E» «E>» A




@ Definition 6.1
Soient f € C%([a, b]; R) et Q,(f,a, b) la formule de quadrature élémentaire donnée par
Q,(f, a, b) def Z
avec Vj € [0,n] w; € R et x;
notée &, p(f), est définie par
@ Definition 6.2

a

(1)

[, b] distincts deux a deux. L'erreur associée a cette formule de quadrature
b
a,b(f) = J f(x

(x)dx — Q,(f,a,b), YfeC’(a,b];R)

» bl; ()
On dit qu'une formule d'intégration (ou formule de quadrature) est d'ordre p ou a pour degré d’exactitude p si
elle est exacte pour les polynémes de degré inférieur ou égal a p.
«O» «F>» «E» «E>» = QA
]



Exercice 1 4%

Q,(f, a, b) une formule de quadrature élémentaire

Q

Soient f une fonction définie sur [a, b] a valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher § f
Qn(f,a,b) = (
1

dx par

—a Z wif (x;)
ou les (xj)7_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)7_, sont des réels
dans R est linéaire et continue

(1)

Démontrer que I'application f —> Q,(f, a, b) définie de C°([a, b]; R), muni de la norme infini, a valeurs

Soit k € N. Montrer que Q,(f, a, b) est de degré d’exactitude k si et seulement si

b
Vre[0,k], Qn(x+— x",a,b) =J
]

x"dx.

a

()

«O» «F>» «E» «E>» = QA



A«4O0> «F» «E» « >

n

O, (f,a,b) & —az (%)) ff (1)

Proposition 6.1

Soit Q,(f, a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points (distincts
deux a deux dans [a, b]).

L'application f — Q,(f, a, b) définie de C°([a, b]; R), muni de la norme infini, & valeurs dans R
est linéaire continue, et elle a pour degré d'exactitude k € IN si et seulement si

b
Qn(x— x",a,b) =f x"dx, Vre][0,k].

a

E 9Da¢
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o Méthodes de quadrature élémentaires

Méthodes de quadrature &lémentaires

«O» «F>» «E» «E>» QA



Formule du rectangle a gauche
f(x) ~ f(a)

fb

a

Figure: Formule du rectangle a gauche : S: f(x)dx ~ Qo(f,a, b) = (b — a)f(a) (aire de la surface colorée)

«O» «F>» «E» «E>» = QA
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Formule du rectangle & droite
f(x) ~ f(b)

fb

Figure: Formule du rectangle a droite : Sf f(x)dx ~ Qqo(f,a,b) = (b— a)f(b) (aire de la surface colorée)

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DAl
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Formule du point milieu

f(x)~ f((a+ b)/2)

fe —y= 1)

5]

c=13

Figure: Formule du point milieu : S: f(x)dx ~ Qo(f,a,b) = (b— a)f((a+ b)/2) (aire de la surface colorée)
«O» «F>» «E» «E>» = QA
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Exercice

milieu est de degré d’'exactitude 1.

Montrer que les formules des rectangles sont de degré d’exactitude 0 et que la formule du point
La précision de ces formules n'est pas bonne!
Comment y remédier?

Méthodes de quadrature &lémentaires
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Exercice

milieu est de degré d’'exactitude 1.
La précision de ces formules n'est pas bonne!
Comment y remédier?

Montrer que les formules des rectangles sont de degré d’exactitude 0 et que la formule du point

En approchant la fonction f par des polynémes d'interpolation de degré > 1.

Méthodes de quadrature &lémentaires
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Exercice 2 &

formule de quadrature élémentaire

Soient f une fonction définie sur [a, b] a valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher { f
Qn(f, a, b

ou les (xi)7_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)7_, sont des réels.
Expliciter ¢

—a Z wif (x;)
On note x = (t) = a + Bt, B € R*, le changement de variable affine, t; = ¢~
Q.1

dx par Q,(f,a, b) une
H(a),¢71(b))
-1

Soit k € IN
Q.2

Q.3

(1)
Y(x;), Vi € [0,n], et
(a)) Z wig(t

Montrer que si Q,(g,

- ) )
Montrer que si Q,(f, a, b) est de degré d’exactitude k alors Q,(g, v ~1(a), p~1(b)) est de degré d’exactitude k
¢ l(a), o7 é d'exacti
]

(b)) est de degré d’exactitude k alors Q,(f, a, b) est de degré d'exactitude k

~ g .
«O0>» «Fr» «E>» «E>» E 9Da¢
Méthodes de quadrature &lémentaires 2024/11/25 13 / 59



n

O, (f,a,b) & —aZ (%)) Jf (1)

Proposition 6.2

Soit Q,(f, a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points (X;)je[o,n]
(distincts deux a deux dans [a, b]).

On note x = ¢(t) = a+ Bt, B € R*, le changement de variable affine, t; = p=1(x;), Vi € [0, n],
et

Qn(g, 971 (a), 97 (b)) = (977 (b) — ¢ '(a)) Z wig(t;). (3)

Alors Q,(f, a, b) est de degré d’exactitude k si et seulement si Q,(g, ¢~ 1(a), o~ 1(b)) est de degré
d'exactitude k.

a+b+b—a
2 2

Par ex. ¢(t) = a+ (b—a)t, p(t) =

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
2024/11/25 14 / 59
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Exercice 3 &

[a, b]. On souhaite approcher {” f

Soient f une fonction définie sur [a, b] a valeurs réelles, n € IN et (x;)
b

dx par Q,(f,a, b), une formule die %Sadrature élémentaire
Qn(f,a,b) = (

ou les (w;)7_, sont des réels a déterminer

Q.1

des points distincts 2 a 2 dans
—a Z w; f(x;)

(1) a

(1)
0 r+1
—a) Z wix = b

_ ar+1
=————, Vre[0,k].
1 ) b
= 7l
2
Les points (x;)7_, étant fixés, montrer qu'il existe alors une unique formule de quadrature élémentaire
(n+ 1) points de degré d'exactitude n au moins.
]

Démontrer que (1) est de degré d'exactitude k (au moins) si et seulement si

()

«O» «F>» «E» «E>» QA
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n b
On(f,a,b) £ ( ijf %J f(x)dx
j=0
Proposition 6.3
La formule de quadrature élémentaire (1)

d’exactitude k (au moins) si et seulement si

(n + 1) points, distincts deux & deux, est de degré
n
br+1 _ ar+1
—a) Z wix] =
i=0
Proposition 6.4

k].
P Vr e [0, k]

(4)

Soient (X;)e[o,n) des points deux a deux distincts de I'intervalle [a, b] donnés. Il existe alors une

, .
unique formule de quadrature élémentaire (1) a (n + 1) points de degré d'exactitude n au moins.
«O» «F>» «E» «E>» = QA
ST Meéthodes de quadrature &lémentaires
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Exercice 4 &

Soient (x;)7_, (n + 1) points donnés et distincts 2 & 2 d'un intervalle [a, b] (a < b). Ecrire une
fonction algorithmique WeightsFromPoints permettant de déterminer les poids (w;)_, de telle
sorte que la formule de quadrature élémentaire associée soit de degré d'exactitude n au moins en
s'inspirant de résultats obtenus dans la démonstration de la Proposition 6.4. On pourra utiliser la
fonction algorithmique x < Solve(A, b) permettant de résoudre le systéme linéaire Ax = b.

1 1 1 wo b—a
b2 —3a*
X0 X1 0 Xp wy D)
(b—a)| . . . =
n n n bn+1_an+1
X X X w,
0 1 n n n+i

A4O0> «Fr «E» « »
Méthodes de quadrature &lémentaires
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Q (f a, b def Z
Proposition 6.5

b
J f(x)dx
deux a deux).On dit qu’elle est symétrique si

Vie [0,n]

Xi + Xp—i

_a+b

Soit Q,(f, a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points (distincts

2
exacte pour les polynémes de degré 2m + 1
voir Exercice 5 =

et wj = w,_;
2
Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polynémes de degré 2m alors elle est nécessairement

(5)

Méthodes de quadrature &lémentaires
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Exercice 5 £

procher S: f

Soient f une fonction définie sur [a, b] a valeurs réelles et n € IN. On souhaite ap-
B

avec

(3 )2m+1

des réels et apm.1 # 0.
dx par Q,(f, a, b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Q.3
@ Calculer les dérivées P(2m+1) et p(2m+2)
0 @ Montrer que

Qn(f,a b)“‘(b—a)Ew,-f(x, (1)
i—0
Xi
vérifiant .
Vie[o,n, XitXe—i_2ath
2
@ Etablir que

ol les (x;)f_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)]_, sont des réels
2
Q.1

et wi = w,_;

2
_a+b

2m+1
P(x):C(x—aer) +R(x)
(@)t
(2)
Vi € [0, n],

(3)
Montrer que
_ ~_atb
R G o

en déterminant le degré maximum de R et en exprimant C en fonction des
@ Si n est impair, montrer que Vi € [0, n], x; #

b 2+
YkeN, J( 2t ) dx = 0. 0]
2
a+ b
2 +b Q.5
a
@ Si n est pair, montrer qu'il existe un unique i € [0, n] tel que x; = —5
@ En justifiant, donner explicitement un exemple de points (x;)7.
(n restant quelconque)
Q.2

polynémes de Rom[X]
' Vérifiant (2)
Démontrer que I'application f — Q,(f,a, b) définie de f € C°([a, b]; R), muni
de la norme infini, a valeurs dans R est linéaire et continue.
Soient m € IN* et P un polynéme de degré 2m + 1 s'écrivant sous la forme

exacte pour P si et seulement si

On suppose que la formule de quadrature élémentaire (1) est exacte pour les
@ Déduire de (3) et (4) que la formule de quadrature élémentaire (1) est
2m+1
P(x) =

= S e

n a4 b\ 2
b i (xi— -0
( a);w (x 2 )
Q.6
j=0

@ En utilisant Q. 1, démontrer que (5) est toujours vérifiée.

Ecrire de maniére trés précise le résultat démontré
Méthodes de quadrature &lémentaires
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O,(f,a,b) 4 z”: J f(x)dx

Proposition 6.6
Soit Q,(f,a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points (xi)ieo,n]
(distincts deux & deux).

La formule de quadrature est de degré d'exactitude n au moins si et seulement si pour tout i € [0, n]
les poids w; sont donnés par

1 Xj tJ .
W,—b_aLj —de —f dt Vi€ [0, n] (6)

J'# J#I
avec t; = (x; — a)/(b — a).
Si f € C"t1([a, b]; R) alors on a

b
L f(x)dx — Qn(f, a, b)‘ < nt Hf("+1)H f \H x — x;)|dx (7)

voir Exercice 6 w»

A4O0» «FP» «Z» « >
S Méthodes de quadrature &lémentaires

E 9Da¢

2024/11/25 20 / 59



Q.4

b
Li(x)d:
5 |, Lo
@ Montrer que si (3) est vérifiée, alors Q, a pour degré d’exactitude n au
alors on a

Exercice 6 &

Qnlf, ) (b a) 3 wif (x)
izo

dans R est linéaire.
On note, pour tout i € [0, n],

Li(x) def

Démontrer que I'application f —> Q,(f,a, b) définie de F([a; b];R) & valeurs

n .

x=x
0 Xi X
J#i

et tj = (x; — a)/(b — a). On rappelle que le polynéme d'interpolation de Lagrange

Méthodes de quadrature &lémentaires

ol les (x;)7_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)7_, sont des réels.

On suppose les poids (w;)?_o donnés par (3). Montrer que si f € C"**([a, b]; R)

Soient a, b deux réels, a < b et F([a; b];R) I'espace des fonctions définie de [a; b] a
valeurs dans R. Soient f € F([a; b];R) et n € IN. On souhaite approcher S: f(x)dx
par Q,(f,a, b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

associés aux points (x;, f(x;))icfo,n] S'écrit

(1)

et que si f € C""([a, b]; R) alors on a
Vx € [a,b], 3¢ € [a,b], f(x)— La(F)(x)
a Montrer que

_ feE) 1
(n+ 1) ,-:o(x -
1 b
EJ; Li(x)dx
Q.3

1nt_
_L,l:.[)

i
J#i
@ Montrer que si Q, a pour degré d'exactitude n au moins alors, on a

X))

’

dt.

©]

vielo,nl, wi=
moins.

1

O]

L F(x)dx — Qu(f, 2, b)‘ < (nT11)| Hf("“)Hx f | Q(X —5

(5)
> « > DAy




Lemme 6.1

Soient (w;)?_, définis par

Soient (x;)7_, des points distincts 2 a 2 de l'intervalle [a, b] vérifiant
Vi e [0, n],

Xi + Xp—i

2

_a+tb
-

1
Wi =
On a alors

b x—x
b—aL H
Jj=0

Xi — X" X
JFI

impaire et au moins n + 1 sinon.

Vie[0,n], wi= w,_;
et la formule de quadrature élémentaire associée est de degré d'exactitude au moins n si n est
VOirEXeI’CiCQ?b «O> «F>r» «E» «=>» E vaQ
. Méthodes de quadrature &lémentaires



Exercice 7

&

Soient (x;)7_, des points distincts 2 a 2 de I'intervalle [a, b] vérifiant

. o b
Vie[o,n], X +2X" i a;

On note L; € Ry[X], i € [0, n] les (n+ 1) polynémes de base de Lagrange définis par

n
Li(x) = X=X
j=0 % =%
J#i
et vérifiant L;(x;) = &;, ¥(i,j) € [0, n]?
Soit i € [0, n]. Montrer que
Soient (w;)?_, définis par

Montrer que I'on a alors

VxR, Li((a+ b) —x) = Ly_i(x).

1t )
i — ﬁj Li(t)dt, Vie [0,n]
Vie[0,n], wi=w,_;
«O» «F> «E» « = = QA
B Mathodes de quadrature elémentaires




Proposition 6.7

O,(f,a,b) = (b—a) i wif (x;) ~ Jb f(x)dx
j=0 :

a

alors de degré d'exactitude n + m, m € IN*, au moins si et seulement si

va
ol 7, est le polynéme de degré n + 1 défini par

Soit Q,(f, a, b) défini par (1) une formule de quadrature élémentaire de degré d'exactitude au moins n. Elle est
ﬂ'n(X)Q(X)dX =0, VQe Rm—l[X]
De plus, on a

mn(x) = l_[(x — X)-

i=0
Le degré maximal d'exactitude d'une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points est 2n + 1.
voir Exercice 8 =

)
b
(8) «— j Ta(x)xKdx = 0, Vk € [0, m — 1].
]

Méthodes de quadrature &lémentaires

(8)

(10)
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Q.4
Q.5

Démontrer que (1) a pour degré d'exactitude n+ m au moins si et seulement si

Exercice 8§ &

Soient a, b deux réels, a < b et F([a; b]; R) I'espace des fonctions définie de [a; b]
valeurs dans R. Soient f € F([a; b];R) et n € IN. On souhaite approcher S: f(x)dx
par Qn(f,a, b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

a

Q,(f,a,b) £ (b—a) Z wif (x;)

On suppose que (1) a pour degré d'exactitude n au moins.
dans R est linéaire.

(1)
i=0
ol les (x;)7_, sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;)7_, sont des réels

m(x) = [ [(x = %)
et me IN*,

i=0

Démontrer que I'application f — Q,(f,a, b) définie de F([a; b];R) & valeurs
Soient 7, le polynéme de degré (n + 1) défini par

Q.3

Méthodes de quadrature &lémentaires

Q.2

rappel division euclidienne: Soient A et B deux polynémes, B étant non nul, alors
il existe un unique couple de polyndmes (Q,R) tel que

A=BQ+R et deg(R) < deg(B).
Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.

satisfaisant

@ En déduire que

@ Soit P € R,y m[X]. Déterminer les degrés maximaux des polynémes Q
(quotient) et R (reste), obtenus par la division euclidienne de P par 7,, et
P=m,Q+R.

b b
VP € Ropm[X], J P(x)dx — Qn(P, a,b) = f Qx)ma(x)dx.  (2)

ou Q est le quotient de la division euclidienne de P par 7,

Démontrer que (1) a pour degré d’exactitude n + m au moins si et seulement si

b
VH € Rp_1[X], j 7n(x)H(x)dx = 0.

En déduire le degré maximal d’exactitude de (1).

®)
b
J;ﬂ' X

2(x)xKdx = 0, Yk e [0,m—1].

(4)
> < > E DA




Avec une discrétisation réguliére de |'intervalle [a, b] :
Méthode de Newton-Cotes .

Bien d'autres méthodes peuvent étre obtenues (avec d'autres points), certaines permettant le calcul
. . b
d'intégrales avec poids de la forme {  w(x)f(x)dx :

méthode de Newton-Cotes ouvertes,

méthode de Gauss-Legendre ,
e méthode de Gauss-Jacobi,

e méthode de Gauss-Tchebychev,
e méthode de Gauss-Laguerre,

e méthode de Gauss-Hermitte,

e méthode de Gauss-Lobatto,

e méthode de Romberg...

«O» «F>» «E» «E>» = QA
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o Formules élémentaires de Newton-Cotes

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes
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Proposition 6.8

Soient f € C°([a, b]; R) et (x;)ic[o,n une discrétisation réguliére de I'intervalle [a, b]: x; = a+ ih avec h = (b—a)/n. Les formules
de quadrature élémentaires de Newton-Cotes s'écrivent sous la forme

ou les poids (w;)_, sont donnés par (6).
Elles sont symétriques et leur degré d'exactitude (d.e. dans le tableau suivant) est égal n si n est impair et n+ 1 sinon.

Jb f(x)dx ~ (b— a) Zn: wif (x;)
a i=0

n | d.e. w; (poids) nom
1 1 N
1 1 3 3 trapéze
1 2 1 B
2 3 H 3 & Simpson
1 3 3 1
3 3 5 ) 5 8 Newton
s 16 2 16 s q
4 5} % o a5 7 % Villarceau
5| 5 | 10 25 25 25 10 2
288 % 144 144 % 288 {
41 9 9 34 9 9 41
6| 7 | s 3 w5 W B w0 Weddle
71 7 751 3877 40 2080 2980 49 3577 751 2
17280 17280 640 17280 17280 640 17280 17280 {
8| o 980 2044  _ 464 5248 _ 454 5248  _ 464 2044 989 | -
28350 14175 14175 14175 2835 14175 14175 1ai75 28350 |

Table: Méthodes de Newton-Cotes

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes

> < > E DA



Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

b
J f(x)dx ~
Calcul des coefficients w;?

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DAl
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Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

B — a a
J Fx)dx ~ 2 - <f(a) +Af( ;b) + f(b)> (11)

Calcul des coefficients w;? : Méthode 1 :

Formule doit &tre exacte pour les monémes 1, X, X2 : on résoud le systéme

wo + w1 + wp = 1, (f(x)=1
awp + (a+ h)wy + (a+ 2h)ws = biaS:de=a+h, (f(x) = x
Pwo+ (a+ h)3?wi + (a+2h)%we = S: x?dx = 3(3a® + 6ah + 4h?), (f(x) = x?)
Mais il y a plus simple ...
«O» «F>» «E» «E>» = QA
]

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes 2024/11/25 29 / 59



Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

Jb f(x)dx b—a

+ b
f(a) +4F(222) + £(b)
6 2

Méthode 2 :
peut les calculer sur I'intervalle [0, 1] en résolvant le systéme

Formule doit étre exacte pour les monémes 1, X, X2 et les w; ne dépendent pas de I'intervalle [a, b] : on

Calcul des coefficients w;?

(11)
Wo + Wy + wWo
OXW0+%W1+1><W2

L,
02 xwo+ (3 xw+(1)2xwe = [ x%dx=

: (9
§o xdx = 3
]

3 (flx)

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

B — a a
J Fx)dx ~ 2 - (f(a) +Af( ;b) + f(b)) (11)

Calcul des coefficients w;? :  Méthode 3 : Vi€ [0, n]

1 Tot—t . —J
Wi = f Li(t)dt, avec L;(t) = H . A 1_[ n't !

0 =0 ti — t; =0 I—j
J#i J#i

2t—12t -2

Lo(t) = = > =2t-1)(t-1)
2t 2t -2

Li(t) = T 3 =—4(t—1)t
2t2t -1

Ly(t) = O =2t-1)t

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DAl
2024/11/25 290 / 59
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Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

b—a
Degré d’exactitude 3 : au moins ordre 3

dx = =
JOXX 5#

| =

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes

e (f(a) + 4f(

(04 + 4(%)4 + 14> =2

at+b

)+£6)

4
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Exercice 9 &
Q.1

Ecrire une fonction algorithmique WeightsPointsNC retournant les (n+ 1) points et les (n+1)
poids de la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.
Q.2

Ecrire une fonction algorithmique QuadElemNC retournant la valeur de Q,(f, a, b) correpon-
dant a la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes 4 (n + 1) points.

A«4O0> «F» «E» « >
Formules é&lémentaires de Newton-Cotes
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Sage http://www.sagemath.org/

cuvelier@ardwen:~$ sage

SageMath version 10.3, Release Date: 2024-83-19
Using Python 3.12.3. Type "help()" for help.
sage: %paste

var('t')

def Baselagrange(n,i)
L=1
for j in range(n+1)
if i!=3:
L=L*(n*t-3)/(1-3)
return L

def NewtonCotes(n):
W=[1;

for 1 in range(n+1):
W.append(integrate(BaselLagrange(n,i),t,0,1))
return W
## -- End pasted text
t

sage: NewtonCotes(4)
[7/90, 16/45, 2/15, 16/45, 7/90]
sage: I

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes

«O>» «Fr o«
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http://www.sagemath.org/

Probléme lorsque n devient grand!
Soit f(x) =3x+2,a=0etb=1

illustration sur un exemple simple.
degré 1.

e Les formules de Newton-Cotes a (n + 1) points, n > 1, sont exactes car f est un polynéme de
e les poids (w;)ie[o,n) Peuvent étre calculés sous forme fractionnaire.
Or x; et w; sont approchés & ~ le — 16 preés sur ordinateur

xi=i/n=~X
o Newton-Cotes exacte : >, w;f(x;)

w; X Wj

et
o Newton-Cotes approchée : >." W f(X;)

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes
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error

—Numerical Newton-Cotes
—Analytical Newton-Cotes

10—7 4

10—9 4

10—11 4

10-13

60

«O>» «Fr o« > «E>» DAy
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10—15 4
T T T T T T T n
0 10 20 30 40 50
Figure: Instabilité des méthodes de Newton-Cotes élémentaires
]

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes




Remarque 6.1

Pour les méthode de Newton-Cotes, il ne faut pas trop "monter" en ordre car le phénoméne de
Runge (forte oscillation possible du polynéme d'interpolation sur les bords de I'intervalle) peut
conduire a de trés grandes erreurs. Au deld de n = 7, des poids négatifs apparaissent dans les
formules et les rendent beaucoup plus sensibles aux erreurs d'arrondis.

Que faire pour pallier ce probléme : Sortir couvert!!

T Traduction :

utiliser la relation de Chasles

Formules é&lémentaires de Newton-Cotes

«O» «Fr « > « >
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o Formules élémentaires de Gauss-Legendre

Formules élé

de G
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n b
Qn(f,a,b) = (b—a) ) wif (x) ~ J £(x)dx
j=0 .
Peut-on avoir une formule de quadrature de degré d’'exactitude 2n + 17

Pour cela il faut déterminer les points (x;)"_, appartenant a [a, b] distincts 2 a 2.

Formules

de G
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Exercice 10 &
Q.1

quadrature

Déterminer les points to, t; de l'intervalle [—1,1] et les poids wy, wy tel que la formule de
soit de degré d'exactitude 3.
Q.2

1 1
f g(t)dt ~ 2 wig(t;)
-1 i=0

3.

En déduire une formule de quadrature pour le calcul de S: f(x)dx qui soit de degré d'exactitude

Formules

de G

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
2024/11/25 37 / 59



Qn(fv a, b) dé‘ (b - a) Z VVJf(XJ)
j=0
Oui pour n = 1! Et pour n > 17

Jb
Peut-on avoir une formule de quadrature de degré d'exactitude 2n + 17

Pour cela il faut déterminer les points (x;)"_, appartenant a [a, b] distincts 2 a 2.
Les polyndmes de Legendre vont étre d'une grande utilité!

Formules

de G
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Les polyndmes de Legendre peuvent &tre définis par la formule de récurrence de Bonnet
avec Po(t) =1 et Py(t) = t.
On a les propriétés suivantes:

(n+1)Pry1(t) = 2n+ 1)tPs(t) — nPp_y1(t), Vn =1
prop.1 le polynéme de Legendre P, est de degré n,
prop.2 la famille {P,};_, est une base de R,[X],
prop.3 pour tout (m,n) € N2, on a

(12)
1
J Pr(t)Py(t)dt =
-1

—
2n+1"™"
ce qui correspond a I'orthogonalité des polynémes de Legendre pour le produit scalaire

<Pm7 Pn> = fjl Pm(t)Pn(t)dt.

prop.4 Soit n > 1, P, est scindé sur R et ses n racines, notées (t;)7_, sont simples dans | — 1, 1[, c'est a dire

(13)
n—1
P,(t)=C[[(t—t), CeR*
i=0
ou les t; sont 2 3 2 distincts (et ordonnés). Les (n+ 1) racines simples de P, sont alors chacunes dans I'un des
(n + 1) intervalles ] -1, l’g[, ]to, tl[, boog ]l’nfz, t,,,l[, ]t,,,l, 1[
«O» «F>» «E» «E>» = QA
. i
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Proposition 6.9 : Exercice “3 ou &

Soit (£;)7_g les (n+1) racines distinctes du polynéme de Legendre de degré (n+1). On note x; = 252+ =3¢,
Vi e [0, n]] et w; les poids donnés par (6). La formule de quadrature élémentaire

b
J f(x)dx ~ (b—a Zw, X;)

a

est appelée la formule de quadrature de Gauss-Legendre. C'est I'unique formule de quadrature élémentaire
a (n+ 1) points ayant pour degré d'exactitude 2n + 1.

exactitude w; (poids) t; (points)
1 1

0 0
1|3 12,12 | —1B.A/I3
2 5 5/18,8/18,5/18 | —4/3/5,0,4/3/5

Table: Méthodes de Gauss-Legendre sur [—1,1]

«O» «F>» «E» «E>» = QA
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Théoréme 6.1 :

la Proposition 6.9. Alors on a

b
| f F(x)dx — Qul(f, 2, b)| <
ot 7a(x) = I,

Soient f € C2"*2([a, b]; R) et Q,(f, a, b) la formule de quadrature de Gauss-Legendre définie dans

[Fe 2], * e
n d 14
(2n + 2)! L”(X) x (14)
i_o(x —xj), les x; étant les points de la formule de quadrature.

Formules

de G
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Exercice 11 &
L'objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de
Gauss-Legendre a (n + 1) points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre & (n + 1) points
sur [—1,1] est donnée par

2 \
[ stode~ 23 w(c)
-1 =0

ot les (t;)f_, sont les n + 1 racines du polynéme de Legendre P,;1(t). Cette formule a pour
degré d'exactitude 2n + 1.

S.oient P,Q) = 511 P(t)Q(t)dt le produit scalaire sur R[X] et [P| = (P, P)"’? la norme asso-
ciée.

Soit M, le polynéme de Legendre normalisé de degré (n+1), M, = “%‘m. On utilisera les résultats
sur les polyndmes de Legendre rappelés en cours.

Q1
Montrer que

GnsaMas1() = EMo () = GMya(8), n>1 6]

i 3 2
Mo(t) = \/g Mi(t) = \/;t e

On définit le vecteur M(t) de R"*! par

M(£) = (Mo(), ... Ma())".

avec

Q.4
Montrer que

2 ) WM (8)M;(8) = 6. ¥(i.J) € [0, n]? ©)
k-

1.

ou d;;=0,sii#jetd;
On note W € M,;1(R) la matrice diagonale, de diagonale (wq. ..., w,) et P e M,1(R) la
matrice definie par Pj+1,:1 = M;(t:), ¥(i,j) € [0, n]?.

Q.5
@ Montrer que 2P*WP = I.
@® En déduire que W™! = 2PP*,

@ En deduire que L =233 _ (M(t)°, Vi € [0, n].
On suppose que I'on dispose de la fonction algorithmique eig(A) retournant I'ensemble des

valeurs propres d’une matrice symétrique A € M1 (IR) dans I'ordre croissant sous la forme d'un
vecteur de R,

Q.2
Montrer que l'on a
tM(t) = AM(t) + ch1Mpi1(t)ensa 2 Q.6
o ) o (, b DGy " - 2 ® Ecrire a fonction [t,w] «— GaussLegendre(n) retournant le tableau des points t et le
ou 'on explictera la matrice tridiagonale A € M1 (R) en fonction des coeiﬁlclents €1y Coe tableau des poids w en utilisant les résultats obtenus dans cet exercice.
5 A . n
Le vecteur e,y étant le (n + 1)-éme vecteur de la base canonique de R"**. ® Ecrire la fonction | «— QuadElemGaussLegendre(f, a, b, n) une
i b m
Q.3 —— n — approximation de §_ f(x)dx en utilisant la formule de quadrature de Gauss-Legendre a
En déduire que les (n + 1) racines distinctes de M1 € Rny1[X] sont les (n + 1) valeurs (@ 10) s sursf'fnterva//e 3, b].
propres de A.
«O> «F»r « < > Q>
ol Gl de Gauss-Legendre 024, 1T/ CORrazY 150
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@ Definition 6.3

Soit ()iefo,k] une subdivison de I'intervalle [a, 5]
On a alors

a=0p)< a1 <

o< ag=pf.
[

x)dx = Z J
Soit Q,(g, a, b) la formule de quadrature élémentaire 3 n + 1 points d’'ordre p donnée par

j—1

(15)

b
On(g,a,b) < (b—a ijg(xj) f g(x)dx
j=0
La méthode de quadrature composée associée a Q,,, notée Qcomp est donnée par

k B8
QP (f, 0, B) = Y, Qn(F, i 1,a,)zf f
i=1
Q, degré d'exactitude p = Q%" degré d'exactitude p
] N

(x)dx

féthodes de

(16)

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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Formule composite des points milieux
Fime —y=flx)
f(ms
f(mz
fimi

” at+b
QO(ga a, b) = (b_a)g( 2 )
mj milieu de l'intervalle [aj_1, o]
i + a;
m; >
s = : 7
fEmg TG Ty Tl Ml 7‘7‘;.{3 9
flmo

JB f(x)dx N

k k k
:ZJ f(x) zz (f,aj-1,0)) Z m;)
[e% j=1 Q1 = =
«O» «F>» «E» «E>» QA
B hodes de




Formule composite des trapézes

—y=

fz)

Qi(g,a,b) = 5 (&(a) + g(b))

k
>0 Qo(f, aj1, )

h k
52 (aj-1) + f(qy))

«O» «F>» «E» «E>» = QA
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Formule composite de Simpson

flma

flo

fle

qusi? -

f(mg

—y:ﬂnl

flag

Q

QZ(g’ a, b)

def

b22(g(a) + 4g(Z52) + g(b))

mj milieu de l'intervalle [aj_1, o],

Qj—1 + Q;

! 2

D=

Qo (f, aj_1, )
1

<.
Il

[N~

k
(flaj—1) +4f(m)) + f(qy))
j=1

A«4O0> «F» «E» « >

DA™

2024/11/25 47 / 59



Exercice 12 &

Ecrire une fonction algorithmique QuadSimpson retournant une approximation de |'intégrale d'une

fonction f sur l'intervalle [, 8] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en
est donnée par

minimisant le nombre d'appels a la fonction f. On rappelle que la formule élémentaire de Simpson

Os(g,,6) % 222 (g(a) + 4g(52) + ().

de

«O» «Fr « > « >

= A



o Erreurs méthodes composées
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On a alors

B
ecomn(f,0,0) ¥

[e3

( )dX—Qcomp(f,a,,B).
k o
f)= X
com (£ 2 (f

f(x)dx — Qn(f, aj_1, ) )
et on a vu que si f € C"1([a, b];R)

€ap(F)l S ——=5; el

Jj=1

k
: : aj—1’aj

max

). xe[a, b]

| 7D (x) |J |H x — x;)|dx
Si x; discrétisation réguliére de [a, b], on peut démontrer (voir [Crouzeix-Mignot])

e—n
ma —
xe[a)l(>] | H ﬁ log
]

_ n+1
B (b—a)

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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k
ELEPO] < D 1oy aoy(F)]
j=1
k
K
< _n
Jg (I'I + 1)' x€e|[

Qj—1,Qj
hn+1

| | f("+1)(X)|hJ'-7+2

max | £t (x
e[am| ()]

En notant hj = o — aj_1, h = max;e[y, hj et K, un majorant de max,c[,,5] |H(X - )|
i=0

[y

max
" (I'I + 1)' X
Mais majoration non optimale!

k
Kn(ﬁ - a)

2 h
j=1
n+1
(n+1)! o0
«O» «F>» «E» «E>» = QA
B (St el (e



On vient de montrer, pour Newton-Cotes composées : si f € C”*l([a, b];R)

ECTP(F)] < Kn(B — ) H n+1)”

(n+1

A l'aide des noyaux de Peano :
Théoréme 6.2 : [Crouzeix-Mignot], page 43 (admis)

Soient Q°7*" une méthode de quadrature composée associée a une méthode de quadrature élémentaire
Q,, de degré d'exactitude p = n et f € CP*1([a, 5]; R). On a alors
g P )

| f () — Q5™ (F, 0, )| < Gol(B — )P+ >+ 1o

avec h = nEax]](aj —aj_1) et C, > 0. Ceci s'écrit aussi sous la forme
Jje[1,k

If xX)dx — QP (f, o, B)| = O(hPH) (19)

et son ordre de convergence est p + 1.

O A = = = Qo
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Préssentir |'ordre de convergence? (Trapéze ordre 2 et Simpson ordre 4)
e Pour Simpson: E(h) = O(h*) = Ch*
e Pour Trapéze: E(h) = O(h?) = Ch?

E(h)
10

Listing: : Script Matlab/Octave pour illustrer I'ordre des méthodes des Trapézes et de Simpson

E(h) = Ch*?, = E(h/10) = C(h/10)"

£=0(x) cos(x);
F=@(x) sin(x);
a=0;b=pi/2;

Iex=F(b)-F(a);
I1=QuadTrapeze (f,a,b,10);
I2=QuadTrapeze (f,a,b,100);

fprintf (’Erreurs,Trapeze: (N=10)%.5e,-,(N=100),%.5e\n’,abs(I1-Iex),abs(I2-Iex))
I1=QuadSimpson(f,a,b,10);
I2=QuadSimpson(f,a,b,100);

fprintf (’Erreurs_ Simpson: (N=10),%.5e,-,(N=100)%.5e\n’,abs(I1-Iex), abs(I2-Iex))

Output
Erreurs Trapeze: (N=10) 2.05701e-03 - (N=100) 2.05618e-05
Erreurs Simpson: (N=10) 2.11547e-07 - (N=100) 2.11393e-11

«O» < Fr «
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Représenter graphiquement |'ordre de convergence? (Trapéze ordre 2 et Simpson ordre 4)

E(h) = Ch?, = log(E(h)) = log(C) + plog(h)
En échelle logarithmique, h — E(h) est une droite de pente p

£=0(x) cos(x);

F=0(x) sin(x);

a=0;b=pi/2;

Iex=F(b)-F(a);

LN=25:25:200;

k=1;

for N=LN
H(k)=(b-a)/N;
El(k)=abs (QuadTrapeze (f,a,b,N)-Iex);
E2(k)=abs (QuadSimpson(f,a,b,N)-Iex);
k=k+1;

end

loglog (H,E1,’b’ ,H,E2,°r’ ,H,H."2, k-.5",

H,0.01%H.~4, ’k-.d’)
xlabel(’h’);ylabel (’E(h)’)
legend (’Trapeze’,’Simpson’,’0(h~2)’,’0(h"4) )

Trapeze
Simpson
—-8-—0(h?)
—-¢-—oh*
S e
i o
108 /,/@// ]
o
}9/,/4?
-10 Ve ]
10 e
10—12 L
1072 107!
h ~ , _
40> «F>» «E>» « > = ya >
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—+—NC(1)
& NC(2)
—%—NC(3)
—&— NC(4)
NC(5)
—A— NC(6)
1 |——Ncm
—B—NC(8)
R O(hz)
— O(h 4)
—5—o0(h®)
—v—o0(h®)
—— O(h 10)

Degreé d'exactitude (D.E.) de NC(n):

relative error

n si n impair, n + 1 sinon.

Ordre de convergence de NC(n):

] DE +1

107 10° 10t

Figure: Erreur des méthodes de Newton-Cotes composées pour le

57/2
calcul de f cos(x)dx, NC(n) correspondant a Q%" et h = 3F.
0

«O» «F>» «E» «E>» QA
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—+—GL@A)
—&—GL()
—%—GL(3)
—=5—GL(4)
GL()
_ O(h4)
—— O(hG)
— O(hB)
—8—0o(h'?)

—o—o0(h'?)

Degré d'exactitude (D.E.) de GL(n):

relative error

2n+1

Ordre de convergence de GL(n):

DE +1=2n+2.

10t

h

Figure: Erreur des méthodes de Gauss-Legendre composées pour le
5m/2

calcul de J cos(x)dx, GL(n) correspondant a Q;"" et h = 37.
0 «4O0> «F> <> «E>» QA
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Soit f une application définie sur [a, 8], on souhaite approcher

JB f(x)dx

[

par une méthode de quadrature composée de Newton-Cotes. On dispose de la fonction

| — QuadElemNC(f, a, b, n) (déja écrite) retournant une approximation de S: f(x)dx par la formule de
quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points sur l'intervalle [a, b].
Q.1 . . T PR - ,
Ecrire une fonction algorithmique QuadCompNC retournant une approximation de l'intégrale d’une

fonction f sur l'intervalle [a, 8] utilisant la méthode de quadrature composée (k intervalles) de
Newton-Cotes (avec localement n + 1 points).

Q.2 . e .
Proposer un exemple simple d'utilisation permettant de tester cette fonction.

Q.3
Proposer un exemple de validation de cette fonction par le degré d’exactitude de la méthode.

Q.4
Proposer un exemple de validation de cette fonction par I'ordre de convergence de la méthode.

40> «F> «Z» «E>» = Q>
S Erreurs méthodes composées 20247 117/26 W WNETI/55



Soit f une application définie sur [, 8], on souhaite approcher

Jﬁ F(x)dx

«

par une méthode de quadrature composée de Gauss-Legendre.
On dispose de la fonction | «— QuadElemGaussLegendre(f, a, b, n) (déja écrite) retournant une

approximation de S: f(x)dx par la formule de quadrature élémentaire de Gauss-Legendre a (n+ 1)
points sur l'intervalle [a, b].

Q.5
Ecrire une fonction algorithmique QuadCompGL retournant une approximation de l'intégrale d’une

fonction f sur l'intervalle [cv, B] utilisant la méthode de quadrature composée (k intervalles) de Gauss-
Legendre (avec localement n + 1 points).

Q.6
Proposer un exemple simple d’utilisation permettant de tester cette fonction.

Q.7
Proposer un exemple de validation de cette fonction par le degré d’exactitude de la méthode.

Q.8 o . 7 2
Proposer un exemple de validation de cette fonction par I'ordre de convergence de la méthode.

40> «F> «Z» «E>» = Q>
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Conclusion

o |l existe un grand nombre d’autres méthodes!
e Intégration en dimensions supérieures?

» Sur un orthotope (hyperrectangle), généralisation possible
» Sur une surface ...

» Sur un domaine fermé, borné : méthode des éléments finis

Erreurs méthodes composées
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