
Exercice 1

Soient f une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles et n P N. On souhaite approcher
şb
a fpxqdx par Qnpf, a, bq une formule de

quadrature élémentaire

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (P-1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

Q. 1

Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de C0pra, bs;Rq, muni de la norme infini, à valeurs dans R est linéaire et continue.

R. 1

On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans P C0pra, bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf ` µg P C0pra, bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.



L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que

DC ą 0, tel que |Qnpf, a, bq| ď C }f}8 , @f P C0pra, bs;Rq.

Or, on a, pour tout f P C0pra, bs;Rq,

|Qnpf, a, bq| “ |pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq|

ď pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj||fpxjq|

ď C }f}8 , avec C “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

|wj| indépendant de f.

Q. 2

Soit k P N. Montrer que Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k si et seulement si

@r P v0, kw, Qnpx ÞÑ xr, a, bq “

ż b

a
xrdx. (P-2)

R. 2

ñ Soit r P v0, kw, Comme x ÞÑ xr est dans C0pra, bs;Rq, et que la formule de quadrature est exacte pour tout polynôme de degré
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inférieur ou égal à k, on en déduit

Qnpx ÞÑ xr, a, bq “

ż b

a
xrdx, @r P v0, kw.

ð Soit P P RkrXs. On peut le décomposer dans la base des monomes: il existe paiq
k
i“0 réels tels que

Ppxq “

k
ÿ

i“0

aix
i.

Par linéarité de l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq, on a

Qnpx ÞÑ P pxq, a, bq “

k
ÿ

i“0

aiQnpx ÞÑ xi, a, bq.

Par hypothèse, on a

Qnpx ÞÑ xr, a, bq “

ż b

a
xrdx, @r P v0, kw

et donc

Qnpx ÞÑ Ppxq, a, bq “

k
ÿ

i“0

ai

ż b

a
xidx.

Par linéarité de l’intégrale, on obtient

Qnpx ÞÑ Ppxq, a, bq “

ż b

a

k
ÿ

i“0

aix
idx “

ż b

a
Ppxqdx.

On en déduit donc que Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k.
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