‘ EXERCICE 11

Soient (t;)i", (n + 1) points distincts de [—1;1].
On note F([—1;1];R) l'espace des fonctions définie de [—1;1] a valeurs dans R. Soient g € F([—1;1];R) et n € IN. On souhaite

approcher S£1 g(t)dt par S,(g), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

def o Z wzg

Q.1

Démontrer que Uapplication g —> Sy (g) définie de F([—1;1]; R) a valeurs dans R est linéaire.

D
Soient f et g dans F([—1;1];R) (espace vectoriel), et A et p deux réels. Alors Af + ug € F([—1;1];R), et on a

n

Su(\f + pg) =2 Z (S + 1g)(z;)

L’application S, est donc linéaire.



®-2)

On pose
. def il t— tj
Vie[0,n], Li(t)=]]—=.

it
J#i
a. Montrer que si Sy, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a
1 (1
vi e [0,n], W:§f Li(t)dt. (P-1)
—1

b. Montrer que si (P-1)) est vérifiée, alors Sy, a pour degré d’exactitude n au moins.

a. Soit ¢ € [0,n]. On a L; € R,[X]. Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et donc on a

Sn(LZ) £ f_ll L; (t)dt.

Comme L;(t;) = 0; 4, ¥j € [0,n], on en déduit

Ce qui donne



b. Par hypothese, les poids (w;)!"_, étant donnés par (P-1]), La formule de quadrature s’écrit

n 1
S0)™ Yott) | Loyt
i=0 -

On note L, (P) le polynéme d’interpolation de Lagrange de R,,[X] passant par les points (¢;, g(t;));, donné par

Vte R, L,(P)(t) = Z g(ti)Li(t).
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La formule de quadrature est donc exacte pour tous les polynémes de degré n au moins.

On rappele que la formule de quadrature S, & (n + 1) points distincts, dont les poids (w;)?'_, sont données par (P-1)), a pour degré



d’exactitude (n +m), m € IN* si et seulement si

1
L Ta(HQ(E)dE = 0, ¥Q € Ry [X] (P-2)

n
avec 1, (1) = H(t — t;).
=0
Par la suite, on suppose que les (¢;)!", sont les (n 4 1) racines distinctes dans | — 1; 1] du polynome de Legendre de degré (n + 1) et
que les poids (w;)!"_, sont données par ([P-1]).



Les polynomes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet
(n+ 1)Ppy1(t) = 2n + 1)tPy(t) — nPp_1(t), Vn > 1

avec Po(t) = 1 et Py(t) =t.
On a les propriétés suivantes:

prop.1 le polynéme de Legendre P,, est de degré n,
prop.2 la famille {P;}}_, est une base de R,[X],

prop.3 pour tout (m,n) € IN? on a
2
C2n+1

f L b (0P, (1)
.

ce qui correspond a l'orthogonalité des polyndémes de Legendre pour le produit scalaire

m,n,

1
(P Py L Py (£)P (t)dt.

prop.4 Soit n > 1, P;, est scindé sur R et ses n racines, notées (¢;)!"_,, sont simples dans ] — 1, 1[, c’est a dire

n—1
Pu(t)=C|[(t—t), CeR*
1=0

(P-3)

(P-4)

ou les ¢; sont 2 a 2 distincts (et ordonnés). Les (n 4+ 1) racines simples de P41 sont alors chacunes dans 'un des (n+ 1)

intervalles | — 1,¢o[, |to, t1[, - - -, Jtn—2, tn—1[, |tn—1, 1|




a. En utilisant les polynomes de Legendre, démontrer que la formule de quadrature S, est de degré d’exactitude 2n + 1.
b. Montrer que la formule de quadrature S, n’est pas de degré d’evactitude 2n + 2.

c. Démontrer que S, est l'unique formule de quadrature a (n + 1) points distincts dans [—1; 1] ayant pour degré d’exactitude 2n + 1.

®. 3)
a. Par hypothese, les poids (w;)!"_, sont données par (P-1), S, a pour degré d’exactiude 2n + 1 si et seulement si on a (|P-2)) avec

m=mn+ 1.
D’apreés les propriétés des polynomes de Legendre Py, on a Py, 11(t) = Cmy(t) avec C € R*.
On en déduit que (P-2)) avec m = n + 1 est équivalent a

[ P (OQ(d — 0, ¥Q € Ry[X].
1

Or, la famille des les polynomes de Legendre {Py,...,P,} est une base de R,[X] et comme les polynémes de Legendre sont
orthogonaux, la relation précedente est vérifiée.

b. Supposons qu'il existe une autre formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points distincts dans [—1, 1]

Sulg) £ 2 ) wig(t:)
i=0



ayant pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement. D’apreés la Q. [2] on a donc

. ~ 1 L. <7 def - 75_75‘7‘
Vie[0,n], @ =5 | Li(t)dt, ot Li(t) = | | .
2J),4 ot

J#i

Notons 7, () = [[/_o(t—1;). Comme S,, et S,, ont pour degré d’exactitude (2n+1) précisement, on déduit de (P-2)) avec m = n+1,
que

1 1
| mawd = | moamd =0, v R,(X]
~1 —1
Le polynéme R = 7, — 7, est dans R,[X] car les polynomes 7, et 7, de Rj,+1[X] sont unitaires. On a alors
1
| roawa -0, vqeriLx)
-1

En choisissant Q = R, on obtient
1
f R2(t)dt = 0
—1

ce qui entraine R = 0 et donc les points (£;)"_, et ()1, sont identiques & une permutation des indices prés, c’est a dire

On a alors W, ;) = w;, Vi€ [0,n] et



Soient a,b deux réels, a < b. On note z; = “TH’ + b_Tati, Vi € [0,n], ot les (¢;)"_, sont les (n + 1) racines distinctes dans | — 1;1[ du
polynome de Legendre de degré (n + 1).
Soient f € F([a;b]; R), espace des fonctions définies de [a;b] & valeurs dans R., et n € IN.

On souhaite approcher SS f(x)dx par Q(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qu(f,a,b) = (b—a) Y wff(w:)
i=0
On pose
T
Vie[0,n], Li(z)= !
=0 T, — :Uj
J#i

a. Montrer que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement st

b
w = f L (z)dz, Vie[0,n]. (P-5)

i T bh—a a
b. En déduire que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si
w; =w;, Yiel[0,n].

1

ot les w; sont donnée par (P-1J).



R. 4
a. Démontrons 1'équivalence

Soit 7 € [0,n]. On a L} € R,[X]. Par hypothese, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et donc on a

b
Q.(Li )= | Lila)ds

Or comme L} (x;) = 0; 4, Vj € [0,n], on a
Qu(Li,a,b) = (b—a) Y wiLi(x;) = (b— a)uw].
j=0

Ce qui donne

N B
wi:b—af L} (z)dx.

a

Par hypotheése, les poids (w})?_, étant donnés par (P-5), La formule de quadrature s’écrit

171

h - b
Qu(f,a,0) 2 Y flai) f L (x)da.

i=0 a




Soit P € R,,[X]. Par unicité du polyndéme d’interpolation de Lagrange, on a P = L, (P) et

me)d:p _ fb,cn(P)(x)dx

a a

= (b—a) Y wiP(z;) = Qu(P,a,b).
1=0

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynéomes de degré n au moins.

b. Il suffit pour cela de démontrer que

1 b 1t
LY = — Lz .
— f Y(x)dx 5 J_l (t)dt

a
On utilise le changement de variable

ce qui correspond bien a x; = p(t;), Vi € [0,n]. On a alors

b ¢ (D)
(R M RO

a




et

* & @(t) - CC]
Liop(t) = H —
20 X — T
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n
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J#t
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i (57 + ) — (57 + )
J#i
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ce qui donne (Ry]).

On suppose que w; = wj, ¥i € [0,n].
Q.5

Montrer que Qy, est l'unique formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points distincts dans [a,b] ayant pour degré d’exactitude
(2n + 1) précisement.



®. 5)
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Soit P € Rop4+1[X]. Avec le changement de variable z = ()

et

Q,(P,a,b) = (b—a) > wiP(x;)
i=0

= (b—a) ), wiP(p(1);)
i=0

b_
= 5 aSn(Pogp)

Comme ¢ € Ry[X], on a Pog € Ro,41[X][] La formule de quadrature S,, étant de degré d’exactitue 2n + 1, on a alors

1
Sp(Poyp) = J_l P o p(t)dt.

On en déduit en utilisant




puis en utilisant
b
f P(x)dx = Q,(P,a,b).

a
La formule de quadrature élémentaire Q,, est donc de degré d’exactitude 2n + 1.

Par ’absurde on peut démontrer que Q,, n’est pas de degré d’exactitude 2n + 2 car sinon S, serait aussi de degré d’exactitude 2n + 2.
Par I’absurde on peut démontrer que Q,, est unique car sinon S,, ne serait pas unique.

“Rappel: Soient P € R,[X] et Q € Ry[X], alors PoQ € Ry,,[X].




