
Exercice 2

Soient f une fonction définie sur ra, bs à valeurs réelles et n P N. On souhaite approcher
şb
a fpxqdx par Qnpf, a, bq une formule de

quadrature élémentaire

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (P-1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

On note x “ φptq “ α ` βt, β P R˚, le changement de variable affine, ti “ φ´1pxiq, @i P v0, nw, et

Qnpg, φ´1
paq, φ´1

pbqq “
`

φ´1
pbq ´ φ´1

paq
˘

n
ÿ

i“0

wigptiq. (P-2)

Q. 1

Expliciter φ´1.

R. 1

On a φ´1pxq “ x´α
β .

Soit k P N.

Q. 2

Montrer que si Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k alors Qnpg, φ´1paq, φ´1pbqq est de degré d’exactitude k.



R. 2

Soit Q P RkrXs. On a
ż φ´1pbq

φ´1paq

Qptqdt “
1

β

ż b

a
Q ˝ φ´1

pxqdx.

Or φ´1 est un polynôme de degré 1 et Q ˝ φ´1 est la composé de deux polynômes: c’est donc un polynôme de degré le produit des
degrés des deux polynômes, i.e. Q ˝ φ´1 P RkrXs. Comme Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k, on en déduit que

ż b

a
Q ˝ φ´1

pxqdx “ QnpQ ˝ φ´1, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiQ ˝ φ´1
pxiq “ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiQptiq.

On a alors
ż φ´1pbq

φ´1paq

Qptqdt “
b ´ a

β

n
ÿ

i“0

wiQptiq

or
φ´1

pbq ´ φ´1
paq “

b ´ α

β
´

a ´ α

β
“

b ´ a

β
.

On en conclu donc que Qnpg, φ´1paq, φ´1pbqq est de degré d’exactitude k.

Q. 3

Montrer que si Qnpg, φ´1paq, φ´1pbqq est de degré d’exactitude k alors Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k.
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R. 3

Soit P P RkrXs. On a
ż b

a
Ppxqdx “ β

ż φ´1pbq

φ´1paq

P ˝ φptqdt.

Or φ est un polynôme de degré 1 et P ˝φ´1 est la composé de deux polynômes: c’est donc un polynôme de degré le produit des degrés
des deux polynômes, i.e. P ˝ φ P RkrXs. Comme Qnpg, φ´1paq, φ´1pbqq est de degré d’exactitude k, on en déduit que

ż φ´1pbq

φ´1paq

P ˝ φptqdt “ QnpP ˝ φ, φ´1
paq, φ´1

pbqq

“
`

φ´1
pbq ´ φ´1

paq
˘

n
ÿ

i“0

wiP ˝ φptiq

“
`

φ´1
pbq ´ φ´1

paq
˘

n
ÿ

i“0

wiPpxiq.

On a alors
ż b

a
Ppxqdx “ β

`

φ´1
pbq ´ φ´1

paq
˘

n
ÿ

i“0

wiPpxiq

et comme φ´1pbq ´ φ´1paq “ b´a
β , on en déduit que Qnpf, a, bq est de degré d’exactitude k.
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