
Exercice 11

L’objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de Gauss-Legendre à pn ` 1q points. La
formule de quadrature de Gauss-Legendre à pn ` 1q points sur r´1, 1s est donnée par

ż 1

´1
gptqdt « 2

n
ÿ

i“0

wigptiq

où les ptiq
n
i“0 sont les pn ` 1q racines du polynôme de Legendre Pn`1ptq. Cette formule à pour degré d’exactitude 2n ` 1.

Soient xP,Qy “
ş1

´1 PptqQptqdt le produit scalaire sur RrXs et }P} “ xP,Py
1{2 la norme associée.

Soit Mn le polynôme de Legendre normalisé de degré pn` 1q, Mn “
Pn

}Pn}
. On utilisera les résultats sur les polynômes de Legendre rappelés

en cours.
Q. 1

Montrer que
cn`1Mn`1ptq “ tMnptq ´ cnMn´1ptq, n ą 1 (P-1)

avec

M0ptq “

c

1

2
, M1ptq “

c

3

2
t et cn “

d

n2

4n2 ´ 1

R. 1

Par définition, on a Mn “
Pn

}Pn}
et

}Pn}
2

“ xPn,Pny “

ż 1

´1
PnptqPnptqdx “

2

2n ` 1
.



On en déduit que

Mn “

c

2n ` 1

2
Pn.

De plus, par la formule de récurrence de Bonnet, on obtient

M0ptq “

c

1

2
et M1ptq “

c

3

2
t

ainsi que, @n ě 1,

pn ` 1q

c

2

2n ` 3
Mn`1ptq “ p2n ` 1q

c

2

2n ` 1
tMnptq ´ n

c

2

2n ´ 1
Mn´1

“
a

2p2n ` 1qtMnptq ´ n

c

2

2n ´ 1
Mn´1

En multipliant cette équation par
b

1
2p2n`1q

, on a

pn ` 1q

c

2

2n ` 3

d

1

2p2n ` 1q
Mn`1ptq “ tMnptq ´ n

c

2

2n ´ 1

d

1

2p2n ` 1q
Mn´1

Or on a

n

c

2

2n ´ 1

d

1

2p2n ` 1q
“

d

n2

p2n ´ 1qp2n ` 1q
“ cn

2



et

pn ` 1q

c

2

2n ` 3

d

1

2p2n ` 1q
“

d

pn ` 1q2

p2pn ` 1q ´ 1qp2pn ` 1q ` 1q
“ cn`1

ce qui démontre le résultat voulu.

On définit le vecteur MMMptq de Rn`1 par
MMMptq “ pM0ptq, . . . ,Mnptqq

t.

Q. 2

Montrer que l’on a
tMMMptq “ AMMMptq ` cn`1Mn`1ptqeeen`1 (P-2)

où l’on explictera la matrice tridiagonale A P Mn`1pRq en fonction des coefficients c1, . . . , cn. Le vecteur eeen`1 étant le pn ` 1q-ème
vecteur de la base canonique de Rn`1.

R. 2

On déduit de la question précédente que

tM0ptq “

c

1

3
t “ c1M1ptq

et
tMiptq “ ciMi´1ptq ` ci`1Mi`1ptq, @i P v1, nw.
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Ces pn ` 1q équations peuvent s’écrire matriciellement sous la forme

t

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

M0ptq

M1ptq
...
...

Mn´1ptq
Mnptq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 c1 0 . . . . . . 0
c1 0 c2 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 cn´1 0 cn
0 . . . . . . 0 cn 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

M0ptq

M1ptq
...
...

Mn´1ptq
Mnptq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
...
...
0

cn`1Mn`1ptq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ AMMMptq ` cn`1Mn`1ptqeeen`1.

Q. 3

En déduire que les pn ` 1q racines distinctes de Mn`1 P Rn`1rXs sont les pn ` 1q valeurs propres de A.

R. 3

Le polynôme de Legendre Pn`1 P Rn`1rXs admet pn ` 1q racines simples distinctes dans s ´ 1, 1r notées ptiq
n
i“0. (voir rappels) Donc le

polynôme de Legendre normalisé Mn`1 P Rn`1rXs a les mêmes racines et on déduit de la question précédente que

AMMMptiq “ tiMMMptiq, @i P v0, nw.

Comme les pn` 1q racines de Pn`1 séparent strictement les n racines de Pn (voir rappels), alors Pnptiq ‰ 0 et donc Mnptiq ‰ 0. On en
déduit que le vecteur MMMptiq est non nul et,

@i P v0, nw, pti,MMMptiqq est un mode propre de A.

On peut noter que A est symétrique et donc ses valeurs propres sont réelles.
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Les pn ` 1q valeurs propres de la matrice A sont les pn ` 1q racines de Pn`1, et donc les pn ` 1q points de la formule de quadrature de
Gauss-Legendre.

Q. 4

Montrer que

2
n

ÿ

k“0

wkMiptkqMjptkq “ δi,j, @pi, jq P v0, nw
2 (P-3)

où δi,j “ 0, si i ‰ j et δi,i “ 1.

R. 4

Par construction, on a
ż 1

´1
MiptqMjptqdx “ δi,j, @pi, jq P v0, nw.

On a Mi P RirXs et Mj P RjrXs, ce qui donne MiMj P Ri`jrXs avec i ` j ď 2n. Or la formule de quadrature de Gauss-Legendre à
pn ` 1q points a pour degré d’exactitude 2n ` 1, elle est donc exacte pour le polynôme MiMj. On en déduit alors

δi,j “

ż 1

´1
MiptqMjptqdt “ 2

n
ÿ

k“0

wkMiptkqMjptkq, @pi, jq P v0, nw

On note W P Mn`1pRq la matrice diagonale, de diagonale pw0, . . . , wnq et P P Mn`1pRq la matrice définie par Pi`1,j`1 “ Mjptiq,
@pi, jq P v0, nw2.
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Q. 5

a. Montrer que 2PtWP “ I.

b. En déduire que W-1 “ 2PPt.

c. En déduire que 1
wi

“ 2
řn

k“0 pMkptiqq
2 , @i P v0, nw.

R. 5

a. Soit pi, jq P v1, n ` 1w2, on a

pPtWPqi,j “

n`1
ÿ

k“1

pPt
qi,kpWPqk,j

“

n`1
ÿ

k“1

Pk,ipWPqk,j

et, comme W est diagonale,

pWPqk,j “

n`1
ÿ

l“1

Wk,lPl,j “ Wk,kPk,j.

On obtient donc

pPtWPqi,j “

n`1
ÿ

k“1

Pk,iWk,kPk,j “

n`1
ÿ

k“1

wk´1Mi´1ptk´1qMj´1ptk´1q.
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En utilisant la relation démontré dans la question précédente, on a

pPtWPqi,j “
1

2
δi´1,j´1 “

1

2
δi,j

c’est à dire
PtWP “

1

2
I

et on en déduit que P et W sont inversibles .

b. A partir de PtWP “ 1
2I, on déduit

2I “
`

PtWP
˘-1

“ 2I “ P-1W-1`

Pt˘-1

En multipliant par P à gauche et par Pt à droite, on obtient

W-1
“ 2PPt.

c. Comme la matrice W est diagonale inversible, son inverse est diagonale et on a

`

W-1˘

i,i
“

1

Wi,i
“

1

wi´1
, @i P v1, n ` 1w.

7



On a donc

1

wi´1
“ 2

`

PPt˘

i,i

“ 2
n`1
ÿ

j“1

Pi,j

`

Pt˘

j,i

“ 2
n`1
ÿ

j“1

P2
i,j

“ 2
n

ÿ

k“0

pMkpti´1qq
2 , @i P v1, n ` 1w.

On suppose que l’on dispose de la fonction algorithmique eigpAq retournant l’ensemble des valeurs propres d’une matrice symétrique
A P Mn`1pRq dans l’ordre croissant sous la forme d’un vecteur de Rn`1.

Q. 6

a. Ecrire la fonction rttt,wwws Ð GaussLegendrepnq retournant le tableau des points ttt et le tableau des poids www en utilisant les résultats
obtenus dans cet exercice.

b. Ecrire la fonction I Ð QuadElemGaussLegendrepf, a, b, nq retournant une approximation de
şb
a fpxqdx en utilisant la formule de

quadrature de Gauss-Legendre à pn ` 1q points sur l’intervalle ra, bs.

R. 6

a. Les pn ` 1q points ptiq
n
i“0 de la méthode de quadrature de Gauss-Legendre sur r´1, 1s, sont les racines du polynôme de Legendre
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Pn`1 de degré n` 1. Pour les calculer, on va utiliser le fait que ce sont les valeurs propres de la matrice symétrique A P Mn`1pRq

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 c1 0 . . . . . . 0
c1 0 c2 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 cn´1 0 cn
0 . . . . . . 0 cn 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

avec ck “

b

k2

4k2´1 , @k ě 1.

Pour calculer les poids pwiq
n
i“0, on va utiliser la formule

1

wi
“ 2

n
ÿ

k“0

pMkptiqq
2 , @i P v0, nw

conjointement avec la formule de récurrence

Mkptq “
1

ck

`

tMk´1ptq ´ ck´1Mk´2ptq
˘

, k ě 2, avec M0ptq “

c

1

2
, M1ptq “

c

3

2
t.
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Algorithme 1 Fonction GaussLegendre retournant le tableau des points ttt et le tableau des poids www
Données : n : n P N

Résultat : ttt : vecteur de Rn`1 avec tttpiq “ ti´1, @i P v1, n ` 1w

www : vecteur de Rn`1 avec wwwpiq “ wi´1, @i P v1, n ` 1w

1: Fonction rttt,wwws Ð GaussLegendre( n )
2: ccc Ð OOOn

3: A Ð On`1,n`1

4: Pour k Ð 1 à n faire
5: cccpkq Ð sqrtpk2{p4 ˚ k^2 ´ 1qq

6: Apk, k ` 1q Ð cccpkq

7: Apk ` 1, kq Ð cccpkq

8: Fin Pour
9: ttt Ð eigpAq

10: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
11: M0 Ð sqrtp1{2q

12: M1 Ð sqrtp3{2q ˚ tttpiq
13: S Ð M0^2 ` M1^2
14: Pour k Ð 2 à n faire
15: M Ð p1{cccpkqq ˚ pM1 ˚ tttpiq ´ cccpk ´ 1q ˚ M0q

16: S Ð S ` M^2
17: M0 Ð M1
18: M1 Ð M

19: Fin Pour
20: wpiq Ð 1{p2 ˚ Sq

21: Fin Pour
22: Fin Fonction 10



b. On va utiliser la formule

I “ pb ´ aq “

n
ÿ

i“0

wifpxiq

avec xi “ a`b
2 ` b´a

2 ti où les points ptiq
n
i“0 et les poids pwiq

n
i“0 sont ceux de la méthode de quadrature de Gauss-Legendre sur

r´1, 1s.

Algorithme 2 Fonction QuadElemGaussLegendre retournant une approximation de
şb
a fpxqdx en utilisant la formule de quadrature

de Gauss-Legendre à n ` 1 points sur l’intervalle ra, bs.

Données : f : une fonction de ra, bs à valeurs réels
a, b : deux réels avec a ă b
n : n P N

Résultat : I : un réel

1: Fonction I Ð QuadElemGaussLegendre( f, a, b, n )
2: rttt,wwws Ð GaussLegendrepnq

3: I Ð 0
4: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
5: I Ð I `wwwpiq ˚ fppa ` bq{2 ` pb ´ aq{2 ˚ tpiqq

6: Fin Pour
7: I Ð pb ´ aq ˚ I
8: Fin Fonction
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