
Exercice 6

Soient a, b deux réels, a ă b et Fpra; bs;Rq l’espace des fonctions définie de ra; bs à valeurs dans R. Soient f P Fpra; bs;Rq et n P N.

On souhaite approcher
şb
a fpxqdx par Qnpf, a, bq, une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qnpf, a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq (P-1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans ra, bs et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

Q. 1

Démontrer que l’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq définie de Fpra; bs;Rq à valeurs dans R est linéaire.

R. 1

Soient f et g dans Fpra; bs;Rq, et λ et µ deux réels. Alors λf ` µg P Fpra; bs;Rq, et on a

Qnpλf ` µg, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq ` µpb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpf, a, bq ` µQnpg, a, bq.

L’application f ÞÝÑ Qnpf, a, bq est donc linéaire.



On note, pour tout i P v0, nw,

Lipxq
def
“

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj
xi ´ xj

et ti “ pxi ´ aq{pb ´ aq. On rappelle que le polynôme d’interpolation de Lagrange associés aux points pxi, fpxiqqiPv0,nw s’écrit

Lnpfqpxq “

n
ÿ

i“0

Lipxqfpxiq

et que si f P Cn`1pra, bs;Rq alors on a

@x P ra, bs, Dξx P ra, bs, fpxq ´ Lnpfqpxq “
f pn`1qpξxq

pn ` 1q!

n
ź

i“0

px ´ xiq (P-2)

Q. 2

Montrer que
1

b ´ a

ż b

a
Lipxqdx “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

dt. (P-3)

R. 2

Par le changement de variables s : t ÝÑ a ` pb ´ aqt on obtient

ż b

a
Lipxqdx “

ż s´1pbq

s´1paq

Li ˝ sptqs1
ptqdt “ pb ´ aq

ż 1

0
Li ˝ sptqdt
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et l’on a xi “ sptiq “ a ` pb ´ aqti où ti “ pxi ´ aq{pb ´ aq. On en déduit

ż 1

0
Li ˝ sptqdt “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

sptq ´ sptjq

sptiq ´ sptjq
dt “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

pb ´ aqpt ´ tjq

pb ´ aqpti ´ tjq
dt

“

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj
ti ´ tj

dt

et on obtient bien (P-3).

Q. 3

a. Montrer que si Qn a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a

@i P v0, nw, wi “
1

b ´ a

ż b

a
Lipxqdx. (P-4)

b. Montrer que si (P-4) est vérifiée, alors Qn a pour degré d’exactitude n au moins.

R. 3

a. Soit i P v0, nw. On a Li P RnrXs. Par hypothèse, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et donc on a

QnpLi, a, bq
hyp
“

ż b

a
Lipxqdx.
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Or comme Lipxjq “ δi,j, @j P v0, nw, on a

QnpLi, a, bq “ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjLipxjq “ pb ´ aqwi.

Ce qui donne

wi “
1

b ´ a

ż b

a
Lipxqdx.

b. Par hypothèse, les poids pwiq
n
i“0 étant donnés par (P-3), La formule de quadrature s’écrit

Qnpf, a, bq
hyp
“

n
ÿ

i“0

fpxiq

ż b

a
Lipxqdx.

Soit P P RnrXs. Par unicité du polynôme d’interpolation de Lagrange, on a P “ LnpP q et
ż b

a
Ppxqdx “

ż b

a
LnpP qpxqdx

“

ż b

a

n
ÿ

i“0

LipxqPpxiqdx

“

n
ÿ

i“0

Ppxiq

ż b

a
Lipxqdx

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiPpxiq “ QnpP, a, bq.

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynômes de degré n au moins.
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Q. 4

On suppose les poids pwiq
n
i“0 donnés par (P-4). Montrer que si f P Cn`1pra, bs;Rq alors on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fpxqdx ´ Qnpf, a, bq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

pn ` 1q!

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

ż b

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ź

i“0

px ´ xiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx (P-5)

R. 4

Comme f P Cn`1pra, bs;Rq, on déduit de (P-2) que pour tout x P ra; bs, il existe ξx P ra, bs tel que

|fpxq ´ Lnpfqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f pn`1qpξxq

pn ` 1q!
πnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!
|πnpxq|

L’application f ´ Lnpfq étant continue sur ra; bs, elle est alors intégrable sur ra, bs, et l’application |f ´ Lnpfq| l’est aussi. De même
|πnpxq| est intégrable sur ra, bs. On obtient alors

ż b

a
|fpxq ´ Lnpfqpxq|dx ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!

ż b

a
|πnpxq|dx.

De plus
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fpxq ´ Lnpfqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a
|fpxq ´ Lnpfqpxq|dx
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ce qui donne
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fpxqdx ´

ż b

a
Lnpfqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!

ż b

a
|

n
ź

i“0

px ´ xiq|dx.

La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins et le polynôme d’interpolation de Lagrange Lnpfq est de degré n donc
on a

ż b

a
Lnpfqpxqdx “ QnpLnpfq, a, bq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wiLnpfqpxiq

“ pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wifpxiq car Lnpfqpxiq “ fpxiq

“ Qnpf, a, bq

ce qui donne
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fpxqdx ´ Qnpf, a, bq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fpxqdx ´

ż b

a
Lnpfqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

pn ` 1q!

ż b

a
|

n
ź

i“0

px ´ xiq|dx.
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