‘ EXERCICE 1

Soient f une fonction définie sur [a,b] a valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(x)dx par Qu(f,a,b) une formule de
quadrature élémentaire

Qn(f.a,b) = (b—a szfxz (P-1)

oil les (x;)"_ sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)!"_, sont des réels.

Q.1

Démontrer que Uapplication f — Q,(f,a,b) définie de C°([a,b]; R), muni de la norme infini, d valeurs dans R est linéaire et continue.

®. 1)
On commence par démontrer la linéarité. Soient f et ¢ dans € CY([a,b]; R), et A et u deux réels. Alors Af + pg € C([a,b]; R), et on a

Qu(A\f + pg,a,b) = (b—a) Y wi(Af + ug)(z))
7=0

Mz

w;j )\f ;) +,ug(a:j))

.

M:%

wjfa:j + (b Zw]g:cj

j=0
= )\Qn(fa b) + ,LLQn(g,CL b)




L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que
10> 0, tel que [Qu(f,a.b)| < C[fl.,. ¥f € C*([a, b]: R).

Or, on a, pour tout f € CY([a,b]; R),
|Qn(f,a.b) = [(b—a) Y w;f(z)]
=0
< (b—a) ) wjllf ()]
=0

n
<C|fll,, avec C = (b—a) Z lw;| indépendant de  f.
=0

Q. 2
Soit k € IN. Montrer que Qn(f,a,b) est de degré d’exactitude k si et seulement si
b
Vre[0,k], Qn(z+— z" a,b) = f x"dzx. (P-2)

a

R. 2)
T = Soit 7 € [0, k], Comme x — 2" est dans C°([a,b]; R), et que la formule de quadrature est exacte pour tout polynome de degré



inférieur ou égal a k, on en déduit
b

Qn(z— 2" a,b) = J x"dx, Yre|0,k].

a

< Soit P € R[X]. On peut le décomposer dans la base des monomes: il existe (ai)fzo réels tels que

Par linéarité de 'application f+—— Q,(f,a,b), on a

k
Qn(l' = P(SU),CL,b) - Z aan(x — xi,a,b).

Par hypothése, on a
b

Qn(x— 2" a,b) = J z"dx, Vre|0,k]
a
b .
J z'dx.
a

b k b
On(x — P(x),a,b) :J S qiaida :J P(x)dz.
@ ;20 a

et donc

k
On(x — P(x),a,b) = Z a;
=0

1

Par linéarité de l'intégrale, on obtient

On en déduit donc que Q,(f, a,b) est de degré d’exactitude k.






