EXERCICE 6

Soient a,b deux réels, a < b et F([a;b];R) 'espace des fonctions définie de [a;b] a valeurs dans R. Soient f € F([a;b]; R) et n € IN.

On souhaite approcher Sz f(x)dz par Qn(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qn(f.a,b) = (b—a Z:waa:Z

oil les (x;)"_ sont des points distincts 2 a 2 dans |a, b] et les (w;)!"_, sont des réels.

Q.1

Démontrer que Uapplication f — Q,(f,a,b) définie de F([a;b]; R) a valeurs dans R est linéaire.

®. 1
Soient f et g dans F([a;b]; R), et X et u deux réels. Alors Af + ug € F([a;b];R), et on a

-

Il
o

Qn(Af + pg,a,b) = (b—a) ) wi(Af + pg)(z;)

J

(Rt

= (b—a) Y wi(Af(zj) + pg(z;))

J

= \b—a)

w;f(z;) + p(b—a) Z g(z)
J=0 J=0
= AQn(f,a,b) + nQn(g, a,b).

L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire.

(P-1)



On note, pour tout i € [0, n],
n
T — T
Li(x) & | | J
Z(x) . xi——xj
J=0
J#t

et t; = (z; —a)/(b — a). On rappelle que le polynéme d’interpolation de Lagrange associés aux points (z;, f(2;))ie[o,n] 8'écrit

En(£)(e) = 2, Li@)f (@)
et que si f e C""1([a,b];R) alors on a
weloth 3 e[l 1) - L@ = LS e P-)
&
T—
b 1 : Lb Li(x)dz — Ll ﬁ] ;__Zdt. (P-3)

®. 2)

fb Li(x)dx = Js_l(b) Lios(t)s' (t)dt = (b— a) Jl Lios(t)dt

a s71(a)



et 'ona x; =s(t;) =a+ (b—a)t; out; = (z; —a)/(b—a). On en déduit

1 s(t) — s(t;) Ll (b—a)(t—t;)
J Lios(t)dt = J on _Stjj)dtzj H(b—a)(ti—lgj)dt

0

et on obtient bien ([P-3)).

a. Montrer que si Q, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a

b
Viel[0,n], wi— bL f Li(z)dz. (P-4)

b. Montrer que si (P-4)) est vérifiée, alors O, a pour degré d’exactitude n au moins.

& 3)
a. Soit ¢ € [0,n]. On a L; € R,[X]. Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et donc on a

b

Qn(Li, a,b) = J Li(z)dz.

a




Or comme Li(x;) = d; j, Vj € [0,n], on a
n
Qu(Li,a,b) = (b—a) Y wiLi(x;) = (b— a)w.
j=0

Ce qui donne
1 b

“b—al,

Li(x)d.

wy

b. Par hypothése, les poids (w;)?_, étant donnés par (P-3|), La formule de quadrature s’écrit
n b

Qu(f,a,b) = > fla) f Li(z)dz.

1=0 a

Soit P € R,[X]. Par unicité du polynome d’interpolation de Lagrange, on a P = £,,(P) et

b b
f P(x)dz = n(P)(x)dx

a a

= (b — a) Z wZP(xz) = Qn(Pa a, b)
1=0

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynomes de degré n au moins.



Q. 4

On suppose les poids (w;)"_, donnés par (P-4). Montrer que si f € C"1([a,b];R) alors on a

_Qu(foab) < — Hf<n+1>H Jb [z —2:)|de (P-5)
" (n+1)! o Jo |5 ‘
Comme f € C""1([a,b]; R), on déduit de que pour tout x € [a; b], il existe &, € [a, b] tel que
_ f(”“)(ﬁx)
(n +1)! i

L’application f — £, (f) étant continue sur [a;b], elle est alors intégrable sur [a, b], et I'application |f — L£,,(f)| Uest aussi. De méme
|n ()| est intégrable sur [a, b]. On obtient alors

(n+1)
[NECE ()dx\{Tl‘f ra()ld.

De plus

j £(2) = Ll f)(@)]de



ce qui donne

(n+1) H

< ‘fn+1 f |1_[:z:—:r:Z |dx.

La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins et le polynome d’interpolation de Lagrange £, (f) est de degré n donc

[ swae— [ eutran] <

on a

b
J Lo(f)(@)de = Qu(La(f), a.b)

a

i—0
~ - a) S wif(e) car LalF)(e) = o)
i—0
_0u(fab)
ce qui donne
O, (f,a,b) J o
\f ”“>H b

<t f \L[)(x )|






