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On propose de chercher des approximations de

I = Jb f(x)dx

a

o Méthodes de quadrature élémentaires
o Formules élémentaires de Newton-Cotes
o Formules élémentaires de Gauss-Legendre
o Méthodes de quadrature composées

o Erreurs méthodes composées

Figure: Représentation de S: f(x)dx (aire de la surface colorée)
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@ Definition 6.1 ] ,_| Exercice 1 & -

Soient f une fonction définie sur [a, b] a valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher Sf f(x)dx par

Soient f € C°([a, b]; R) et Q,(f, a, b) la formule de quadrature élémentaire donnée par : 0,(F, a, b) une formule de quadrature élémentaire
Qu(f,a.0) = (b= 2) Y, wif (x) (1) b2 wif (g
P Qn(f,a,b) = (b—a) ) wif (x) (1)

i=0
avec Vj € [0,n] w; € R et x; € [a, b] distincts deux a deux. L'erreur associée a cette formule de quadrature,

i ol les (x;)"_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)"_, sont des réels.
notée &, (), est définie par (xi)i-o P [a, b] (wi)i_o

b
Q.1
Eap(f) = J F(x)dx — Qy(f,a,b), VfeC([a,b];R) (2 Démontrer que I'application f — Q,(f, a, b) définie de C°([a, b]; R), muni de la norme infini, a valeurs
? dans R est linéaire et continue.

T Q.2
@ Definition 6.2 Soit k € IN. Montrer que Q,(f, a, b) est de degré d’exactitude k si et seulement si

On dit qu'une formule d'intégration (ou formule de quadrature) est d'ordre p ou a pour degré d’exactitude p si , b ,
elle est exacte pour les polyndmes de degré inférieur ou égal a p. Vre[0,k], Qn(x+— x",a,b)= j x"dx. (2)

a
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n b
Qn(f,2,b) = (b—2) > w;f(x;) &J f(x)dx (1)
i=0 2

Proposition 6.1

Méthodes de quadrature élémentaires

°
Soit Q,(f, a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points (distincts °
deux a deux dans [a, b]). o
L'application f — Q,(f, a, b) définie de C°([a, b]; R), muni de la norme infini, & valeurs dans R °
est linéaire continue, et elle a pour degré d'exactitude k € IN si et seulement si )

b
On(x— x",a,b) :J x"dx, Vre[0,k].

a
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Formule du rectangle a gauche

~y=1()

fla

Figure: Formule du rectangle a gauche : S: f(x)dx ~ Qo(f,a, b) = (b — a)f(a) (aire de la surface colorée)

Formule du point milieu

f(x)~ f((a+ b)/2)

—y=flz)

@ o=

hodes de

i
7

Figure: Formule du point milieu : S: f(x)dx ~ Qo(f,a,b) = (b— a)f((a+ b)/2) (aire de la surface colorée)
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Formule du rectangle a droite

f(x) ~ f(b)

~y=f(z)

fla

@

Figure: Formule du rectangle a droite : S: f(x)dx ~ Qo(f,a,b) = (b— a)f(b) (aire de la surface colorée)
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Exercice

Montrer que les formules des rectangles sont de degré d'exactitude 0 et que la formule du point
milieu est de degré d'exactitude 1.

Comment y remédier?

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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La précision de ces formules n'est pas bonne!

hodes de
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Exercice

Montrer que les formules des rectangles sont de degré d'exactitude 0 et que la formule du point
milieu est de degré d'exactitude 1.

La précision de ces formules n'est pas bonnel!
Comment y remédier?
En approchant la fonction f par des polynémes d'interpolation de degré > 1.

40> «F»>» «E>» «E>» =

n b
Qn(f7 a, b) def (b _ a) Z ij(XJ) ~ J f(X)dX (1)
j=0 a

Proposition 6.2

Soit Q,(f, a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points (x;)ico,n]
(distincts deux a deux dans [a, b]).

On note x = ¢(t) = a + Bt, 8 € R*, le changement de variable affine, t; = ¢1(x;), Vi € [0, n],
et

Qn(g: ¢ (), (b)) = (¢7H(b) — () X, wig(ti). 3)
i=0

Alors Q,(f, a, b) est de degré d'exactitude k si et seulement si Q,(g, p~1(a), " 1(b)) est de degré
d'exactitude k.

at+b b—a
= +

t.
2 2

Par ex. p(t) = a+ (b—a)t, p(t)

40> «F»>» «E>» «E>»
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Soient f une fonction définie sur [a, b] a valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher S: f(x)dx par Q,(f, a, b) une
formule de quadrature élémentaire

Qn(f,a,b) = (b—2) Y wif (x;) (1)
i=0

ou les (x;)"_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)"_, sont des réels.
On note x = p(t) = a + Bt, B € R*, le changement de variable affine, t; = ¢ ~1(x;), Vi € [0, n], et

Qn(e, (@), 97 (B) = (¢71(b) — 97 (a)) X wig(t)- )
i=0

Q.1
Expliciter 1. J

Soit k € IN.

Q.2
Montrer que si Q,(f, a, b) est de degré d'exactitude k alors Q,(g, ¢ 1(a), p~1(b)) est de degré d'exactitude k. J

Q.3
Montrer que si Q,(g, ¢ (a), p~1(b)) est de degré d'exactitude k alors Q,(f, a, b) est de degré d'exactitude k. J

'—| Exercice 3 4%

Q> «O>» «Fr «E>» «E» E 9vaQQ®
hodes de quadrature 1 hodes de quadraturs &

Soient f une fonction définie sur [a, b] a valeurs réelles, n € IN et (x;)/_, des points distincts 2 a 2 dans
[, b]. On souhaite approcher SZ f(x)dx par Q,(f, a, b), une formule de quadrature élémentaire,

O,(F,a,b) ¥ (b— a) 2 wif (x;)

1)
i=0
ot les (w;)?_, sont des réels a déterminer.
Q.1 . - - - -
Démontrer que (1) est de degré d'exactitude k (au moins) si et seulement si
n
prtl _ gr+l
b—a ixI = ————— Vre|0,k]. 2
(b= S = =5 [0, ] )

Q.2 . . . .
Les points (x;)]_, étant fixés, montrer qu'il existe alors une unique formule de quadrature élémentaire
(1) a (n+ 1) points de degré d’exactitude n au moins.

€

J
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n b
Qu(f,2,6) % (b—a) Y wif () ~ j F(x)dx (1)
j=0 :

Exercice 4 &

Soient (xj)"_y (n+ 1) points donnés et distincts 2 a 2 d'un intervalle [a, b] (a < b). Ecrire une
fonction algorithmique WeightsFromPoints permettant de déterminer les poids (w;)"_, de telle
La formule de quadrature élémentaire (1) a (n + 1) points, distincts deux a deux, est de degre sorte que la formule de quadrature élémentaire associée soit de degré d'exactitude n au moins en
d'exactitude k (au moins) si et seulement si s'inspirant de résultats obtenus dans la démonstration de la Proposition 6.4. On pourra utiliser la
fonction algorithmique x < Solve(A, b) permettant de résoudre le systéme linéaire Ax = b.

Proposition 6.3

n prtl _ gr+l
(b—a) Z wix| = —5i Vr e [0, k]. (4)
=0 1 1 1\ /wo b—a
- , Xo X1 o Xp wi b Qa
Proposition 6.4 (b—a) o : o :
) ) ’ n+1; nt1
Soient (x;)jefo,n] des points deux a deux distincts de I'intervalle [a, b] donnés. Il existe alors une X5 X Xg) \Wa e

unique formule de quadrature élémentaire (1) a (n+ 1) points de degré d'exactitude n au moins.

40> «F»>» «E>» «E>» = Q> > = Q>
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r—' Exercice 5 4 avec (a5 f;"o“ des réels et aymi1 # 0.
n b Soient f une fonction définie sur [a, b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite ap- @3
Q (f a b) def (b _ a) Z W-f(X-) ~ f(X) dx (1) procher §° £(x)dx par Q,(f, a, b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par 29 Calculer les derivées P et pemi2)
M J J a n @ Montrer que -
j— def m-+
o Qulr:2.6) % (6-2) S wir(x) W O e ) ®
r 2
Proposition 6.5 o les (x;){_ sont des points distincts 2 4 2 dans [a, b] et les (w;)"_q sont des réels en déterminant le degré maximum de R et en exprimant C en fonction des
verifiant (a2,
vie [0,n], “% L - @) an
Soit Q,(f, a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points (distincts a3 | Montrer que . L
- a
3 1 ! étri H @ Donner explicitement un exemple de points (x;)f_, vérifiant (2) (n restant VkeNN, J (x - ) dx = 0. (4)
deux a deux).On dit qu'elle est symétrique si nichinicy \ X 3
@ Etablir que
. X+ Xp—j a+b b b
Vi e [0, n], — =5 et w, = wp_;. (5) vieonl, x- %3 :_(x",,_az )
oS e 3 " Vie [0.n], x # a+b @3 On suppose que la formule de quadrature élémentaire (1) est exacte pour les
. ~ L, . . i n est impair, montrer que Vi € [0, n], x; # ——. polynémes de Rom|[X].
Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polyndmes de degré 2m alors elle est nécessairement 2 pnomes de izn[X] -
a 2 @ Si n est pair, montrer qu'il existe un unique i € [0, n] tel que x; = ath b_ @ Déduire de (3) et (4) que la for_mule de quadrature élémentaire (1) est
exacte pour les polyndmes de degré 2m + 1. 2 exacte pour P si et seulement si
. ) &2 Demontrer que I'spplication f +—s Q(f,a,b) definie de f  C°([a, b]: R), muni =Y w (X, _at b)“” o )
. . | de la norme infini, 4 valeurs dans R est linéaire et continue. = 2
voir EXerClCe 5 - Soient m € IN* et P un polynéme de degré 2m + 1 s’écrivant sous la forme @ En utilisant Q. 1, démontrer que (5) est toujours vérifice.
2m+1 ( 3
Pl = Y a Q- Ecrive de maniere trés précise le résultat démontré.
j=0
«<O> «Fr «Er «Er» = DAC (O «Fr (Er» 2> = VAR
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n b
Qu(fia.0) (b)Y wfls) ~ [ F(x)ax &)
j=0 2 @ associés aux points (x;. f(x;))jefo,n S écrit

iti Soient a, b deux réels, a < b et F([a; b];R) I des fonctions définie de [a; b] a S
Proposition 6.6 oient a, b deu récls, a < b e .([\.a ) Vespace des fonctions definie de [2; b] & L4100 = 32 Li)F)
valeurs dans R. Soient f € F([a; b];R) et n € N. On souhaite approcher {* f(x)dx =
par Q,(f, a, b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Soit Q,(f,a, b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points (X;)iefo,n]

et que si f & C™*1([a, bJ; R) alors on a

. N Oulfoa )™ (b—2) 3 wif(x) ¢ ” "
(distincts deux & deux). o . o ) ) ;w Vxe o], 3 e [3,b], () — La(F)X) = L H)(ff) [Te-x @
La formule de quadrature est de degré d'exactitude n au moins si et seulement si pour tout i € [0, n, oi s (x)!_g sont des points distincts 2 3 2 dans [a, b] et les (w;)1_o sont des réels. (n+ Dl g

; ) P @1 ) @2
les poids w; sont donnés par O Y Démontrer que Iapplication  ~— Q(f.,b) définie de F((2; b]: R) 2 valeurs Montrer que - L
dans R est linéaire. . — Linl’)
b n 1 n ; b—aL Li(x)dx L]j[tﬁtjdt_ 3)
1 X — X; t—t . On note, pour tout i € [0, n], -
w; = H —Ldx = H dt, Vie][0,n] (6) .
b—al), -+ xi—X o+ ti—t Lo =TT 22 @3 . et .
j=0 j=0 : 5= ® Montrer que si Q, a pour degré d'exactitude n au moins alors, on a
J#i J#i i o
et t; = (x; — a)/(b— a). On rappelle que le polynéme d'interpolation de Lagrange vie[o.n], wi= b— EL Lix)dx. (O]

avec tj = (x; — a)/(b—a).
g ( d )/( ) @ Montrer que si (3) est vérifiée, alors Q, a pour degré d'exactitude n au

Si f eC"1([a, b];R) alors on a moins.

Q.4 N
" On suppose les poids (w;)?_o donnés par (3). Montrer que si f € C"*1([a, b];R)

alors on a
b
£t H]c J
o |z

[Tex=x)
=0

|  Fx)dx - Qulfa ) < gy 1 fb 1T Tox ) )
a : a =0

\ J

U: F(x)dx — Qu(F. a, b)‘ < (,,iil)u‘

dx  (5)

voir Exercice 6 =
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X
Lemme 6.1
emme 6 | Bxercice 7 8 |
i . L . . Soient (x;)/_, des points distincts 2 a 2 de I'intervalle [a, b] vérifiant
Soient (x;)7_, des points distincts 2 & 2 de l'intervalle [a, b] vérifiant o ,
vie [0,n], %:a; .
. Xi+Xo—i a+b
Vie [[07 n]]’ % = 5 . On note L; € R,[X], i € [0, n] les (n+ 1) polynémes de base de Lagrange définis par
"
X — Xj
. e Li(x) = .
Soient (w;)7_, définis par lel[)xf_xi
J#i
1 b_n o x et vérifiant Li(x;) = 6, ¥(i,j) € [0, n]?
_ j . -
w; —dx, Vie[0,n] Q1
b—a a i g Xi =X 1 Soit i € [0, n]. Montrer que
1;? VxeR, Li((a+b) — x) = Ly_i().
@2 -~
~ 1 Soient (w;)]_, définis par
On a alors ! JbL(t)dt vie[o.n]
. W= —— i , Vie[0,n
Vie[0,n], wi= wn; i Th—al),
Montrer que I'on a alors
et la formule de quadrature élémentaire associée est de degré d'exactitude au moins n si n est L Vie[0,n], wi=w,; )
impaire et au moins n + 1 sinon.
voir Exercice 7 = (O <Fr «Er4Er = DAC (O <Fr «Er «Er» = DAl
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Qu(f,a,b) <b—a>i wif (xg) ~ f ’ F(x)dx )
j=0 a

| Exercice 8 rappel division euclidienne: Soient A et B deux polynomes, B étant non nul, alors
) il existe un unique couple de polynomes (Q, R) tel que
r — \ Soient a, b deux réels, a < b et F([a; b]; R) I'espace des fonctions définie de [a; b] &
Proposition 6.7 valeurs dans R. Soient f & F([a; b];R) et n € N. On souhaite approcher {" f(x)dx A=BQ+R et deg(R) < deg(B).
par Q,(f, a, b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par
) . . ) ) ] Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.
Soit Q,(f, a, b) défini par (1) une formule de quadrature élémentaire de degré d'exactitude au moins n. Elle est of.a b)g(bia)z":w(x) W an
alors de degré d'exactitude n + m, m € IN*, au moins si et seulement si s} | @ Soit P e Ry, n[X]. Deéterminer les degrés maximaux des pol
ol les ()7 sont des points distincts 2 3 2 dans [a, b] et les (w;)"_q sont des réels. (q“f’;’ej”‘) et R (reste), obtenus par la division euclidienne de P par m, et
b On suppose que (1) a pour degré d'exactitude n au moins. satisfaisant P mQiR
—mQ+R
Ta(x)Q(x)dx = 0, YQ € Rpp—1[X] (8) GRS — — .
R Démontrer que I'application f +— Q,(f.a,b) definie de F([a; b]: R) a valeurs @ En déduire que
| dans R est linéaire. ) . .
oll , est le polyndme de degré n + 1 défini par Soient 7, le polynéme de degré (n+ 1) défini par VP € Ry mlX], f P(x)dx — Qn(P,a.b) :L Q) m(x)dx.  (2)
"
n ma(x) = [ [(x = x) L o0 Q est le quotient de la division euclidienne de P par .
=0 =
ma(x) = [ J(x =) (9) i ey S — .
i et me IN*. Démontrer que (1) a pour degré d'exactitude n + m au moins si et seulement si
p
b
) . . 14 N . VYH € Rpp1[X], J Ta(x)H(x)dx = 0. ©)
Le degré maximal d'exactitude d'une formule de quadrature élémentaire a n+ 1 points est 2n + 1. " , " )
De plus, on a " &2 En deduire le degré maximal d'exactitude de (1).
k -
(8) Aand J Tn (X)X dx = 07 Vke |I07 m— 1]] (10) "1 Démontrer que (1) a pour degré d'exactitude n+ m au moins si et seulement si
a
b
f o)k = 0, Yk e [0,m— 1]. )
. . 2 J
voir Exercice 8 w
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Avec une discrétisation réguliére de I'intervalle [a, b] :
Méthode de Newton-Cotes .

Bien d'autres méthodes peuvent étre obtenues (avec d'autres points), certaines permettant le calcul
d'intégrales avec poids de la forme S: w(x)f(x)dx :

e méthode de Newton-Cotes ouvertes, © _
. T, Z Formules élémentaires de Newton-Cotes
e méthode de Gauss-Jacobi, o
e méthode de Gauss-Tchebychev, o
e méthode de Gauss-Laguerre,
e méthode de Gauss-Hermitte,
e méthode de Gauss-Lobatto,

méthode de Romberg...

“Os B> «Er Er T OQC <o <@ «Er (Er E 9QAC
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Proposition 6.8

Soient f € C°([a, b]; R) et (x;)ie[o,n] une discrétisation réguliére de I'intervalle [a, b]: x; = a+ ih avec h = (b—a)/n. Les formules
de quadrature élémentaires de Newton-Cotes s'écrivent sous la forme

a

b n
f F(x)dx ~ (b—2) Y wif(x;)
i=0

ou les poids (w;)7_, sont donnés par (6).
Elles sont symétriques et leur degré d'exactitude (d.e. dans le tableau suivant) est égal n si n est impair et n+ 1 sinon.

n | de. w; (poids) nom
1 1 N
1 1 3 3 trapéze
1 2 1 ‘
2 3 s 3 s Simpson
1 3 3 1
3 3 H H H H Newton
7 16 2 16 7 .
41 5 % 3 i5 3 % Villarceau
19 25 25 25 25 19 ?
505 288 % 144 144 % 288 ‘
a1 9 9 34 9 9 a1
6| 7 | @ 3 @ w5 W B w0 Weddle
71 7 751 3877 49 2080 2080 49 3577 751 2
7280 17280 540 17280 17280 640 17280 17280 !
8| o 080 2044 _ _ds: 5248 454 5248 _ 464 2044 989 | o
28350 14175 4175 14175 2835 14175 T4175 14175 28350

Table: Méthodes de Newton-Cotes

40> «F»>» «E>» «E>» =
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Formules &lémentaires de Newton-Cotes

Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

a a+b

5+ f(b))

b
b—
J f(x)dx ~ ;

a

(f(a) + 4f( (11)

Méthode 1 :
Formule doit étre exacte pour les monémes 1, X, X2 :

Calcul des coefficients w;? :
on résoud le systéme

2024/11/25 28 / 59

Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

(11)

a

J" e~ 222 <f(a) v f(b))

Calcul des coefficients w;? :

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Formules élémentaires de Newton-Cotes

Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

a+b

5+ f(b))

a

b —
f F(x)dx ~ 2 . (11)

a

<f(a)+4f(

Méthode 2 :

Formule doit &tre exacte pour les mondmes 1, X, X? et les w; ne dépendent pas de I'intervalle [a, b] : on
peut les calculer sur I'intervalle [0, 1] en résolvant le systéme

Calcul des coefficients w;? :

wo + w1 + w2 = 1 (f(x)=1)
awp + (a+ h)wy + (a+ 2h)wy = ﬁs:xdx=a+h, (f(x) = x) wo + wi + wp = 11» (f(x) =1)
Pwo + (a+ h)2wr + (a+ 202w, = 55 [Dxdx = 1(3a2 + 6ah+ 4h2),  (F(x) = x?). 0% wo + 3wi+1xw = Joxdx=3,  (flx)=x)
0% x wo+ (3)2x w1+ (1)2 x wy o XPdx =3, (F(x) = x?).
Mais il y a plus simple ...
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

b —a a
J Fx)de ~ 2 (f(a) var(T0) f(b)) (1)

Calcul des coefficients w;? :  Méthode 3 : Vi€ [0, n]

n

1 n o _
w; = J Li(t)dt, avec Li(t) = 1_[ 4 H n—J
0

j:Oti_tj_j:O i—j
J#i i
2t —12t -2
Lit) = Tt = @e-1)E-1)
2t 2t —2
Li(t) = T 1 =—4(t—1)t
2t2t—1
L(t) = 51 =2t-1t
40> «F»>» «E>» «E>» = Q>
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Q. 1)

)

t poids de la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.
2

Q.

Ecrire une fonction algorithmique WeightsPointsNC retournant les (n+ 1) points et les (n+ 1) ‘

o

Ecrire une fonction algorithmique QuadElemNC retournant la valeur de Q,(f, a, b) correpon-
dant a la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.

«O> «F> «Er» «E>» E 9DHAQX
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Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

b —a a
J o~ 222 <f(a) v f(b)) (11)

a
Degré d’exactitude 3 : au moins ordre 3

1
f xtdx =
0

1 5
42y 14) = 2
# (0+(2)+ ) >

a1l =
[N

«4O0>» «F>» «E» «E>» = Q™
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spaste
Baselagrange(n, i

] rangen

il=j

L=L*(n*t-j)/(i-j
L

NewtonCotes(n
W

i rangen

W.append (integrate(Baselagrange(n, i) t
W

## -- End pasted text --
t

NewtonCotes(3)

[1/8, 3/8, 3/8, 1/8]
NewtonCotes(4)

[7/90, 16/45, 2/15, 16/45, 7/90]

«Or «F> «Er «E>» E DA
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error

—Numerical Newton-Cotes
—Analytical Newton-Cotes
Probléme lorsque n devient grand! : illustration sur un exemple simple. 1071
Soit f(x) =3x+2,a=0etb=1.
. n 1077 4
e Les formules de Newton-Cotes a (n+ 1) points, n > 1, sont exactes car f est un polynéme de
degré 1.
y i : . 1079 4
e les poids (w;)ie[o,n) Peuvent &tre calculés sous forme fractionnaire.
Or x; et w; sont approchés & ~ 1le — 16 prés sur ordinateur 10-11 4
x,-=i/nw)~<,- et w,x W 10-13
o Newton-Cotes exacte : >,/_o w;f(x;) 1055 ]
o Newton-Cotes approchée : Y. W f (%)

n

0 10 20 30 40 50 60

Figure: Instabilité des méthodes de Newton-Cotes élémentaires
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Formules élémentaires de Newton-Cotes
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Formules élémentaires de Newton-Cotes 20!

Remarque 6.1

Pour les méthode de Newton-Cotes, il ne faut pas trop "monter" en ordre car le phénoméne de

Runge (forte oscillation possible du polynéme d’interpolation sur les bords de I'intervalle) peut °
conduire a de trés grandes erreurs. Au dela de n = 7, des poids négatifs apparaissent dans les ° . .
. \ . o Formules élémentaires de Gauss-Legendre
formules et les rendent beaucoup plus sensibles aux erreurs d’arrondis.
Qo
o

Que faire pour pallier ce probléme : Sortir couvert!t

TTraduction : utiliser la relation de Chasles «O> «Fr AEr» «2r» = OHAC

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™

s lémentaires de Newton-Cotes Formles démentaire de Gause Legendre




'—[ Exercice 10 & }
. = Déterminer les points ty, t1 de l'intervalle [—1,1] et les poids wy, wy tel que la formule de
QulF.a.6) = (b—2) 3 wif () ~ f F(x)dx (1) quadrature )
j=0 ’ J g(t)d
Peut-on avoir une formule de quadrature de degré d'exactitude 2n + 17 B
Pour cela il faut déterminer les points (x;)"_, appartenant a [a, b] distincts 2 a 2

~ 2 2 w;g(ti)
soit de degré d'exactitude 3.

Q.2]
|

3.

Formules élémentaires de Gauss-Legendre

En déduire une formule de quadrature pour le calcul de Sb f(x)dx qui soit de degré d'exactitude
«O» «F» « =

Er «E>» = WOAX
Q,(f,a,b) ™

b

b—a ZWJ ;) ~f f(x)dx

Peut-on avoir une formule de quadrature de degré d'exactitude 2n + 17
Oui pour n = 1! Et pour n > 17

a
Pour cela il faut déterminer les points (x;)

ifea de Ganas Legendre
Les polynémes de Legendre peuvent &tre définis par la formule de récurrence de Bonnet

avec Po(t) =1et Py(t) =t

«Er» «E>» T 9aQ
(n+1)Ppy1(t) = (2n 4+ 1)tP,(t) — nPp_1(t), ¥n
On a les propriétés suivantes:
(1)

prop.1 le polyndme de Legendre P, est de degré n

prop.2 la famille {Py}}_, est une base de R,[X]
appartenant a [a, b] distincts 2 a 2

prop.3 pour tout (m, n) € IN?, on a
0
i—
Les polynédmes de Legendre vont étre d'une grande utilité!

(12)
! 2
Pn(t)Pa(t)dt = ——6
|| PotoPa(erde = 52
ce qui correspond a I'orthogonalité des polynémes de Legendre pour le produit scalaire
prop.4 Soit n >
I

1
(P, Ppy = J Po(t)P,(t)dt.
-1
, S
Formules &lémentaires de Gauss-Legendre

1, P, est scindé sur R et ses n racines, notées (t;)7_g, sont simples dans | — 1, 1[, c'est a dire
40> «Fr <« =

3 . [, Cest 3 di
n-1
Py(t)=C[[(t—t), CeR*
i=0
ou les t; sont 2 a 2 distincts (et ordonnés). Les (n + 1) racines simples de P, sont alors chacunes dans I'un des
(n+ 1) intervalles | — 1, to[, Jto, t1[, ..., Jtn—2, tn1[, Jtn—1,1[.
Er» «E>» nae

Formules élémentaires de Gauss-Legendre

(13)

«O» «F» « =

Er» «E>» Q>



@ Proposition 6.9 : Exercice ‘& ou &

Soit (;)7_g les (n+1) racines distinctes du polyndme de Legendre de degré (n+1). On note x; = 252+ 252¢;,

Vi € [[0, n] et w; les poids donnés par (6). La formule de quadrature élémentaire ( )

Théoréme 6.1 : &

b n
L f(x)dx ~ (b~ a) Z wif (%)) Soient f € C2"*2([a, b]; R) et Q,(f, a, b) la formule de quadrature de Gauss-Legendre définie dans
=0 la Proposition 6.9. Alors on a
est appelée la formule de quadrature de Gauss-Legendre. C'est |'unique formule de quadrature élémentaire
a (n+ 1) points ayant pour degré d'exactitude 2n + 1.

b H (2n+2)H b
|J f(x)dx — Qn(f,a,b)| < 7°°J. T (x)2dx (14)

exactitude w; (poids) t; (points) (2n+2)1 ],

1 1 0
3 1/2,1/2 —V1/3,4/1/3 (
5 5/18,8/18,5/18 | —+/3/5,0,~/3/5

Table: Méthodes de Gauss-Legendre sur [—1,1]

ol Th(x) = [Ti_o(x — xi), les x; étant les points de la formule de quadrature.

N = Of 3

a
v
a
v
a

it
v
a
it
v

it

ax «O> «Fr o«
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Exercice 11 & (@4 Montrer que
L' objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de U o s
Gauss-Legendre 3 (n + 1) points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre 4 (n+ 1) points 2 3 wMi(t)M;(8) = 815, (i, j) € [0, 0] ©]
sur [~1,1] est donnée par k=0
1 n ou dij=0,sii#jetd=1
[ etdt =23 wete) \
-1 =] On note W & M,;1(R) la matrice diagonale, de diagonale (wo .., ws) et P € Mp1(R) la
ot les (£){_q sont les n + 1 racines du polynome de Legendre P, (t). Cette formule & pour matrice definie par Pi11 = M;(t), ¥(i.j) € [0, ]
degré d'exactitude 2n + 1 ) .
Soient (P, Q) = [*, P(£)Q(¢)dt le produit scalaire sur R[X] et [P| = (P, P)"/? la norme asso- ® Montrer que 2P*WP = 1.
ciée @ En déduire que W1 — 2PP*.
Soit M, le polynome de Legendre normalise de degré (n-+1), M, = 5. On utilisera les résultats ® En deduire que 1 = 2577_o (My(8))2, Vi < [0,1].
sur les polynomes de Legendre rappelés en cours. { I
- ) On suppose que l'on dispose de la fonction algorithmique cig(A) retournant I'ensemble des
Montrer que valeurs propres d'une matrice symétrique A € My+1(R) dans I'ordre croissant sous la forme d'un o
oMy (t) = ML (1) — M, (1), n>1 &) vecteur de R,
avec Qo
1
Mo(t) = ﬁ M) = 4 p
o(t) = 43 Mi(®) o Méthodes de quadrature composées
On définit le vecteur M(t) de R"** par o
M(t) = (Mo(t), ..., Ma(t))".
Montrer que I'on a
tM(t) = AM(t) + cpiMpsa(t)e, 2 Q.6) N
S M =AM ot (Ons ) @ " ® Ecrire la fonction [t,w] — GaussLegendre(n) retournant le tableau des points t et le
o I'on explictera la matrice tridiagonale A € M1 (R) en fonction des coefficients cy. ... cp. tableau des poids w en utilisant les résultats obtenus dans cet exercice.
: < ) ot
Le vecteur e,.1 étant le (n + 1)-éme vecteur de la base canonique de R"**. Ecrire Ia fonction | — QuadElemGaussL we(f. a, b, n) une
y approximation de {° f(x)dx en utilisant la formule de quadrature de Gauss-Legendre 3
En déduire que les (n + 1) racines distinctes de M1 € Ry 1[X] sont les (n + 1) valeurs (,‘,”1 ) points Su,f;,,"g)m;,,e bl a &
propres de A
«O» «F>» Er» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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@ Definition 6.3

Soit (a)jefo k] une subdivison de I'intervalle [a, 3]:

a=ap<a; <---<ag=p0.
On a alors
F(x)dx — f (15)
f Z (o7
Soit Q,(g, a, b) la formule de quadrature élémentaire & n + 1 points d'ordre p donnée par
b
Oulg.2.5) % (b—2) Z wels)~ | g0ods.
La méthode de quadrature composée associée a Q,, notée Q,°"", est donnée par
K
comp f a, B Z f i 1)0[[ J f (16)

Q, degré d'exactitude p = Q}°"" degré d'exactitude p

40> «F»>» «E>» «E>»
2024/11/25

Formule composite des trapézes
def b

—y=f(=)

Qi(g,a,b) = (a) + &(b))

14

K
1 Q0(f, 051, 0))
j=

14

(flaj-1) + (o))

40> «F»>» «E>» «E>»

IR

N>
Il
-

J

Méthodes de quadrature composées
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Formule composite des points milieux

def a-+ b
fme Bidatda) Qo(g,a,b) = (b—a)g( )
Jffzmﬁ mj milieu de l'intervalle [aj_1, o],

my
é aj—1 + Qj
i m = LT
fims , i J 2
fims —ﬂ‘WanT?n— T
flms \ i
fmg ’
K

Z (mj)

f x)dx = ZJ f(x)dx~2190 (f,aj_1,0;)
Qj—1 Jj

40> «F»>» «E>» «E>»
2024/11/25

A
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Formule composite de Simpson

—y=flx) I Q2(ga a, b)
flma def
flaw _ -

b52(g(a) + 4g(252) + g(b))

)’;EZ; mj milieu de l'intervalle [aj_1, o],
(my
f(my o +Oé
@ mj =4 12 j
f(mg

f(x)dx

x

K
Z o (f, aj-1, ;)

CM:*

k
Z floj1) + 4f (m)) + f (o))

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Méthodes de quadrature composées




'—[ Exercice 12 & }

Ecrire une fonction algorithmique QuadSimpson retournant une approximation de l'intégrale d'une
fonction f sur l'intervalle [, 3] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en
minimisant le nombre d’appels a la fonction f. On rappelle que la formule élémentaire de Simpson
est donnée par

2l 2.0) % U= (g(2) + 451 10) + g(8).

«40>» «F>» «E>» «E>»

hodes de quad

Erreurs méthodes composées

ax

2024/11/25 48 / 59

P (F, 0, 5) ¥ f F(x)dx — O™P(F, a, B). (17)
On a alors
k Qj k
gcomp Z <J f(x)dx — Qn(f, aj— 1,%)) Z o 170@
j=1 — j=1
et on a vu que si f € C"*1([a, b]; R)
1
|€a,6(F)] < SCESVIR max |f<"+1) \f |H(X—X, |dx
Si x; discrétisation réguliére de [a, b], on peut démontrer (voir [Crouzeix-Mignot])
n+l
Xrgng)z ‘H(X )l < flog(n)( 2"
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Qo
Q
Qo
Qo
Qo
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Erreurs méthodes composées

n
En notant h; = o — aj_1, h = max;jey, 7 hj et K, un majorant de max,era, ) |H(X —xi)|

i=0
k
e ()] < Z 1.0, ()]
k
(n+1) n+2
< ; n+1 .Xegjai(,a]]|f (X)‘hj
K hn+1 (+1)( ) k 5
< n———— max | f\" X i
(n+ 1)' x€[a, B]' ‘J; J
(n+1)
< Kalf- a)( +1)| Hf H

Mais majoration non optimale!

«E>» «E>»

«O> «F>r ae
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On vient de montrer, pour Newton-Cotes composées : si f € C"“([a, bl;R)

Eas T ()l <

-ty ),

(n+1

A l'aide des noyaux de Peano :

Théoréme 6.2 : [Crouzeix-Mignot], page 43 (admis)
Soient Q" une méthode de quadrature composée associée a une méthode de quadrature élémentaire
Q, de degre d'exactitude p > n et f € CP*1([a, 8]; R). On a alors
|f x)dx = QP (F,a, B)| < Go(8 — a)he | 1) (18)
o0
avec h = rEax]](aj —aj_1) et C, > 0. Ceci s'écrit aussi sous la forme
Je[1,k
| f f(x)dx — QU (F,a, )] = O(H*) (19)
et son ordre de convergence est p + 1.
\ T TP T <=7 = oQ
I S e e 2024/11/25 52 / 59
Représenter graphiquement |'ordre de convergence? (Trapéze ordre 2 et Simpson ordre 4)
E(h) = ChP, = log(E(h)) = log(C) + plog(h)
En échelle logarithmique, h — E(h) est une droite de pente p
1072 :

Trapeze
£=0(x) cos(x); ,,E,,Slmgson
F=0(x) sin(x); O(hA) 1
a=0;b=pi/2; —-©-—0oh")
Iex=F(b)-F(a);

LN=25:25:200;
k=1; 4
for N=LN
H(k)=(b-a)/N; = R
E1(k)=abs(QuadTrapeze (f,a,b,N)-Tex); w /,/'//
E2(k)=abs (QuadSimpson(f,a,b,N)-Iex); 108 F _,@/‘/ E
k=k+1; -
end '/,»9
loglog(H,E1,’b’ ,H,E2,’r’ ,H,H."2, k-8, /(}/'/'Q
H,0.01%H."4,’k-.d’) 10710 | C{,x)/’ 4
xlabel (’h’);ylabel (’E(h)’) -
legend (’Trapeze’,’Simpson’,’0(h~2)’,’0(h"~4)’)
10—12 L
102 107!
<|:|><hﬁu><::><::> = A
T T AT Er e ey 2024/11/25 54 /50

Préssentir |'ordre de convergence? (Trapéze ordre 2 et Simpson ordre 4)

e Pour Simpson: E(h) = O(h*) = Ch*
e Pour Trapéze: E(h) = O(h?) = Ch?
E(h
E(h) = Ch*, = E(h/10) = C(h/10)" = 1E)p)
Listing: : Script Matlab/Octave pour illustrer I'ordre des méthodes des Trapézes et de Simpson

f=@(x) cos(x);

F=0(x) sin(x);

a=0;b=pi/2;

Iex=F(b)-F(a);

I1=QuadTrapeze (f,a,b,10);
I2=QuadTrapeze(f,a,b,100);
fprintf (’Erreurs, Trapeze: (N=10)
I1=QuadSimpson(f,a,b,10);
I2=QuadSimpson(f,a,b,100);
fprintf (’Erreurs_ Simpson: (N=10)%.5e,-,(N=100)

uh.65eu-u(N=100),%.5e\n’,abs(I1-Iex),abs(I2-Iex))

u%.5e\n’,abs(I1-Tex),abs(I2-Iex))

Output

(N=10) 2.05701e-03 - (N=100) 2.05618e-05
(N=10) 2.11547e-07 - (N=100) 2.11393e-11

Erreurs Trapeze:
Erreurs Simpson:

> «E» =
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—+—NC(1)
NC(2)
—— NC(3)
—&—NC(4)
NC(5)
—£4—NC(6)
1 |——nNc@)
—B—NC(8)
—+—0(h?)
)
—5—0(h®)
——0(h®)
—<—onh™)

relative error

n si nimpair, n + 1 sinon.

Ordre de convergence de NC(n):

1 DE +1

10t

Figure: Erreur des méthodes de Newton-Cotes composées pour le
57/2
calcul de J

0

cos(x)dx, NC(n) correspondant a Q""" et h = 3F.

> «E» =
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Degré d'exactitude (D.E.) de NC(n):

ax
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—+—GL(Q)
& 6LQR)
——GL(3)
—=—GL(4)
GL(5)
_ O(h 4)
—o— O(h 6)
— % O(h 8)
—e—0o(nl%)

—0—o0(h*?)

Degré d'exactitude (D.E.) de GL(n):

relative error

2n+1
Ordre de convergence de GL(n):

DE +1=2n+2.

10t

Figure: Erreur des méthodes de Gauss-Legendre composées pour le
57/2

calcul de f
o

|
Soit f une application définie sur [«, 3], on souhaite approcher

5m

cos(x)dx, GL(n) correspondant a Q7" et h = 3¢.

40> «Fr <«

> «E»
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par une méthode de quadrature composée de Gauss-Legendre.
On dispose de la fonction /| « QuadElemGaussLegendre(f, a, b, n) (déja écrite) retournant une

approximation de S: f(x)dx par la formule de quadrature élémentaire de Gauss-Legendre a (n+ 1)
points sur l'intervalle [a, b].

Q.5

Ecrire une fonction algorithmique QuadCompGL retournant une approximation de l'intégrale d'une
fonction f sur l'intervalle [, ] utilisant la méthode de quadrature composée (k intervalles) de Gauss-
Legendre (avec localement n+ 1 points).

o 6
Q.6
e Proposer un exemple simple d'utilisation permettant de tester cette fonction.

Q.7
T) Proposer un exemple de validation de cette fonction par le degré d’exactitude de la méthode. ]
Q.8

T Proposer un exemple de validation de cette fonction par I'ordre de convergence de la méthode.

40> «F»>» «E>» «E>»

J
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Soit f une application définie sur [, 8], on souhaite approcher

).

par une méthode de quadrature composée de Newton-Cotes. On dispose de la fonction

| — QuadElemNC(f, a, b, n) (déja écrite) retournant une approximation de S: f(x)dx par la formule de
quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points sur l'intervalle [a, b].

Q. 1

f(x)dx

Ecrire une fonction algorithmique QuadCompNC retournant une approximation de l'intégrale d'une
fonction f sur l'intervalle [a, B8] utilisant la méthode de quadrature composée (k intervalles) de
Newton-Cotes (avec localement n + 1 points).

o 2)
Q.2
T Proposer un exemple simple d'utilisation permettant de tester cette fonction.

o 3)

Q. 3

T Proposer un exemple de validation de cette fonction par le degré d’exactitude de la méthode.
Q. 4 — ; . -

T Proposer un exemple de validation de cette fonction par I'ordre de convergence de la méthode.

40> «Fr « F

> «E»

ax

Erreurs méthodes composées 57 / 59

2024/11/25

Conclusion

o |l existe un grand nombre d'autres méthodes!
e Intégration en dimensions supérieures?

» Sur un orthotope (hyperrectangle), généralisation possible.
» Sur un domaine fermé, borné : méthode des éléments finis
» Sur une surface ...

Er» «E>»

«4O> «Fr o« ae
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