
Exercice 3

Soient I un intervalle non vide de R, n P N˚ et f : I ÝÑ R. On suppose qu’il existe pxiq
n
i“0 dans I, avec

x0 ă x1 ă . . . ă xn, tel que
@i P v0, nw, fpxiq “ 0.

Q. 1

Soit f P C0pI;Rq, avec f dérivable sur I. On suppose qu’il existe pxiq
n
i“0 dans I, avec x0 ă x1 ă . . . ă xn, tel que

@i P v0, nw, fpxiq “ 0.

Montrer qu’il existe pξiq
n
i“1 dans I, avec x0 ă ξ1 ă x1 ă ξ2 ă x2 ă . . . ă ξn ă xn, tel que

@i P v1, nw, f p1q
pξiq “ 0.

R. 1

On rappelle le théorème de Rolle:

Théorème (Rolle). Soient a, b deux réels, a ă b, et, f : ra, bs ÝÑ R. On suppose que

• f est continue sur ra, bs,

• f est dérivable sur sa, br,

• fpaq “ fpbq.

Alors il existe c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.

Soit k P v1, nw. Sur l’intervalle rxk´1, xks, xk´1 ă xk, on a fpxk´1q “ fpxkq p“ 0q et le théorème de Rolle s’applique:

Dξk Psxk´1, xkr, f p1q
pξkq “ 0.



La fonction f p1q admet donc au moins n zéros distincts, les pξkqnk“1, avec

x0 ă ξ1 ă x1 ă ξ2 ă . . . ă xn´1 ă ξn ă xn.

Q. 2

Démontrer par récurrence sur n P N˚ la proposition suivante

pPnq

Soit f P Cn´1pI;Rq, f pn´1q dérivable sur I. Si f admet au moins pn` 1q zeros distincts dans I, notés
x0 ă . . . ă xn, alors f pnq admet au moins un zéro dans sx0, xnr.

R. 2

• Initialisation. Montrons que pP1q est vérifiée.
Soit f P C0pI;Rq et f dérivable sur I. Si f admet au moins 2 zeros distincts dans I, notés x0 et x1, avec
x0 ă x1, alors on a fpx0q “ fpx1q p“ 0q et le théorème de Rolle s’applique:

Dξ Psx0, x1r, f p1q
pξq “ 0.

• Hérédité. Soit n ě 2. On suppose que pPn´1q est vraie. Montrons que pPnq est vérifiée.
Soit f P Cn´1pI;Rq, f pn´1q dérivable sur I. On suppose que f admet au moins pn ` 1q zeros distincts dans I,
notés pxiq

n
i“0 avec x0 ă . . . ă xn. On a donc

@i P v0, nw, fpxiq “ 0.

Soit k P v1, nw. Comme on vérifie les hypothèse de Q. 1, on en déduit

@k P v1, nw, Dξk Psxk´1, xkr, tel que f p1q
pξkq “ 0.

La fonction f p1q admet donc au moins n zéros distincts, les pξkqnk“1, avec x0 ă ξ1 ă . . . ă ξn ă xn. En posant
g “ f p1q, on a, par hypothèse sur f, g P Cn´2pI;Rq et gpn´2q dérivable sur I. La fonction g admettant n zéros
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distincts dans I, les pξkqnk“1, avec ξ1 ă . . . ă ξn, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence pPn´1q à g pour
obtenir

Dξ Psξ1, ξnr, gpn´1q
pξq “ 0.

On abouti alors à f pnqpξq “ 0 avec ξ Psξ1, ξnrĂsx0, xnr.
Ce qui prouve pPnq.

• Conclusion. On a démontré par récurrence que pPnq est vérifiée pour tout n P N˚.
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