‘ EXERCICE 5 ’

Soient n € N* et xq, - - - , &, des points distincts de [a, b] ordonnés par ordre croissant. On pose E = C%([a,b]; R) et
F = R,[X], et, on les munit de la norme ||.|, . On note £, : E — F I'application qui a f € E associe le polynome
d’interpolation de Lagrange P,, € F tel que Vi € [0, n], Py(z;) = f(x;).

Q.1
a. Montrer que L, est bien définie.

b. Montrer que L, est linéaire.

c. Montrer que L,, est continue et que

Hﬁn(f)uoo < An HfHoo ) (P‘l)

ou A, = max Z 1L (x

x€|a,b]

®. 1)
a. Comme f € CY([a,b];R), on a, Vo € [a,b], f(z) défini. Iﬂ On a donc, Vi € [0,n], f(z;) défini. D’apres le

Théoréme 77, les points (x;)!", étant distincts deux a deux, le polynome d’interpolation de Lagrange L, (f)
associ¢s aux couples de (z;, f(2i))je[o,n] est unique dans Ry[X]. L’application £;, est donc bien définie.

b. Soient (\, i) € R?, et, f et g deux fonctions de C°([a, b]; R). il nous faut démontrer, par exemple, que

Ln(Af + pg) = ALn(f) + pLn(g)-

Cette derniére équation est équivalente a

Vo € a,b],  La(Af + pg)(x) = ALn(f) + nln(g)(x).




Soit x € [a,b]. On a

Ly(Mf +pg)(x) = Af + pg)(zi) Li(x)

n
Z (M f (i) + pg (i) Li()
= n n
= Z + 1) g(wi) Li(x)
—0 i=0
- Mn(f )() + uLln(g)(z).
Ce qui démontre la linéarité de L,,.
c. Comme L, est linéaire, pour démontrer qu’elle est continue, il suffit de démontrer que

30> 0 ta. Vf e Ca i R), [£a(f)], < C IS,

En effet, on a pour tout x € [a, b] et pour tout f € C°([a,b]; R),

[Ln(F)(2)] = \Zf(fﬁz')Lz'(fc)l
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HfHooZ | Li(x

/AN
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HfHoo

On obtient alors
1£0(N)lee < Anllf]o -
En prenant C' = A,,, qui est bien indépendant de f, on obtient la continuité de L,

%Ceci n’aurait pas éte le cas si f € L?([a, b]) puisque f(z) aurait alors été défini pour presque tout z € [a, b].
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®.2)

On note L(E, F') l'espace des applications linéaires et continues de E dans F' muni de la norme

AR 110 )] P
= p =
reco(apir) 1o

VHe L(EF), |H]|

F#0

a. Montrer que
|Lnll < An.

b. Montrer qu’il existe T € |a, b] vérifiant

Ay = ;mi(aﬂ\-

c. Montrer qu’il existe f € CY([a,b]; R) vérifiant
1Ln())@)] = An [ £],, -

d. Conclure.

a. Soit fe E, f#0. (rappel: f=0 < |f[,, =0) De (P-1), on a

20Dl _

| £l

En prenant le sup sur toutes les fonctions non nulles, on obtient

st sup VoDl

|£n| = sup —=r—=
" fek HfHoo
J#0

< Ap.

(P-2)

(R5.1)



b. L’application x — " |Li(x)| étant continue sur le fermé borné [a, b], il existe alors T € [a, b] tel que

c. On a

et on veut déterminer f € E pour avoir
D f)Li(@)| = > | () L()]. (R5.2)
1=0 1=0

Il faut donc que, pour tout i € [0, n], les réels f(z;)L;(Z) aient le méme signe. On choisi le signe positif, et on
impose par exemple les valeurs de f(z;),

| Flz) = 1, siLy(@) >0,
vi e [0.n], {f(g;i) — 1, siLi(z) <0.

Ainsi, avec cette construction, (R5.2)) est bien vérifiée.
Enfin, il faut aussi que l'on ai

n n
Z |f(x)Li(z)] = | f], Z |Li(2)]
1=0 1=0
Comme les (z;)?_, sont ordonnés par ordre croissant, on a
a<zg<...<x,<b

et on peut alors choisir f affine sur chacun des intervalles [z}, 7541], Yk € [0,n — 1], puisque I'on connait les
valeurs aux extrémités de chaque intervalle (+1 ou —1). En dehors de ces intervalles, on prend par exemple
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f(x) = f(x0), Vo € [a,20], et f(z) = f(x,), Vo € [2,,b]. Cette fonction est par construction continue, donc
dans E., et

Vie[0,n], |f(z)]=|f],

Au final, on obtient avec cette fonction

[La(F)(2)] = IZf(xi)Lz'(w)\

1=0

= Y@@ =[], D Li@)]
i=0 i=0

= M| f],-

d. On déduit de I'égalité précédente que B )
1£0()]o = A | £

et comme HfHOO # 0, on obtient

En utilisant conjointement cette equation et (R5.2)), on obtient

HEnH = An-

Q.3
Soit f e E. Montrer que

Hf - En(f)Hoo < (1 + An) Qegif[X] Hf T QHoo (P‘?’)



Soit Q € R,[X]. Par unicité du théoréeme d’interpolation on a £,(Q) = Q et alors

Hf_ﬁn(f)Hoo - Hf_Q‘i‘En(Q) _En(f)Hoo
< |f = Qlloe + [£a(Q = )]s par linéarite de Ly,
< |f—Ql,+An|f—Q|, par continuité de £,

d’ou le résultat.




