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Chapitre IV

Résolution de systémes linéaires

40> «F> «Z» «E>» = Q>



© Conditionnement

© Méthodes directes

«O» «F>» «E» «E>» QA



Soient A € M,(IX) une matrice inversible et b € K".

Résoudre

Ax =b

Le calcul de la matrice inverse At revient a résoudre n systémes linéaires.

& Pour résoudre un systéme linéaire, on ne calcule pas la matrice inverse associée.

e Méthodes itératives : On cherche B et c,

Ax=b <— MAx = Mb.
xt = BxlK 4 ¢ k>0, xI% donne
en espérant limy_, ;o xK = x.
«O» «F>» «E» «E>» = QA
.

e Méthodes directes : On cherche M inversible tel que MA facilement inversible



Conditionnement
Soient A € M, (KK) inversible et b € K".

Ax=b
De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la solution?

«O» «F>» «E» «E>» = QA



Exemple de R.S. Wilson

Soient ) )
SRR R
_ _ % 3%
A 8 6 10 o | AA 0 —§% -2 0
1 1
7 5 9 10 00 SRR T00 0 —g
et b® = (32, 23, 33, 31), (Ab)" = (335, — 185> Too+ —1og) - Des calculs exacts donnent
Ax =b — x*=(1,1,1,1)
91 9 27 719
— t - - . _—
Au = (b + Ab) — u (50, 25’ 20" 100>
~ (1.8, —0.36, 1.3, 0.79)
(A+ AAW = b — vt =(-81,137, 34, 22)

18283543 31504261 3741501 5235241
— t _ _
A+ ARy =(b+ab) = ( 461600 ' 461600 ' 230800 ' 461600)

~ (—39.61, 68.25, —16.21, 11.34)

«O» «F>» «E» «E>» = QA
S CandisRRERERE



Soient A € M ,(K) inversible et b € K".

Ax=>b
De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la solution?

Non, pas forcément!
Le systéme linéaire prédédent est mal conditionné.

On dit qu'un systéme linéaire est bien conditionné ou qu'il a un bon conditionnement si de petites
perturbations des données n'entrainent qu'une variation raisonnable de la solution.
Est-il possible de "mesurer" le conditionnement d'une matrice?

«O» «F>» «E» «E>» = QA



@ Definition

Soit |.| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d'une matrice réguliére A, associé
A cette norme, est le nombre

cond(A) = |A| |AT].
Nous noterons cond,(A) = [A], [A™],.

A«4O0> «F» «E» « >

DA™
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Proposition

Soit A une matrice réguliére. On a les propriétés suivantes
@ Yo e K*, cond(aA) = cond(A).

A
® cond,y(A) =1, Vp e [1, +0].

® condy(A) = 1 si et seulement si A = aQ avec a € K* et Q matrice unitaire

«O» «F>» «E» «E>» QA



Théoréme : &

Ax =b

et
Supposons b # 0, alors I'inégalité

Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions respectives de

A(x + Ax) = b+ Ab.

™
< cond(A
™ ®

|Ax||
est satisfaite, et c'est la meilleure possible
vecteurs b # 0 et Ab # 0 tels qu'elle devienne une égalité.

|b]

: pour une matrice A donnée, on peut trouver des
«O» «F>» «E» «E>» = QA
~ Conditionnement



Théoréme : &

Supposons b # 0, alors on a

Soient A et A + AA deux matrices inversibles. Soient x et x + Ax les solutions respectives de
Ax =bet (A+ AA)(x+ Ax) =b.

jax] _
Ix + Ax|
Remarque 1.1

ond(A) [AA]

IAl

Une matrice est donc bien conditionnée si son conditionnement est proche de 1.

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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© Meéthodes directes

o Matrices particuliéres

Matrices particuliéres

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Systéme diagonal

Soit A € M,(K) diagonale inversible et b € K".

Xj = b,'/A,'V,', Vie [[]., n]]. (1)

Algorithme Fonction RSLMatDiag permettant de résoudre le systéme linéaire 3 matrice diagonale in-
versible

Ax = b.
Données : A

matrice diagonale de M ,(RR) inversible.
b : vecteur de R".

Résultat : x vecteur de R".

1: Fonction x < RSLMatDiag( A, b )
2. Pour i < 1 a n faire
(i) — b(i)/Ai, )
4:  Fin Pour
5: Fin Fonction

w

A«4O0> «F» «E» « >
Matrices particuliéres

DA™
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(IK) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i < j)
A171 0 N 0 X1
Ax=b — R

by
0
Api oo .
A inversible <=

Matrices particuliéres

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DAl
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(IK) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i < j)
A171 0 N 0 X1
Ax=b — R

by
.0 :
An,l An,n Xn bn
A inversible < A, ; # 0,Vi € [1, n]

Matrices particuliéres

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DAl
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(IK) triangulaire inférieure inversible (A;j = 0 si i < j)
A171 0 N 0 X1
Ax=b — R

by
An,l An,n Xn
A inversible < A, ; # 0,Vi € [1, n]
n
Soit i € [[17 nﬂ? ((AX), = b, = Z A,,JXJ = b;

bn
j=1 )
i—1

bi= Y A+ Axi+ D A x
j=1 j

n

i—1
= D AL+ AL
j=it1 ifo—’ j=1
~ Méthodes directes

1 i—1
Xi = 7 (b, - ZAi,ij> , Vie[L,n].
1,1 J=1

)
«O» «F>» «E» «E>» = QA

Matrices particuliéres



Algorithme 2
A

1 i—1 )
Xj = T,, b; _J;Ai,jxj , Vie[1,n].

Résoudre Ax = b en calculant
successivement xi, Xo,

7Xn

Algorithme 2

—

1
Xj «— —

1: Pour i — 1 a n faire
23

i—1
bi— D) Aiix
A,'y,' P
. J_
3: Fin Pour
~ Méthodes directes

Matrices particuliéres

«O» «F>» «E» «E>» QA




2:

1 i—1 .
x; = A (b,- — Z A,-,J-xj> , Viel, n].
i —
j
Algorithme 2 Algorithme 2
1: Pour i < 1 a n faire 1: Pour i < 1 a n faire
1 i-1 '
50 = b — Z A x: i—1
AL ( i i J) 0. 5(_ZA..X.
, i=1 I B INE]
J — 5 =t
3: Fin Pour 3:

Xj < (b, — S)/A,'y,'
4: Fin Pour

Matrices particuliéres

«O» «F>» «E» «E>» = QA




1 i—1
Xi = — b,'— A,' iXil, Vie 1,[7.
Ai7i ( ; o J) [ ﬂ

Algorithme 2 Algorithme 2

1: Pour_ i < 1 a n faire 1: Pour /i < 1 a n faire

2: S0
o I 3:] Pourj—1ai—1 faire
3: X,'<—(b;—5)/A,',' 4 S<—S+A(’7J)*X(J)
4: Fin Pour 7 5:( Fin Pour

6: Xj < (b,‘ = S)/A,‘J

7: Fin Pour

A«4O0> «F» «E» « >
~ Méthodes directes

E 9Da¢
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i—1
1 .
Xj = TJ b,’ _;A"JXJ ) VI € [1’nﬂ'

Algorithme Fonction RSLTrilnf permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire inférieur inversible
Ax = b.

Données : A matrice triangulaire de M,(IK) inférieure inversible.
b : vecteur de K".
Résultat : x : vecteur de K".

1: Fonction x < RSLTrilnf( A, b )

2 Pour j < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j — 1 ai—1 faire
5 S — S+ A(,J)) = x())
6: Fin Pour

7 x(i) < (b(i) — S)/A(i, i)
8:  Fin Pour

9: Fin Fonction

A4O0> «Fr «E» «

» E 9acl

Matrices particuliéres



Systéme triangulaire supérieur
Soit A € M,(IK) triangulaire supérieure inversible (A;; = 0 si i > j)

Arr oo o A\ [a by

Ax=b = (S
6 O A,.,,,, Xn b.n

Exercice 1 4 Travail a faire

Ecrire la fonction RSLTriSup permettant de résoudre le systéme triangulaire supérieur Ax = b.

Matrices particuliéres

«O» «F>» «E» «E>» QA
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© Meéthodes directes

o Exercices et résultats préliminaires

et ré

«O» «F>» «E» «E>» QA
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lignes i et j.
Q.1

Exercice 2 : /4 Travail a faire Matrice de permutation £

Q. 2

Soit (i,j) € [1,n]?, i # j, on note piil e M, (R) la matrice identitée dont on a permuté les
Représenter cette matrice et la définir proprement.

[i.]

n

Soit A € M,(C).On note A, . le r-éme vecteur ligne de A et A. ; le s-éme vecteur colonne de A.
@ Déterminer les lignes de la matrice D = P
@ Déterminer les colonnes de la matrice E = APLi’j
A.
Q.3

@ Calculer le déterminant de Pg’j].

]
@ Déterminer l'inverse de PL”J

A en fonction des vecteurs lignes de A.
en fonction des vecteurs colonnes de
]
40> «F> «Z» «E>» = Q>
~ Méthodes directes Exercices et résultats préliminaires



Exercice 3 : Matrice d’élimination

Q.1

EM —

@ Calculer le déterminant de EV1.

@ Déterminer l'inverse de EV].
Q.2

@ Calculer A = EM1]A en fonction des vecteurs lignes de A.

@ Montrer que la premiére colonne de A est le vecteur (A1,1,0,.

t .
,.o.,0)" Qe
E[Al]Ael = A1,1e1
ol ey est le premier vecteur de la base canonique de C".
~ Méthodes directes

Exercices et résultats préliminaires

Soit A€ M,(C) avec A1 # 0. On note A. ; le j-éme vecteur colonne de A et A;. son i-éme vecteur ligne. On pose A; = A. 1

Soit v € C" avec vy # 0. On note EV] € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure a diagonale unité définie par

1)

2

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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Lemme : matrice de permutation

la matrice PE,"’j]

Soit (i,j) € [1, n]?. On note plil e M,(R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j. Alors
est symétrique et orthogonale. Pour toute matrice A € M,(K),
@ la matrice PgJ]

A est matrice A dont on a permuté les lignes / et j,
@ la matrice APL”J] est matrice A dont on a permuté les colonnes i et j,

Lemme : matrice d’élimination

telle que

Soit A € M,(C) avec A11 # 0. Il existe une matrice E € M, (C) triangulaire inférieure a diagonale unité

EAe1 = A17161
ou e; est le premier vecteur de la base canonique de C".

®)
" Méthodes directes

Exercices et résultats préliminaires

«O>» «Fr o«

Er <« > E DA



Théoréme : décomposition de Schur
que

YAeAghoNe ¢
A = UTU*

Soit A € M,(C). Il existe une matrice unitaire U et une matrice triangulaire supérieure T telles

(4)
 Méthodes directes

Exercices et résultats préliminaires

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DAl
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© Meéthodes directes

o Méthode de Gauss-Jordan

Méthode de Gauss-Jordan

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Algorithme de Gauss-Jordan

Ax=b < Ux=f
ot U matrice triangulaire supérieure.
Opérations élémentaires sur les matrices :
e Lj < L; permutation lignes i et j
e Li < L;i + aL; combinaison linéaire
A I'aide d'opérations élémentaires, on va transformer successivement en n — 1 étapes le systéme.

e Etape j: on va s’arranger pour annuler les termes sous-diagonaux de la colonne j de la matrice sans modifier
les j — 1 premiéres colonnes.

j—1
—
L] L] ] : ) e °
I .
0 1
!
e X
O e e TV
0 e .
!
: 5 .
0 0 ! ° .

«O» «F>» «E» «E>» QA
S ithades divesies T Méthode de Gauss-Jordan



o Etape j: on va s'arranger pour annuler les ter.mei sous-diagonaux de la colonne j de la matrice sans modifier les j — 1
e

premiéres colonnes. 7 -

° ° o:. e e
. .
0 :::
of ¢ o
I 0 ere o TV
0 i e [ ]
.
o °
0 O;o .

Algorithme Algorithme de Gauss-Jordan formel pour la résolution de Ax = b

1: Pour j < 1a n—1 faire

2:  Rechercher I'indice k de la ligne du pivot (sur la colonne j, k € [, n])
3:  Permuter les lignes j (£;) et k (Lx) du systéme si besoin.

4. Pour < j+1a nfaire

5: Eliminer en effectuant £; < L; — ijﬁj

6:  Fin Pour Y

7: Fin Pour

8: Résoudre le systéme triangulaire supérieur par la méthode de la remontée.

«O>» «Fr «Er» <« > E DA
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Algorithme Algorithme de Gauss-Jordan avec fonctions pour la résolution de Ax = b

Données : A : matrice de M,(K) inversible.
b : vecteur de K".
Résultat : x : vecteur de R".

1: Fonction x « RSLGauss( A, b )
Pour j — 1 a n—1 faire

k < [CherchelnaPivot (A, )

Si k # j alors
[A, b] —[PermLignesSys |(A, b, j, k) = a écrire

Fin Si

Pour j — j +1 a n faire

[A, b] « [ CombLignesSys (A, b, j, i, —A(i, j)/A(, ) > a écrire

Fin Pour
Fin Pour
11:  x < RSLTriSup(A, b)
12: Fin Fonction

> 3 écrire

PRI P RPE

=
G

= déja écrite

«O>» «Fr «Er» <« > E DA

Méthode de Gauss-Jordan



Algorithme Recherche d'un pivot pour I'algorithme de Gauss-Jordan. Algorithme Permutte deux lignes d'une matrice et d'un vecteur.

Données: A : matrice de M,(K). Données : A : matrice de M, (IK).
j : entier,1<j<n. b : vecteur de K".
Résultat : k : dans [, n], indice ligne pivot j.k 1 entiers, 1 <j k< n.

Résultat : A et b modifiés.

1. Fonction k « CherchelndPivot( A, )

2 k «— j, pivot < |A(j, /)] 1: Fonction [A, b] « PermLignesSys( A, b, j, k )
3:  Pour i« j+1a nfaire 2. Pour | < 1 a n faire

4 Si |A(i,j)| > pivot alors 3 t— A, /)

5: kei 4 AG 1) — Ak, 1)

6 pivot «— |A(i,j)| 5: Alk,l) <t

7 Fin Si 6:  Fin Pour

8:  Fin Pour 7.t < b(j), b(j) < b(k), b(k) — t

9: Fin Fonction 8: Fin Fonction

Algorithme Combinaison linéaire £; — L; + aL; appliqué a une matrice et a un

vecteur.

Données : A : matrice de M,(IK).
b : vecteur de K".
Jii © entiers, 1 <j,i<n.
alpha : scalaire de K

Résultat : A et b modifiés.

1: Fonction [A, b] < CombLignesSys( A, b,j,i,a )
2: Pour k < 1 a n faire

3 A(i, k) — A(i, k) + a = A(j, k)
4:  Fin Pour

5: b(i) < b(i) + ab(j)

6: Fin Fonction

«O» «Fr « > < > = A
 Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan



Soit A € M,(C) inversible.

Exercice 4 Méthode de Gauss, écriture algébrique
Q.1

Montrer qu'il existe une matrice G € M,(C) telle que |det(G)| = 1 et GAe; = «e; avec
o # 0 et ey premier vecteur de la base canonique de C".
Q.2

@ Montrer par récurrence sur l'ordre des matrices que pour toute matrice A, € M, (C)
inversible, il existe une matrice S, € M,(C) telle que |detS,| =1 et S,A, = U, avec
U, matrice triangulaire supérieure inversible.

@ Soit be C". En supposant connue la décompostion précédente S,A,, = U,,, expliquer
comment résoudre le systéme Ap,x = b.
Q.3

Que peut-on dire si A est non inversible?
Indication :

de ce chapitre.

utiliser les Lemmes 2.1 (matrice de permutation) et 2.2 (matrice d'élimination) du
~ Méthodes directes

résumeé
Méthode de Gauss-Jordan

«4O0>» «Fr « =

» «E» E A



On a donc démontré la proposition suivante

Proposition 2.1

que GA soit triangulaire supérieure.

Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une matrice inversible G telle

Méthode de Gauss-Jordan

«O>» «Fr o«

E» «E>» QA



© Meéthodes directes

o Factorisation LU

Factorisation LU

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Exercice 5 Vers la factorisation LU &

Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d'ordre i, notées A;, i € [1, n].
gulaire inférieure a diagonale unité telle que la matrice U définie par
U=EA

Montrer par récurrence sur l'ordre n de la matrice A qu'il existe une matrice E € M, (C), trian-
soit triangulaire supérieure avec U; ; = det A;/(Uy 1 X

e X Ui—l,i—l)) Vie [[1, nﬂ.
~ Méthodes directes

Factorisation LU

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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Théoréme : Factorisation LU YOOI

Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles alors il existe

e une unique matrice L € M ,(C) triangulaire inférieure (lower triangular en anglais) a
diagonale unité,

e une unique matrice U € M ,(C) triangulaire supérieure (upper triangular en anglais)
inversible

telles ques

preuve {3 Travail a faire

o Existence : exercice précédent U = EA et L = E™?
e Unicité : A = L1U1 = L2U2

«4O0>» «Fr» «E>» «E>» E 9Da¢
Factorisation LU 2024/10/24 31/ 68



Exercice /¥ Travail a faire

Montrer que si A inversible admet une factorisation LU alors toutes ses sous-matrices principales
sont inversibles.

Corollaire 2.1 :

PAghoAa o~
Si A € M, (C) est une matrice hermitienne définie positive alors elle admet une unique factorisation
LU.

preuve : £ Travail a faire Montrer que si A hermitienne définie positive alors toutes ses sous-matrices
principales sont hermitienne définies positives. Puis conclure.

Factorisation LU

A4O0> «Fr «E» «

» E 9acl



A4O0> «Fr «E» «

Remarque 2.1

Si la matrice A € M, (C) est inversible mais que ses sous-matrices principales ne sont pas toutes

inversibles, il est possible par des permutations préalables de lignes de la matrice de se ramener a
une matrice telle que ses sous-matrices principales soient inversibles.

Théoréme 2.1 : Factorisation LU avec permutations Aghokaike ¢

Soit A € M,(C) une matrice inversible. Il existe une matrice P, produit de matrices de permuta-

tion, une matrice L € M, (C) triangulaire inférieure a diagonale unité et une matrice U € M ,(C)
triangulaire supérieure inversible telles ques

PA = LU. (5)

» = 9ac

Factorisation LU



Utilisation pratique de la factorisation LU
Soit A € M,(K) admettant une factorisation LU
Trouver x € K" tel que
est équivalent a

Ax=b —

LUx = b

Factorisation LU

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DAl
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Utilisation pratique de la factorisation LU
Soit A € M,(K) admettant une factorisation LU
Trouver x € K" tel que
est équivalent a

Ax=b —

LUx = b

Trouver x € IK" solution de

avec y € K" solution de

Factorisation LU

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DAl
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Algorithme de résolution de systémes linéaire par LU

Algorithme Fonction RSLFactLU permettant de résoudre, par une factorisation LU, le systéme linéaire

Ax = b ou A est une matrice de M ,(IK), dont toutes les sous-matrices principales sont inversibles, et
be K"

, Données : A : matrice de M, () dont les sous-matrices
principales sont inversibles;
b : vecteur de K".
Résultat : x : vecteur de K".

1: Fonction x < RSLFactLU( A,b )
2:  [L,U] « FactLU(A)

3: y < RSLTrilnf(L, b)

4. x < RSLTriSup(U, y)

5. Fin Fonction

> Factorisation LU
> Résolution du systéme Ly = b
> Résolution du systéme Ux = y

Il nous faut donc écrire la fonction FactLU

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

10 ... ... O\[U: U, . Upn
Al Aip Arn Ly 1 0 .0 0 Usp ... ... Uy
A1 A . A . . 5
A =y L ol o 0 Uss
Ant Anz ... Ann : .0 : : .
Loy Ln2 Lpp-1 1 0 0 0 Unn
On connait A, on cherche L et U

Factorisation LU

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU.

0
Ain Az Avn Ly 1
Aoy Az oo Ao |
Ani A2
e Etape 1:

0
L3
. Ann

o Uin
e Uy
0 Uss
.0 : c
Ln.an 1

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U

Factorisation LU

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU.

A1 Az A1n Lry 1
Avi Arp ... Ay
Ani An2
e Etape 1:

o L 0 U
0o .. 0 Us»
L3y Lso S
Ann s N '
Loy Lp2

. Uin
0
.0 :
Ln.nfl

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére colonne de L

Factorisation LU

«O» «Fr « > <« = = o>



Al A
Avi A2

Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU.

1 . .. 0 Ur Ui
A1n by 1 0 ... 0 0 Unp
Az :
. . . =|Ls1 L3z . 5 0
Ant An2 Ann ' '
Lot Loz .
e Etape 1:
e Etape 2 :

0
. 0
Lpn-1

0
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U
premiére ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére colonne de L

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme ligne de U car on connait la

Factorisation LU

«O» «Fr « > <« = = o>



Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU.

0 Upp Uiz Uin
12 oo Aun Ly 1 0 ... 0|l 0o U Us,n
A1 Ao Az
. . L3y L3p . 0 0 Uz
Ani Anz ... Ang G ) 0
Lo Loz Ly 1 0 0 0 Unn
o Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére colonne de L
e Etape 2 :

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme ligne de U car on connait la
premiére ligne de U

» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la deuxiéme colonne de L car on connait
la premiére colonne de L

Factorisation LU

tht
v
a
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Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU.

0 0\ fUi1 U Uy
1.2 Arn by 1 0 ... 0 0 U Us.p
Axr A Az .
. =|Ls1 Ls2 . . : 0 0 Uss
Ant Anz ... Ann 0 ‘
Lpi Lo .

Lpp-1 1 0

o Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére colonne de L
e Etape 2 :

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme ligne de U car on connait la
premiére ligne de U

» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la deuxiéme colonne de L car on connait
la premiére colonne de L

Factorisation LU

tht
v
a
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Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.

i—1 L U
— Connus
. 0 0 H 0 0 [ [ o: [ .
1
. 0 b n
1
0 O 0 ofl o .
A= 0 oI 0T UL e YT
i
tio
f
: °% % : i .
. ofi o - e an o --- .- OE 0 0 U,,ﬁ,,

Connus

A«4O0> «F» «E» « >

DA™
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Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.

U
Connus
L] L] L] : L] L]
|
0 H n
1
. ' =
0 0 el .
A | .‘. ° ° ;
0 - 01U o .
: i o
f
. . 0 : T .
0 soo soo Off sea O fogg 0 -~ -~ 0:0 0 Unn
Connus Lii=1
= ligne i de L connue : on peut calculer la ligne i de U!

A«4O0> «F» «E» « >

DA™
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Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.

U
Connus
L] L] L] : L] L]
]
0 H T
1
. ' -
A 0 0 o1 e o .
B T 01U o o[
i o
.
. . 0 : T .
0 soo soo Off sea O g 0 -~ -~ 0:0 0 Unn
Connus Lii=1
= ligne i de L connue : on peut calculer la ligne i de U!
On cherche U;; Vj € [i, n].
R ;4 connus -1 R -0
" i | —
Aij & Z LixUxj= Z LiwUej+ Lii Uij+ Z Lix Uk
k=1 k=1 k=i+1
i-1
Uij=Aij= >, LixUej, Viel[in].
k=1

A«4O0> «F» «E» « >

DA™
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Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.

Connus

= colonne i de U connue :

i—1 L u
— Connus
. 0 0I 0 0 [ .:T L[]
1
. 0 : n
1
. : -
0 oile .
. Io HZEED o
. ' ilo
f
0 T .
D ofifef -~ o L,, 0 0:)0] 0 Unpn

on peut calculer la colonne i de L!

Factorisation LU
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Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.

L U
i—1

— Connus

L 0 0I 0 0 L] L[] o: L[] .
1

. 0 5 -
1

. ' -
0 -~ 0 e c
Az |- | ° ! ° ° B
. ii 0 - - 0.|U] .
5 : ‘o
.
. SRR 0 : T .
o oo o ofile] e Lhs /N0 - - 0i]0] 0 Unn
Connus _
= colonne i/ de U connue : on peut calculer la colonne i de L!
On cherche L;; Vj e [i+1,n], (Li; =1)
R ;4 connus connu R -0
e — — —
Aji «f Z Lj Ui = Z LiwUki+Lji Ui + Z Ljx Uk
k=1 k=1 k=i+1

A=t

L= (AjTi = Z Lix UkTi) JUii, Yjeli+1,n].
k=1

«O» «Fr «E»r < » = QA
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En résumé, a |'étape i:
e Calcul de la ligne i de U
U,')j =07 Vje [[l,l'—lﬂ,
i-1
U,',j = A,"j — Z L,"kUk’j, V_j € [[I, nﬂ.
k=1
e Calcul de la colonne i de L

Lj,f - 07 v./ € [[17 ff= 1]]7
Li; 1l
i—1
Lj,i = Aj7i - Z Lj,kUk,i /U,',,', Vje [I' +1, nﬂ.
k=1
Algorithme 9 Algorithme 9

1: (Calculer les matrices L et U]\ 1: Pour i — 1 a n faire

2:  Calculer la ligne i de U.
—

3. Calculer la colonne j de L.
4. Fin Pour

«O0> «F>» «=» <
Factorisation LU

» = 9Dae



Algorithme 9 Algorithme 9

1: Pour [ < 1 a n faire 1: Pour j < 1 a n faire
[Calculer la ligne i de U.

2:| Pourj<—1ai—1 faire
3: U(i,j) < 0
4. Fin Pour 4:| Fin Pour
~—_5] Pourj < ia n faire
i1
6: UiJ<—AiJ— Z Lr',kUk,j
k=1

7:| Fin Pour

3 (Calculer la colonne i de L.

En résumé, a |'étape i
o Calcul de la ligne i de U

Ui, —0, Vje[l,i—1], Ej Po[i,,r,];_ol ai—1 faire
. B -j i
= 10:| Fin Pour

Uij =Aij— Y LixUsj, Yjel[in]. wl L1
k=1 N 10

121 Pour j < i+ 1 a n faire

i—1
13: Ljﬁ,‘ «— Ulri (Ajwf - Z Ljkakﬁ,‘)
k=1

e Calcul de la colonne i de L

Ly, =0 vje[t,i—1], 14:|  Fin Pour
i = 17
i—1 15: Fin Pour
L_,'),‘ = <Aj.,' = Z Lj)kUk,;> /Ui,/'v Vj € [[i + 17 n].
k=1

A4O0> «Fr «E» « » = o>
 Méthodes directes Factorisation LU 2024/10/24" 38/ 68



Algorithme 9 Algorithme 9

1: Pour i < 1 a n faire 1: Pour i — 1 a n faire

2: Pourj<—1ai—1 faire 2. Pourj < 1ai—1 faire
3: U(i,j) <0 3 U(i,j) <0

4:  Fin Pour 4:  Fin Pour

5:  Pour j < i a n faire 5. Pour j < i a n faire

i—1
Uij < Aij— Z LUk,
k=1

i=1
il 6: 51 «— Z L,‘.kUk,j
k=1

6 —
7:  Fin Pour 7: Uj—Aij— 5
8  Pourj<—1ai—1 faire
9 L0 8:  Fin Pour
10:  Fin Pour 9:  Pourj<«< 1ai—1 faire
11: Lij—1 10: LJ')" <0
12:  Pour j < i +1 a n faire 11:  Fin Pour
i1 122 L1
L~ UL (Aj.i — Z Lj,kUk,i> 13:  Pour j — i+ 1 a n faire
13: kS0 i
14: Fin Pour 14: Sy — Z Lj kUi
15: Fin Pour \ k=]1-
15: Lyl U (Aji—S2).

16:  Fin Pour
17: Fin Pour

«O>» «Fr o«

» «E» E A
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Algorithme 9

Algorithme 9

1: Pour i < 1 a n faire

2. Pourj< 1ai—1 faire
3: U(i,j) <0

4. Fin Pour

5. Pour j < i a n faire

i—1
St D) LikUej

k=1

6

7 Uij < Aij—S1

8:  Fin Pour

9: Pourj<—1ai—1 faire
10: Lj; <0

11:  Fin Pour

12: = !

13:  Pour j — i+ 1 a n faire

15: Ljj— U (Aji—S2).
16:  Fin Pour

17: Fin Pour

1: Pour i < 1 a n faire

2. Pourj< 1ai—1 faire
3: U(i,j) <0

4:  Fin Pour

5. Pour j < i a n faire

6 S1+<0

IR Pour k — 1 ai—1 faire
B S1 = S1+ Lik# Uk
9 Fin Pour

10: Uij < Aij—S1

11:  Fin Pour

12:  Pourj < 1aj—1 faire

13: Lj;«<0
14:  Fin Pour
5. Lij<—1

16:  Pour j — i+ 1 a n faire

17: S0
T8 | Pour k — 1 aj—1 faire
19: Sp— So+ Ljjx Ui
20: Fin Pour
21: Y i(A~75)
: i U \j,i 2) .

22:  Fin Pour
23: Fin Pour

Factorisation LU

<O «Fo

<

>

<

>
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Algorithme Fonction FactLU permet de calculer les matrices L et U dites matrice de factorisation LU associée a la matrice

A, telle que
A=LU
Données : A : matrice de M,(IK) dont les sous-matrices principales
sont inversibles.
Résultat : L : matrice de M,(K) triangulaire inférieure
avec Lj; =1, Vie[l,n]
U : matrice de M,(K) triangulaire supérieure.

1: Fonction [L, U] « FactLU( A)

2 U<0, = 0, matrice nulle n x n
32 L1, = |, matrice identitée n x n
4 Pour i < 1 a n faire

5: Pour j — i a n faire = Calcul de la ligne i de U
6: 51 —0

7 Pour k — 1 ai—1 faire

8: Sy« S1+ L(i k) = U(k,j)

9: Fin Pour

10: U(i,j) — A(i,j) — St

11: Fin Pour

12: Pour j — i+ 1 a n faire = Calcul de la colonne i de L
13: S0
14: Pour k — 1 ai—1 faire
15: So — S+ L(j, k) = U(k, i)
16: Fin Pour
17: L(j,i) < (Aji — S2) /Ui, D).
18: Fin Pour

19:  Fin Pour
20: Fin Fonction

«O» «Fr « > « = A

S ithades divesies T ettt LU 2024 0/ 2N oy e



© Meéthodes directes

o Factorisation LDL*

Factorisation LDL¥

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Soit A € M,(C) hermitienne inversible admettant une factorisation LU. On pose
D = diagU et R =D™'U.

R est alors triangulaire supérieure a diagonale unité. On a alors

A= LU = LDD'U = LDR.
Par unicité de la factorisation LU :

A hermitienne A* = A = A = R*(D*L*)

L(DR)
R* =L et D*L* = DR —> R* =LetD* =D

Factorisation LDL¥

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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Théoréme 2.2 : Factorisation LDL* YAeAe o' o' ¢

Soit A € M,(C) une matrice hermitienne inversible admettant une factorisation LU. Alors A
s'écrit sous la forme

A = LDL* (9)

ol D = diag U est une matrice a coefficients réels.

Corollaire 2.2 : Exercice 6, & TR W R

Une matrice A € M,(C) admet une factorisation LDL* avec L € M,(C) matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité et D € M, (IR) matrice diagonale a coefficients diagonaux strictement
positifs si et seulement si la matrice A est hermitienne définie positive.

«O» «F>» «E» «E>» = QA
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© Meéthodes directes

o Factorisation de Cholesky

Factorisation de Cholesky

«O» «F>» «E» «E>» QA
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S ithades divesies T Factorisation da Cholasky

' Definition 2.1

Une factorisation réguliére de Cholesky d'une matrice A € M,(C) est une factorisation A =
BB* ou B est une matrice triangulaire inférieure inversible.

Si les coefficients diagonaux de B sont positifs, on parle alors d’une factorisation positive de
Cholesky.

Théoréme 2.3 : Factorisation de Cholesky, Exercice 7 & PAehkakake ¢

La matrice A € M,,(C) admet une factorisation réguliére de Cholesky si et seulement si la matrice
A est hermitienne définie positive. Dans ce cas, elle admet une unique factorisation positive.

40> «F> «Z» «E>» = Q>
2024/10/24 44 / 68



de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b e C". On note B la matrice de factorisation positive
est équivalent a

Ax=b (= BB*x =b)

Factorisation de Cholesky

«O» «F>» «E» «E>» = QA



de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b e C". On note B la matrice de factorisation positive

est équivalent a

Ax =b (<= BB*x =0b)

Trouver x € C" solution de

avec y € C" solution de

Méthodes directes

Factorisation de Cholesky

«O>» «F>» «Z» «E» = Q>



Algorithme de résolution de systémes linéaire par Cholesky

Algorithme Fonction RSLCholesky permettant de résoudre, par une factorisation de Cholesky positive,

le systéme linéaire

Ax=b
ou A une matrice hermitienne de M,(C) définie positive et b e C”.
Données: A : matrice de M,(C) hermitienne définie positive,
b : vecteur de C".
Résultat : x : vecteur de C".

1: Fonction x < RSLCholesky( A, b )
2: B« Cholesky(A)

3: y < RSLTrilnf(B, b)

4. U« MatAdjointe(B)

5. x < RSLTriSup(U, y)

6: Fin Fonction

> Factorisation positive de Cholesky
= Résolution du systéme By = b

= Calcul de la matrice adjointe de B
= Résolution du systéme B*x =y

Il nous faut donc écrire la fonction Cholesky

S ithades divesies T Factorisation da Cholesky

«O» «F>» «E» «E>» = QA

2024/10/24 46 / 68



c'est a dire

Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice B € M, (C) triangulaire
inférieure avec B; ; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
Bjp O 0 Bi1 B,1
A1 . Aln . .
. B 0
An,l Ann : 0
Bn,l Bn,n

Factorisation de Cholesky

«O» «F>» «E» «E>» QA
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c'est a dire

Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice B € M, (C) triangulaire
inférieure avec B; ; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
Bjp O 0 Bi1 B,1
A1 . Aln . .
B : 0
Ap1 .- An,n ’ B 0 :
il ooa aca Bgg 0
e Calcul de By 1 (la 1lére ligne de B est donc déterminée)
= calcul 1ére colonne de B.

Factorisation de Cholesky

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice B € M, (C) triangulaire
inférieure avec B; ; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
Bjp O 0 Bi1 B,1
A11 ... Ain
. _ . : 0
An1 ... Apnp : ' 0 :
Bn,1 Bn,n 0 ... 0 By,
e Calcul de By 1 (la 1lére ligne de B est donc déterminée)
= calcul 1ére colonne de B.

e Puis calcul de B, (la 2éme ligne de B est donc déterminée)
= calcul 2éme colonne de B.
e Etc...

40> «F» «E» « =
Factorisation de Cholesky
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Soit i € [[1, n]. On suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de B.
Peut-on calculer la colonne i de B?

A =BB* — Aji

Or B triangulaire inférieure (i.e. Bj; = 0si j > i)
et donc

n n
N -
Z Bi k(B )k, = Z B; kBj k
k=1 k=1

i—1
Aii = Y [Bikl® + [Bif?
k=1

i—1 1/2
_ 2
Biji = | Aii— ) IBijl :
j=1
«O» «F>» «E» «E>» QA
~ Méthodes directes Factorisation de Cholesky



Il reste a déterminer Bj;, Vj € [i +1,n]

n
i = DL Bik

«(B* > BjwBik, Viei+1,n]
k=1 k=1
Comme L est triangulaire inférieure on obtient
k=1
Or Bj; > 0 connu et les i — 1 premiéres colonnes de B aussi

i
Aj’iZZB kBi,k:ZBJkB/k+BJ:B//a VjG[[I-i—]. n]
k=1
Aj
i
BI’
Bj,i

_ZBJI(BI/(

0 Vje[[l,/—lﬂ

Vjeli+1,n]

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Algorithme 11 | R, Algorithme 11 | R,
1: (Calculer la matrice B)\ 1: Pour i — 1 a n faire
2:
— miéres colonnes de B.
3:

4: Fin Pour

Calculer B;j, connaissant les i — 1 pre-
Calculer la i#™¢ colonne de B.

Factorisation de Cholesky

«O» «F>» «E» «E>» QA
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Algorithme 11 Algorithme 11
1: Pour i < 1 a n faire 1: Pour i < 1 a n faire
Calculer B, ;, connaissant les 1
i — 1 premiéres colonnes de B. =0 )
2 Bji < | Aii — |Bi ‘
- : J
3 (Calculer la i*™¢ colonne de B. j=1
4; Fin Pour 3:[ Pourj <« 1ai—1 faire
4 Bji < 0
5 Fin Pour
~—6] Pourj <« i+1a nfaire
1
7 Bj,i < B—
Etape /: les i — 1 premiéres colonnes de B étant connues, on . i
peut calculer la i-me colonne: 8| Fin Pour
i—1 172
2
Bii = (ani— Bl >0
=
1 i1
Bj,i — (A= ). BiuBix |, Vieli+1,n]
Bii P}
Bji =

i—1
— | A — Z Bj,kBik
) k=1
9: Fin Pour
0, Vje[1,i—1].
«O» «Fr « > « = A
 Méthodes directes Factorisation de Cholesky




Algorithme 11

Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire

i—1
. . 2
Bji«— | Ai,i — |Bl,j
j=1

1/2

2:

3: Pourj<—1ai—1 faire
4: Bj,i < 0

5. Fin Pour

6:

Pourj<—i+1énfaire

Bj,i < (AJ, Z Bj,kBi k) o
7:

8:  Fin Pour
9: Fin Pour

1: Pour i < 1 a n faire

i—1
23 51— Z |B,',j 2
j=1

1/2
3| Bji<— (Aii—S1) /
4. Pourj < 1ai—1 faire
5: Bj,i < 0
6:  Fin Pour
7. Pour j— i+1a nfaire
i—1
\& S2 Z Bj kBik
k=1
1
o: Bji «— — (i — S2).

ii
10:  Fin Pour
11: Fin Pour

<O «Fo
Factorisation de Cholesky

<

DA™
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Algorithme 11

Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire

i—1
2
St ) [Bil

j=1

2: /
1/2

3: Bjj < (A,',,' = 51) /
4. Pourj< 1ai—1 faire
5: Bji < 0
6:  Fin Pour
7. Pour j — i+1a n faire
8:
9:

10:  Fin Pour
11: Fin Pour

1: Pour i < 1 & n faire

2: 51 0

3:| Pourj < 1ai-—1faire
|3 )

4 51 51+ [Bijl

5:| Fin Pour

6: Bji < (A,'ﬁ,' = 51)1/2

7. Pourj<—1ai-—1faire
8: Bji < 0

9:  Fin Pour

10:.  Pour j < i+ 1 a n faire

11: 52 0
M—12: Pour k — 1 ai—1 faire
13: So— S+ Bj,km
14: Fin Pour
1
15: Bji < Bi (Aj,,' = 52) 5

ii
16:  Fin Pour
17: Fin Pour

TOF <P T=F <= T 9ae
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Algorithme Fonction Cholesky permettant de calculer la matrice B, dites matrice de factorisation positive de Cholesky associée
a la matrice A, telle que A = BB*.
Données : A : matrice de M,(C) hermitienne définie positive.
Résultat : B : matrice de M,(C) triangulaire inférieure
avec B(i,i) >0, Vie[1,n]

1: Fonction B — Cho](tsky( A )

2. Pour i < 1 a n faire
3: S1<0
4: Pour j «— 1 a/— 1 faire
5: S1 4751+‘B(I.,j)‘2
6: Fin Pour
7 B(i,i) < sart(A(i,i) — 51)
8 Pour j — 1 a/—1 faire
o B(j,i) < 0
10: Fin Pour
11: Pour j — i+ 1 a n faire
12: S0
13: Pour k — 1 ai—1 faire
14: So — S+ B(j, k) = B(i, k)
15: Fin Pour
16 B, ) « (AU, ) — S2)/B(i, ).
17: Fin Pour

18:  Fin Pour
19: Fin Fonction

«O>» «Fr «Er» <« E DA
S ithades divesies T Factorisation da Cholasky




Exercice 4 Travail a faire

Proposer une méthode permettant de tester la fonction Cholesky.

Factorisation de Cholesky

«O» «F>» «E» «E>» QA
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© Meéthodes directes

o Factorisation QR
~ Méthodes directes

Factorisation QR
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' Definition : Matrice élémentaire de Householder

Exercice 8

H(u) = | — 2uu*.

Soit u € C" tel que |lull, = 1. On appelle matrice élémentaire de Householder la matrice H(u) € M,(C) définie par
Soit u € C" tel que |lull, = 1. On note H € M,(C) la matrice définie par
Q.1

@ Montrer que H est hermitienne.

H=1—2uu*.
@ Montrer que H est unitaire.

(13)
Montrer que

Soit x € IK". On note x| = proj, (x) «f u,xy)uetx; =x—x|.
et

H(XJ_ +XH) =XL —X.
~ Méthodes directes

Hx = x, si (x,u)=0.

Factorisation QR
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On vient de démontrer:

Propriété 2.1

Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire.

Propriété 2.2

Soient x € K" et u € K", |uf, = 1. On note x| = proj,, (x) ' u,x)u et x;, = x — x|- On a

alors
H(U)(XJ_ +XH>=XJ_—X”. (14)
et
H(u)x = x, si (x,uy=0. (15)
«O» «F>» «E» «E>» = QA
C Methodes divectes FepT i @R

2024/10/24 55 / 68



Exercice 9

Montrer que si o et u vérifient (1) alors
@ ona
@ ona

H(u)a = ab

Soient a et b deux vecteurs non colinéaires de C" avec ||b|, = 1. On va chercher a € C et u € C", |u|, = 1, vérifiant
@ on en déduit que

o = [l

a—2{u,ayu=ab

Nous allons maintenant établir une condition pour que (4) ait un sens.
On suppose que arg o = — arg({a, b)) [r]
@ Montrer que «{a, by € R.

> _(@a—aab
|2yt = S22
@ Montrer que (a,a) — «{a,b) € R**.

et Jul, = 1.

Soient « et u vérifiant (1). En déduire que si argov = — arg({a, b)) [r| alors u est donné par

u= 2<377a>(a — ab).
~ Méthodes directes

Factorisation QR
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On vient de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2.4

Soient a, b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C" avec ||bll, = 1. Soit a € C tel que |a| = [a], et
arga = —arg{a, by [r]. On a alors

a—ab
H (7“3 = ab”2> a = ab. (16)
Corollaire 2.3

donné par

Soit @a € C" non nulle et non colinéaire a ey, premier vecteur de la base canonique de C”". Alors, le vecteur u € C"

g 2=l ey

" [a—Tal, eres@ey],
est bien défini et on a

H(w)a = — lal; &*5*er
Preuve : /& Travail a faire &

(17)

A4O0> «Fr «E» «
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Exercice 10 &

Soient a et b deux vecteurs de C" avec |b|, = 1.
Q.1

Soit a € C tel que |a| = |a||, et arg(a) = —arg({a, b)) + dm avec 6 € [0, 1].
@ On suppose que a = \b, A € C*, (i.e. a et b colinéaires). Exprimer a — ab en fonction de X et b.
@ Que peut-on dire si a est nul?
Ecrire la fonction algorithmique Householder de parameétres a, b et ¢ € [0, 1] retournant une matrice S € M, (C) unitaire et o € C telles
que

e sia—<(b,ayb =0 (i.e. a nul ou colinéaire a b) alors S est la matrice identitée et o = 0,

e sinon « est le nombre complexe défini en Q. 1 (dépendant de 6) et S est la matrice élémentaire de Householder
S ( a—ab )
la — abl,
telle que Sa = ab.

pourront étre utilisées

Des fonctions comme dot(a, b) (produit scalaire de deux vecteurs), norm(a) (norme 2 d'un vecteur), arg(z) (argument d'un nombre
complexe), eye(n) (matrice identitée de M,(C)), matprod(A, B) (produit de deux matrices), ctranspose(A) (adjoint d’'une matrice), ...

Q.3

Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la fonction vecrand(n) retournant un vecteur aléatoire
de C", les parties réelles et imaginaires de chacune de ses composantes étant dans 10,1[ (loi uniforme).

Proposer un programme permettant de vérifier que 6 = 1 est le "meilleur" choix.

«O» «F>»
Factorisation QR
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fonctions disponibles: dot, norm, arg, eye, matprod, ctranspose

Algorithme fonction [S, ] < Householder(a, b, §).

Retourne une matrice S € M,(C) unitaire et a € C telles que

e sia—(b,ayb =0 (i.e. a nul ou colinéaire a b) alors S est la matrice identitée et o = 0,
e sinon « est le nombre complexe défini par

la] = |al, et arg(e) = —arg({a, b)) + o,
et, S est la matrice élémentaire de Householder
a—ab
S=H(—F+—
la— abl,

deux vecteurs de C" non nuls et non colinéaires.
8 . 0ou 1, permet de déterminer a.
Résultat : S matrice de Householder ou indentité dans M,(C),
a nombre complexe , de module |a|, et d’argument — arg(¢a, b)) + dm.

telle que Sa = ab.
Données : a, b

1: Fonction [S, a] « Householder( a, b, )

2. ba < dot(b,a) > dot(b,a) : b*a
3 Si norm(a — ba = b) < le — 15 alors

4 S «—eye(n), a <0

5. Sinon

6: a < norm(a) * exp(i = (§ *  + arg(ba)))

7 u—a—axb

8: u «— u/norm(u)

9: S « eye(n) — 2 * matprod(u, ctranspose(u))

10:  Fin Si

11: Fin Fonction

» «E» E A
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Programme algorithmique vérifiant la fonction Householder

1: n <« 100

2: @ < vecrand(n)

3: b « vecrand(n)

4: b — b/norm(b,?2)
5: [H, a] < Houscholder(a, b,0)
6: error < norm(H xa — « = b, 2)

vecrand(n) retourne un vecteur aléatoire de C” (loi uniforme [0, 1] sur parties réelles et imaginaires)

A«4O0> «F» «E» « >
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1: n< 100 0 TN P
2: a < vecrand(n) e

3: b < a + tol = vecrand(n) E

4. b — b/norm(b,2) g

5: [Hy, a1] « Householder(a, b, 1) .

6: [Ho, ap] < Householder(a, b, 0)

7: errorQ) < norm(Hg #*a— ag # b,2)/(1 + abs(ayg)) -

8: errorl < norm(H; *a—ag #b,2)/(1+ abs(ay)) .

10% 10% 10*

Figure: Choix de ¢ dans Householder : erreur relative
en norme L, avec tol = 1le — 12

& Meilleur choix: § = 1.

«O» «F>» «E» «E>» = QA
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Exercice 11
Soit n = 2.

(Pn)

&

(Qn)

Démontrer par récurrence que ¥ne IN, n = 2, (P,) est vraie.

U,A, =R,

Soit A, € M,(C) une matrice. Il existe une matrice unitaire U, € M,(C) et une matrice triangulaire supérieure R, € M,(C) telles que
Q.4

Soit A € Mn(C). Montrer qu'il existe une matrice unitaire Q € M,(C) et une matrice triangulaire supérieure R € M,(C) telles que

A=QR.
La proposition (Q,) est-elle vérifiée pour tout n = 27 Justifier.
Soit Ae My(R).

1)
Soit A, € M,(R) une matrice. Il existe une matrice orthogonale U, € M,(IR) et une matrice triangulaire supérieure R, € M,(R) telles que
U,A, = Ry

strictement positifs telles que

@
A=QR.
@ Montrer qu'il existe une matrice orthogonale Q € M,(R) et une matrice triangulaire supérieure R € M,(R) a coefficient diagonaux positifs ou nuls telles que
A=QR.

@ On suppose A inversible. Montrer qu'il existe une unique matrice orthogonale Q € M,(IR) et une unique matrice triangulaire supérieure R € M,(R) a coefficient diagonaux

«O» «F»r « > < > A
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@ Montrer qu'il existe une matrice orthogonale Q € M,(R) et une matrice triangulaire supérieure R € M,(R) telles que

A=QR.

Factorisation QR
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Théoréme : Factorisation QR PAghokaie ¢

Soit A € M,,(C) une matrice. |l existe une matrice unitaire Q € M ,,(C) et une matrice triangulaire
supérieure R € M, (C) telles que

A = QR. (18)

Si A est réelle alors Q et R sont aussi réelles et I'on peut choisir Q de telle sorte que les coefficients
diagonaux de R soient positifs. De plus, si A est inversible alors la factorisation est unique.

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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Exercice 12 &

Soit A € Mp4,(C) la matrice bloc

Q.1

m

m(u F>
A=" :

vecteur de la base canonique de C").

E |V
Q.2

H(u)v = e,

On pose w =

On note v =V.; € C" le premier vecteur colonne de V et on suppose que v est non nul et non colinéaire a ef (premier
Expliciter, en fonction de v, le vecteur u € C", |ul, = 1, tel que
def *
avec H(u) = | — 2uu™.
X
Soient x e C™ ety € C". On pose w = (T) € C™t". Déterminer H(w) en fonction de H(x) et de H(y).
Om
u

@ Cm+n.

@ Déterminer H(w)A en fonction de H(u).
@ Que peut-on dire de particulier sur le bloc (2,2) de H(w)A?
~ Méthodes directes

Factorisation QR
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Lemme

Soit A € Mp,4»(C) une matrice bloc

m

i)

On pose v = V. 1 € C" le premier vecteur colonne de V, et on suppose qu'il existe i € [2, n] tel que v;
u € C" le vecteur défini par

A=

v —a
u
ol e est le premier vecteur de la base canonique de C".

e
v — aef]
0
En notant w = u € C™*" on a alors

avec o = — v, e* &)

Vi1 #0. Soit

.
Factorisation QR
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Exercice 13 &

Soit A e M,(C).
Q.1

Expliquer comment construire une matrice H € M,(C) unitaire, produit d’au plus n — 1
Q.2

matrices élémentaires de Householder, et, R € M, (C), triangulaire supérieure telles HA = R.

Ecrire une fonction FactQR permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A €
M, (C).

On pourra utiliser la fonction Householder (voir Exercice 1?, page 7).
Q.3

Ecrire un programme permettant de tester cette fonction. On dispose des fonctions:
o MatRand(m, n) retournant une matrice aléatoire de M, ,(C) chacune des parties
[0,1].

imaginaires et réelles de ses éléments étant une variable aléatoire suivant la loi uniforme

e NormlInf(A) retournant la norme infinie d’'une matrice carrée A.

«O» «Fr « > « >
Factorisation QR
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unitaires (HU])'.FI.

Jj=1

pour avoir

Etape 1,

Aln—1]

Objectif: transformer A € M,(C) en une matrice triangulaire supérieure a I'aide de (n — 1) matrices
Vje [1,n—1], AUl £ QUIAL-1

avec Al%) — A
Hi=t HEHA triangulaire supérieure.
veC”

A171 A1)2 ....... A17n
A2 1 A2 P ERRERRE A2 n
Alo] _ 3 3 7
An,l An,2

s Alll
Ann
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j—1
Q) @i 3
0. :
R
(IR 0 Q1

s AUl = HUIAL-1] _

Factorisation QR

j—1 n-(-1
Qe ) 1960060000000 .
0. : é
R 5
oooooesa 0 ey o RN 0
[ 0 |[fa] « .

- |lof - :
Oneeeennnnnnns o ol e------. N
veCnU-D
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