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Q. 2

Exercice 8

Soit u € C" tel que |u|, = 1. On note H e M,,(C) la matrice définie par

H=1-2uu".
a. Montrer que H est hermitienne.
b. Montrer que H est unitaire.
a. Cette matrice est hermitienne car
H* = (I — 2uu™)" = | — 2(uu™)" = | — 2uu™ = H.
b. La matrice H est unitaire si H'H = 1. On a

H*H = HH = (1 — 2uu®)(1 — 2uu®)
= | — duu™ + duu*uu”.

Or, par hypothése, on a u*u = |u|, = 1 et donc
H*H = | — duu”™ + du(uu)u” = 1.
Soit z € IK". On note x| = proj, (z) = lu,xHuet | = — |-

Montrer que
Hz, +z)) =z, —z.

et
Hr =z, si (x,u)=0.



“I' On note que par construction (u,z| ) = 0. En effet, on a

(w,z,) = (u,x —x))
= (u,x) — (u,z)
= (u,z) — (u,{u,x)u)
= (u,z) — (u,z){u,u)

— 0 car (w,u) = |ul5 = 1.

On a alors

Hu)(zy +z)) = (I —2uv’) (z, +z)) =2, + 2| —2u 'z, —2uu’z
=0
=) + o) — 2uu (u,x)u) =z + ) —2{u,r)u uu
—1
=Z| —I—IL‘H—QZL‘H

=$J_—xH.

Si{z,u)=0alorszy=0etz=2x.
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