Exercice 3

Soit v € C" avec v; # 0. On note E[*l € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure a diagonale unité définie par
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a. Calculer le déterminant de E]
b. Déterminer Uinverse de EI.
R. 1

a. La matrice E?] est triangulaire : son déterminant est donc le produit de ses éléments diagonaux (Proposi-
tion [2.35/de [?]) On a alors det(E?]) = 1.

b. Pour calculer son inverse qui existe puisque det(E[?]) # 0, on écrit E?J sous forme bloc :
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avec e = (—uvy/vy,. .., —vn/vl)t e C"! On note X € M,,(C) son inverse qui s’écrit avec la méme structure
bloc .
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avecae C,be C" !, ce C" et De M,,_1(C).
La matrice X est donc solution de EIX = 1. Grace a D'écriture bloc des matrices on en déduit rapidement la
matrice X. En effet, en utilisant les produits blocs des matrices, on obtient
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Ceci revient a résoudre les 4 équations

a=1, b" =0 ae+c=0,_1 et eb*+D =1,

n—1>
qui donnent immeédiatement a =1,b=0,_1,¢c = —e et D = I,,_;. On obtient le résultat suivant
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Soit A e M,,(C) avec A1 1 # 0. On note A. ; le j-éme vecteur colonne de A et A;. son i-éme vecteur ligne. On pose

A=A,

T a. Calculer A = EMIA en fonction des vecteurs lignes de A.
b. Montrer que la premiere colonne de A est le vecteur (A1.1,0,..., O)t I.€.
E[Al]Ael = Aj1e1 (P-2)
ot eq est le premier vecteur de la base canonique de C".
R. 2

a. Pour simplifier les notations, on note E = El4i]. Par définition du produit de deux matrices on a
n
- .o )
Ai,j = Z Ei,k‘Ak‘,ja V(Z7J) € [[1,71]] :
k=1

Quand 7 = 1, on a par construction Iy j = 41 et donc
A=Ay, Vjelln] «— A=A (R3.1)

Pour i > 2, ona E;; = —* et E; = d; 1, Yk € [2,n]. On obtient alors pour tout j € [1,n]
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Aij = EinAvg + ) EipAy = _U_iAl,j + > 0ikAr; = —U—iAl,j + Ay
k=2 k=2

ce qui donne pour tout i € [2,n]

~ V; ~ V;
Ai,j = Ai,j — ?TiALj, V] € [[1,72]] — Az’,: = _U_iAl’: —I—Ai’:

(R3.2)




En conclusion, la matrice A s’écrit

b. De (R3.1), on tire A;1 = Ay 1. A partir de (R3.2) on obtient pour tout i € [2,n], A;1 = A;1 — %Al,l- Par
construction v; = A; 1 pour tout j € [1,n], ce qui donne flm = 0.
La premiére colonne de A est (1,0,...,0)".
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