Exercice 5 : Vers la factorisation LU

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre i, notées A;, i € [1,n].
Montrer par récurrence sur l'ordre n de la matrice A qu’il existe une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a

diagonale unité telle que la matrice U définie par

U=EA

soit triangulaire supérieure avec U;; = det A;/(Ur1 x -+ x Uj—14-1), Vi € [1,n].

Correction Soit n > 2, on va démontrer par récurrence sur n la proposition suivante

(Pn)

Soit A € M,,(C). Si, pour tout i € [1,n], les sous-matrices principales d’ordre i de A, notées A;, sont inversibles,
alors il existe une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que la matrice U = EA soit
triangulaire supérieure avec U; ; = det A;/ (U1 x -+ x Uj—14-1), Vi € [1,n].

Initialisation: n = 2 Soit A € M3(C). Si A1 = A1 # 0 et Ag = A inversible. On va construire une matrice
E € M5(C), triangulaire inférieure & diagonale unité telle que U = EA soit triangulaire supérieure.
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On a donc Uz =0 = Ep1A11 + A21. Comme par hypothése, A1 # 0, on a Fo1 = —As1/A11, ce qui donne

1 0 A A
ea— [ A <A1,1 A1,2> _ (A L2 U
a4, 1) \A21 Agp 0 Agp—7=A1

On a alors

U1 = Al,l = det(Al),
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Hérédité: Soit n > 3, on suppose que (P,—1) est vérifice. Soit A e M,,(C). dont toutes les sous-matrices principales
d’ordre ¢ de A, notées A;, i € [1,n] sont inversibles. On décompose la matrice A sous la forme bloc

avec A, 1 € M, _1(C), fe C" et ge C*!. Comme les n — 1 premiéres sous-matrices principales de A sont les
n — 1 sous-matrices principales de A;,_1, ces derniéres sont, par hypothese, inversibles. Par hypothése de récurrence
sur A,_1, il existe une matrice E,,—1 € M, _1(C), triangulaire inférieure & diagonale unité telle que la matrice
U,_1 = E,_1A,_1 soit triangulaire supérieure.

On va construire (si possible) une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que U = EA
soit triangulaire supérieure. La matrice E s’écrit sous forme bloc

avec X,,_1 € My, _1(C) triangulaire inférieure a diagonale unité et h € C* 1,

On a alors

Pour que la matrice EA soit triangulaire supérieure, il faut que X,,_1A,_1 soit triangulaire supérieure et h*A,,_1 +
f* = 0. En choisissant X,,_1 = E,,_1, on a U,_1 = X,_1A,,_1 triangulaire supérieure. La matrice A,,_1 étant
inversible, on a h* = —f*Agil

On obtient donc , . .
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On a donc construit une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, E, telle que U = EA soit triangulaire
supérieure. Par construction, on a

Uij = (Un—1)ij, ¥(i,5) € [1,n — 1]?
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et donc, par hypothése de récurrence sur U, _1, on obtient
Ui; = det Ai/(Ul,l X oo X Ui—l,i—1)7 Vie[l,n—1].

De plus on a,

det(EA) = det(E) det(A)
= det(A) car E tri. inf. & diag. unité
= det(Ay). car A, = A.
et
det(U) = H Uk e car U tri. sup.
k=1
n—1
= Un,n 1_[ Uk,k

k=1

Comme U = EA, on en déduit que la matrice U est inversible (car E et A le sont), que ses coefficients sont non nuls
et, en prenant le déterminant:

n—1
det(An) = Un,n H Uk,k
k=1

et donc
det(A,)
Unn = — =7,
[Tizi Uk
La proposition (Py,) est donc vraie.

Conclusion: On a démontré par récurrence que la proposition (P,) est vraie pour tout n > 2.




