
Exercice 8

Soit uuu P Cn tel que }uuu}2 “ 1. On note H P MnpCq la matrice définie par

H “ I ´ 2uuuuuu˚.

Q. 1
a. Montrer que H est hermitienne.

b. Montrer que H est unitaire.

R. 1
a. Cette matrice est hermitienne car

H˚
“ pI ´ 2uuuuuu˚

q
˚

“ I ´ 2puuuuuu˚
q

˚
“ I ´ 2uuuuuu˚

“ H.

b. La matrice H est unitaire si H˚H “ I. On a

H˚H “ HH “ pI ´ 2uuuuuu˚
qpI ´ 2uuuuuu˚

q

“ I ´ 4uuuuuu˚
` 4uuuuuu˚uuuuuu˚.

Or, par hypothèse, on a uuu˚uuu “ }uuu}2 “ 1 et donc

H˚H “ I ´ 4uuuuuu˚
` 4uuupuuu˚uuuquuu˚

“ I.

Soit xxx P Kn. On note xxx∥ “ projuuu pxxxq
def
“ xuuu,xxxyuuu et xxxK “ xxx ´ xxx∥.

Q. 2
Montrer que

HpxxxK ` xxx∥q “ xxxK ´ xxx∥.

et
Hxxx “ xxx, si xxxx,uuuy “ 0.



R. 2
On note que par construction xuuu,xxxKy “ 0. En effet, on a

xuuu,xxxKy “
@

uuu,xxx ´ xxx∥
D

“ xuuu,xxxy ´
@

uuu,xxx∥
D

“ xuuu,xxxy ´ xuuu, xuuu,xxxyuuuy

“ xuuu,xxxy ´ xuuu,xxxy xuuu,uuuy

“ 0 car xuuu,uuuy “ }uuu}
2
2 “ 1.

On a alors

HpuuuqpxxxK ` xxx∥q “ pI ´ 2uuuuuu˚
q pxxxK ` xxx∥q “ xxxK ` xxx∥ ´ 2uuu uuu˚xxxK

loomoon

“0

´2uuuuuu˚xxx∥

“ xxxK ` xxx∥ ´ 2uuuuuu˚
`

xuuu,xxxyuuu
˘

“ xxxK ` xxx∥ ´ 2 xuuu,xxxyuuu uuu˚uuu
loomoon

“1

“ xxxK ` xxx∥ ´ 2xxx∥

“ xxxK ´ xxx∥.

Si xxxx,uuuy “ 0 alors xxx∥ “ 0 et xxx “ xxxK.
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