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e Méthodes directes
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Chapitre IV

Résolution de systémes linéaires
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Soient A € M, (IK) une matrice inversible et b € IK".

Résoudre

Ax=b

Le calcul de la matrice inverse At revient a résoudre n systémes linéaires.

& Pour résoudre un systéme linéaire, on ne calcule pas la matrice inverse associée.

e Méthodes directes : On cherche M inversible tel que MA facilement inversible
Ax=b <— MAx = Mb.
e Méthodes itératives : On cherche B et c,
xUH = BxlKl 4 ¢ k>0, xI% donne

en espérant limy_, 1o, xI¥ = x.

«O> «F>r ae
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Conditionnement

Soient A € M,(K) inversible et b € K".

Ax =b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la solution?

40> «F»>» «E>» «E>» =

nar

Soient A € M, (K) inversible et b € K".
Ax=0>b
De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la solution?
Non, pas forcément!

Le systéme linéaire prédédent est mal conditionné.
On dit qu'un systéme linéaire est bien conditionné ou qu'il a un bon conditionnement si de petites
perturbations des données n'entrainent qu'une variation raisonnable de la solution.

Est-il possible de "mesurer" le conditionnement d'une matrice?
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Exemple de R.S. Wilson

Soient
107 8 7 0 0 &
| 75 6 5 _ %= = 0 0
A=l 86 10 o | 2A- 0 ?10 & 0
1 1
75 9 10 -5 —1% 0 —5

et b® = (32, 23, 33, 31), (Ab)" = (135, — 155> 155> —1ag) - Des calculs exacts donnent
Ax = b xt=(1,1,1,1)
91 9 27 79
Au= (b+ Ab to (22 2 2L 7
u=(b+ab) = v (50’ 25" 20° 100)
~ (1.8, —0.36, 1.3, 0.79)
vt = (~81, 137, —34, 22)
- _18283543 31504261 _3741501 5235241
y = 461600 ' 461600 ' 230800 ' 461600
~ (~39.61, 68.25, —16.21, 11.34)

(A+AAv = b

(A+ AA)y = (b + Ab)

40> «F»>» «E>» «E>» =
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@ Definition

Soit |.| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d’une matrice réguliere A, associé
a cette norme, est le nombre
cond(A) = [A] |A].

Nous noterons cond,(A) = |A[, [A],.
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Proposition

&

@ Théoréme : £
Soit A une matrice réguliére. On a les propriétés suivantes
1 Yo e K*, cond(aA) = cond(A).
2 cond,(A) =1, Vpe [1,+x0].

3 condy(A) = 1 si et seulement si A = aQ avec a € K* et Q matrice unitaire

Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions respectives de
Ax=b et
Supposons b # 0, alors I'inégalité

A(x + Ax) = b+ Ab.

Ax Ab
x| 1B

[x]
est satisfaite, et c'est la meilleure possible

1b]

vecteurs b # 0 et Ab +# 0 tels qu’elle devienne une égalité.

40> «Fr «

Théoréme : &

> «E»

pour une matrice A donnée, on peut trouver des
Dae
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Soient A et A + AA deux matrices inversibles. Soient x et x + Ax les solutions respectives de
Ax =bet (A+ AA)(x+ Ax) =b.
Supposons b # 0, alors on a

«40O0>» «Fr» «E>» «E>»

Dac
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|AXx| |AA
———— < cond(A) ——

[x + Ax||

Remarque 1.1

IAl

© Meéthodes directes

Matrices particuliéres
Une matrice est donc bien conditionnée si son conditionnement est proche de 1.
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Matrices particuliéres
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Systéme diagonal

Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(K) diagonale inversible et b € K".

Soit A € M, (IK) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i < j)
Xi = b,'/A,'ﬂ,', Vie [[].7 n]].

A171 0 e 0 X1 b1
(1) : .
Ax=bh = =
Algorithme Fonction RSLMatDiag permettant de résoudre le systéme linéaire 3 matrice diagonale in- A' ’ AO )
versible P R n,n Xp by
Ax = b. A inversible <
Données : A : matrice diagonale de M,(RR) inversible.
b : vecteur de R".
Résultat : x vecteur de R".
1: Fonction x — RSLMatDiag( A, b )
2:  Pour i < 1 a n faire
3: x(i) < b(i)/A(i, 1)
4. Fin Pour
5: Fin Fonction
40> «F»>» «E>» «E>» = Q>
Matrices particuliéres 2024/10/16 13 / 66

Systéme triangulaire inférieur

40> «F»>» «E>» «E>»

z 9ac
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M, (K) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0'si i < j) Soit A € M, (K) triangulaire inférieure inversible (A;j = 0si i < )
A1’1 0 ce 0 X1 bl Al,l 0 ce 0 X1 b1
Ax=b : R =1 Ax=b ' Co =
: 0 : : : .0 : :
A,,!]. cee e A,,,,, Xn b,7 An,l An,n Xn bn
Ainversible <= A;; # 0,Yi € [1,n]

Ainversible <= A; ; # 0,Yi € [1,n]

Soit i € [1,n], ((Ax),- =bi, = > Aijx = b,).

j=1
i—1 n i—1
b; = Z A,'y_,'X_,' + A,',,'X,' + Z A,'J Xj = Z A,'JX_,' + A,',,'X,'
j=1 j=i+1 j=1
Jj J=i+l Ty i
1 i—1
Xi = Ai b,‘*EA,‘ijj s Vie [[Ln]]. (2)
i j=1
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
Matrices particuliéres

40> «F»>» «E>» «E>» = Q>
Matrices particuliéres
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Xj =

1 i—1
b; — Z A;ijj s Vie [[1, n]].

j=1

Aii

1
Xj = —

Aii

Algorithme 2

Algorithme 2

i—1
b; — Z A;ijj 5 Vie [[1, n]].
j=1

Algorithme 2

Résoudre Ax = b en calculant
successivement xi, Xo, .

]_\ 1: Pour i — 1 a n faire
1

Algorithme 2

1: Pour i < 1 a n faire

1: Pour i < 1 a n faire

Matrices particuliéres

i—1
1 . .
i—1 X b — A x; i—1
.oy Xp- Xl‘_A (I Z ijXj
I . : . o i . 2] S Ai jxj
—1 2 X A (b, j_ZIAI,JXJ> > ! j=1 Hj=21 i.j%j
3: Fin Pour 3: Fin Pour 3| x < (b= S)/Ai
4: Fin Pour
40> «F»>» «E>» «E>» = Q> 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
L hededvenes Matries paseuites Matries paeuites
1 i—1
X = Ai b,‘ — ZIAiJXj s Vie [[l,n]].
i—1 L.
1 ! ) IN] j=1
Xj = — b,‘ — ZA,'J‘XJ' : Vie [[l,n]].
Aii —~
j=
Algorithme Fonction RSLTrilnf permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire inférieur inversible
Algorithme 2 Algorithme 2 Ax = b.
1: Pour /i — 1 a n faire 1: Pour i — 1 a n faire Données : A matrice triangulaire de M, (IK) inférieure inversible.
b : vecteur de K"
2. S0 Résultat : x vecteur de K".
2. 3| Pourj—1ai—1 faire 1: Fonction x < RSLTrilnf( A, b )
3: X,'<—(b,'—5)/A,‘,‘ 4 SHS*’A(’J)*XU) 2 Pour i — 1 a n faire
4 Fin Pour 5:] Fin Pour 3 S~ 0 B )
4 Pour j < 1 a/— 1 faire
6. x; — (bi—S)/Ai; 5: S — S+ A(i.j) = x(j)
. ’ 6: Fin Pour
7. Fin Pour ) . .
7 x(i) < (b(i) = $)/A(i, i)
8. Fin Pour
9: Fin Fonction
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
L thededvenes Matrices parseuitres
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Systéme triangulaire supérieur

Soit A € M, (K) triangulaire supérieure inversible (A; j = 0'si i > j)

A1 A1\ [x1 by
Ax=b — 0 =
0 .. 0 Awn) \x b

Exercice 1 f§ Travail a faire

Ecrire la fonction RSLTriSup permettant de résoudre le systéme triangulaire supérieur Ax = b.

«40>» «F>» «E>» «E>» = Q™

Exercice 2 : {’3 Travail a faire Matrice de permutation &

Soit (i,j) € [1,n]2, i # j, on note piil e M,(R) la matrice identitée dont on a permuté les
lignes i et j.

Q.1 o
Représenter cette matrice et la définir proprement.

Soit A € M,(C).On note A, le r-éme vecteur ligne de A et A. ; le s-éme vecteur colonne de A.
Q.2

1 Déterminer les lignes de la matrice D = PLIA en fonction des vecteurs lignes de A.

2 Déterminer les colonnes de la matrice E = APE’J] en fonction des vecteurs colonnes de

2024/10/16 16 / 66

A.
Q.3 L.
1 Calculer le déterminant de PY.
2 Déterminer l'inverse de PL!.
«40>» «F>r» «E>» «E>» = Q™
L wtededess e s
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© Meéthodes directes

Exercices et résultats préliminaires

40> «F»>» «E>» «E>» =

ax
préliminai

Exercice 3 : Matrice d’élimination &

Soit v € C" avec v; # 0. On note EY € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure 3 diagonale unité définie par

1 0 0
i ;*1 0 0
EM = : Eo o )
|
—Vp/n1 : 0 0 1

1+ Calculer le déterminant de EIV1.
= Déterminer I'inverse de EV].
Soit A€ M,(C) avec Ay # 0. On note A. ; le j-éme vecteur colonne de A et A;. son i-éme vecteur ligne. On pose A; = A. ;.

Q.2 B
1+ Calculer A = E¥A en fonction des vecteurs lignes de A.

= Montrer que la premiére colonne de A est le vecteur (A1,1,0,..., 0)‘ ie.
Elpe;, = A e )

ou e; est le premier vecteur de la base canonique de C".

«O> «Fr «E>» ae
= I em—— >
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Lemme : matrice de permutation

Soit (i,j) € [1,n]?. On note plil e M, (R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j. Alors
la matrice P54 est symétrique et orthogonale. Pour toute matrice A € M, (K),

Théoréme : décomposition de Schur
1 la matrice PLYJA est matrice A dont on a permuté les lignes i et j,

YAghoiaie ¢
2 |a matrice AP,[f’j]

est matrice A dont on a permuté les colonnes i et j,

Soit A € M,(C). Il existe une matrice unitaire U et une matrice triangulaire supérieure T telles
que

po - . ) . .
Lemme : matrice d’élimination

A = UTU* (4)
Soit A € M,(C) avec A;1 # 0. Il existe une matrice E € M,(C) triangulaire inférieure a diagonale unité
telle que
EAe1 = A111€1 (3)
ol e est le premier vecteur de la base canonique de C".

40> «Fr <«

> «E>» E DAX
2024/10/16 20 / 66

40> «Fr «

> «E >

A
2024/10/16 21/ 66

Algorithme de Gauss-Jordan

Ax=b < Ux="f
ot U matrice triangulaire supérieure.
Opérations élémentaires sur les matrices :

o L; < L; permutation lignes i et j
o Li — Lj+ oL combinaison linéaire
© Méthodes directes A I'aide d'opérations élémentaires, on va transformer successivement en n — 1 étapes le systéme.

o Etape j: on va s’arranger pour annuler les termes sous-diagonaux de la colonne j de la matrice sans modifier
les j — 1 premiéres colonnes.

j—1
—
. . . ele - @
! .
Méthode de Gauss-Jordan 0 |
0 0 : o )
: i .
0 ... ... Oie - o
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ '
L eededvens Withode de Gauseordan

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
Méthode de Gause Jordan
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o Etape j: on va s'arranger pour annuler les termei sous-diagonaux de la colonne j de la matrice sans modifier les j — 1
premiéres colonnes. (J—>
e o - ele - @
! .
0 L : - - - - -
i : Algorithme Algorithme de Gauss-Jordan avec fonctions pour la résolution de Ax = b
e i : : Données : A : matrice de M,(K) inversible.
0 0 sl X = b : vecteur de K".
0 0 1o e . Résultat : x : vecteur de R".
: i : . 1: Fonction x — RSLGauss( A, b )
0 0o . 2:  Pour j<—1an—1 faire
3 k « | ChercheIndPivot |(A, j) = 3 écrire
4 [A, b] < | PermLignesSys |(A, b, j, k) = a écrire
Algorithme Algorithme de Gauss-Jordan formel pour la résolution de Ax = b 5- Pour i < j + L a n faire
X . 6 A, b] — | CombLignesSys (A, b, j, i, —A(i,)/A(,J = a écrire
1 Pourj— 14 n— 1 faire ° Fir[| F7,0]‘" gnesSys (A, b.j, i, —A(i,j)/AU,J))
2:  Rechercher I'indice k de la ligne du pivot (sur la colonne j, k € [, n]) &  Fin Pour
3:  Permuter les lignes j (£;) et k (L) du systéme si besoin. o x « RSLTriSup(A, b) & déja écrite
4. Pour i< j+1a n faire - . P,
. A 10: Fin Fonction
5: Eliminer en effectuant £; « L; — Z2L;
Y
6:  Fin Pour
7: Fin Pour
8: Résoudre le systéme triangulaire supérieur par la méthode de la remontée.
40> «F»>» «E>» «E>» = Q> 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
R T Méthode de Gaus-sordan Méthode de Gauss-sordan
Algorithme Recherche d'un pivot pour I'algorithme de Gauss-Jordan. Algorithme Permutte deux lignes d'une matrice et d'un vecteur. . L L, . .
Données : A : matrice de M,(K). Données : A : matrice de M,(K). Exercice 4 Méthode de Gauss, ecriture algebnque '!;.}:
Jj ¢ entier,1<j<n. b : vecteur de K", . . )
Résultat: k : dans [j, ], indice ligne pivot j.k : entiers, 1< j k<n. Soit A € M,(C) inversible.
Résultat : A et b modifiés.
1: Fonction k < CherchelndPivot( A,j ) Q.1
2 ke pivot < JAG)| 1+ Fonction [A, b] « PermLignessys( A bij.k) Montrer qu'il existe une matrice G € M,(C) telle que |det(G)| = 1 et GAe; = ey avec
3 our i < j+ 1 a n faire 2 our | — 1 a n faire . .
" Si [A(i,})| > pivot alors 3 t —AG,I) « # 0 et ey premier vecteur de la base canonique de C".
5: ki 4 AG, 1) < Ak, 1)
6 _pivot — [A(,j)] 5 Alkl) <t Q.2 . .
S o Fin Z‘E")' b)) bl < + Montrer par récurrence sur l'ordre des matrices que pour toute matrice A, € M,(C)
n Four — 5 — y — . . . . .
9 Fin Fonction 8 Fin Fonction inversible, il existe une matrice S, € M,(C) telle que |detS,| =1 et S,A, = U, avec
Algorithme Combinaison lineaire Z; < L; + aL; appliqué a une matrice et 4 un U, matrice triangulaire supérieure inversible.
vecteur. . n . . L. o .
Dbt A matries 4o M0, 2 Soit be C". En supposant connue la décompostion précédente S,A, = U,, expliquer
b i vecteur de K" comment résoudre le systéme A,x = b.
Jii © entiers, 1 < j,i<n.
alpha @ scalaire de K
Résultat : A et b modifiés. Q.3 ) ) ) )
Que peut-on dire si A est non inversible?
1: Fonction [A, b] < CombLignesSys( A, b,j,i.a )
2:  Pour k < 1 a n faire
3 A(,K) < AG, K) +a %A, k)
S Indication : utiliser les Lemmes 2.1 (matrice de permutation) et 2.2 (matrice d'élimination) du résumé
6: Fin Fonction de ce Chapitre
O «Fr «Er 2> T DHAC (O B «Er4Er B HAC
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Plan

On a donc démontré la proposition suivante

Proposition 2.1

Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une matrice inversible G telle
que GA soit triangulaire supérieure.

Factorisation LU
© Meéthodes directes

Méthode de Gauss-Jordan

«O» «F» « > «E»

E ©aw

Factorisation LU
Exercice 5 Vers la factorisation LU %

«O» «F» « > «E»

E Al
= .~ ~ . .
Théoréme : Factorisation LU

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles alors il existe
Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d'ordre i, notées A;, i € [1, n].
Montrer par récurrence sur I'ordre n de la matrice A qu'il existe une matrice E € M,(C), trian-
gulaire inférieure 3 diagonale unité telle que la matrice U définie par
U=EA

e une unique matrice L € M, (C) triangulaire inférieure (lower triangular en anglais) a
diagonale unité,
soit triangulaire supérieure avec U;; = det A;/(Uy1 %

e une unique matrice U € M,(C) triangulaire supérieure (upper triangular en anglais)
inversible
telles ques
X Ui—l,/'—l)a Vie [1, n]].

A=LU.
preuve é Travail a faire

o Existence : exercice précédent U = EAet L = E™*
e Unicité : A=L;U; =L,U, ...

LU

«O» «F» « > « E

» . 9Q0

LU

«O» «F» « > «E»

E 9DA



Exercice é Travail a faire

Montrer que si A inversible admet une factorisation LU alors toutes ses sous-matrices principales
sont inversibles.

Corollaire 2.1 : MAghoke o ¢

Si A € M, (C) est une matrice hermitienne définie positive alors elle admet une unique factorisation
LU.

preuve : /4 Travail a faire Montrer que si A hermitienne définie positive alors toutes ses sous-matrices
principales sont hermitienne définies positives. Puis conclure.

«40>» «F>» «E>» «E>»

ax

Factorisation LU 32 / 66
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Utilisation pratique de la factorisation LU

Remarque 2.1

Si la matrice A € M ,(C) est inversible mais que ses sous-matrices principales ne sont pas toutes
inversibles, il est possible par des permutations préalables de lignes de la matrice de se ramener a
une matrice telle que ses sous-matrices principales soient inversibles.

Théoréme 2.1 : Factorisation LU avec permutations

YAeAgAgra ¢

Soit A € M,(C) une matrice inversible. |l existe une matrice P, produit de matrices de permuta-
tion, une matrice L € M, (C) triangulaire inférieure a diagonale unité et une matrice U € M,(C)
triangulaire supérieure inversible telles ques

PA = LU. (5)

40> «F»>» «E>» «E>» =

Factorisation LU 2024/10/16

Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A € M,,(K) admettant une factorisation LU

Trouver x € IK" tel que

Ax=b < LUx=5»b (6)

est équivalent a

40> «F»>» «E>» «E>» =

nar

Factorisation LU
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Soit A € M,(K) admettant une factorisation LU

Trouver x € IK" tel que

Ax=b < LUx=5»b (6)

est équivalent a

Trouver x € IK" solution de

avec y € K" solution de

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™

2024/10/16 34 / 66
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Algorithme de résolution de systémes linéaire par LU

Algorithme Fonction RSLFactLU permettant de résoudre, par une factorisation LU, le systéme linéaire

Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU.

1 0 0 Uix Uiz Uin
Ar Az o Aig Ly 1 0 .0 0 U U
Ar1 A . Ay .
. . =Ly L2 . 0 0 Uss
Ax = b ou A est une matrice de M,(IK), dont toutes les sous-matrices principales sont inversibles, et A Ava . A : :
" o "\ L L o o 0 U
be K"
, Données : A matrice de M ,(IK) dont les sous-matrices On connait A, on cherche L et U
principales sont inversibles;
b : vecteur de K".
Résultat : x vecteur de IK".
1. Fonction x < RSLFactLU( A,b)
2:  [L,U] « FactLU(A) > Factorisation LU
3: ¥y < RSLTrilnf(L, b) = Résolution du systéme Ly = b
4 x < RSLTriSup(U, y) = Résolution du systéme Ux = y
5. Fin Fonction
Il nous faut donc écrire la fonction FactL.U
40> «F»>» «E>» «E>» = Q> 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
_ Méthodesdirectes Rt (Y Rt LY
Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU. Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.
1 0 0 Uy Uip ... . Uia 0 0 Uy U Urn
An Az . Al Ly 1 0 ... 0]l 0 U .. Us,n Ar Az - Al Ly 1 0 off 0 o .. . Uan
A1 A . Asn A1 A . Asn
. . = b L 0 0 Uz . . = L : 0 0 Uz
At Ana o An, 0 ' Aot Ana e Ang -0
Lix Lnz Ls 1)\ 0 0 0 Unn Lox Loz Lot 1)\ 0 0 0 Unn
o Etape 1: o Etape 1:
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U » On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére colonne de L
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
_ Méthodesdirectes A i LY A LY
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

0\ [Uix U Ur,n
A Ais Aln Lys 0 0 0 Uz Ua,p
Avr Az Az
. =]k s 0 0 Uss
Ani An2 Ann 0
Lni Lnp Lop-1 1 0 0 0 U,

o Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére colonne de L
o Etape 2 :

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme ligne de U car on connait la
premiére ligne de U

Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU.

0\ [Uix U U
Al Az o Aig Ly 1 0 0 0 U U.
Aoy Aoz Az
. . = b L2 0 0 Uss
At Anz A : 0
Loy Ln2 Lpp-1 1 0 0 0 U,

o Etape 1:
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére colonne de L
o Etape 2 :
» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme ligne de U car on connait la
premiére ligne de U

» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la deuxiéme colonne de L car on connait
la premiére colonne de L

40> «F»>» «E>» «E>» = Q> 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.
Soit A € M,(KK) admettant une factorisation LU. L U
i—1
—
0\ [Uir Uis Ury — 0 — .C.O"".us .
A1 Az Avn Ly 1 0 0 0 s ... ... Uy i
Ay Aga Az ) : -
B N RSP RE 0 0 U . 0 : |
At Ana e Ang ’ -0 e : : ; -
Lop Lop woo Lopa 1 0 0 ... 0 U A 1o . 0 0 0 ol e L .
N . 0 0 0! Ui e .
e Etape 1: i
. . . .y . 10
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére ligne de U . ! .
» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la premiére colonne de L : 0 i - °
o .. ... o Ly, 0 0/ 0 - 0 Unn
e Etape 2 : Connus
» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme ligne de U car on connait la
premiére ligne de U
» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la deuxiéme colonne de L car on connait
la premiére colonne de L
[ ]
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™

Factorisation LU
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Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.

i-1 L u
— Connus
e 0 - Oi 0 0 °« o o o .
I
. ’ 0 i -
] 1
. ! X ' —
A . o ol 0 - .- 0 0 --- 0 e @ Lo .
e ... . .i(Li.D 0 .- o] [0 U; B
T o
I !
: 0 o .
o i ! o Lo 0 00 0 - 0 U
Connus ' -1

= ligne i de L connue : on peut calculer la ligne i de U!

40> «Fr <«

Factorisation LU

Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.

i-1 L u
—_ Connu
« 0 00 0 . . D .
I
. Ii 0 :i I.
A . . 0!0 0 0 0 eife Lo .
I I S 1 7% | o 0 (U] - .
T T
io 110
! !
: 2k 0 : : .
o o o ofife o Ly, 0 - 01[0] - 0 U
Connus '

= colonne i de U connue : on peut calculer la colonne i de L!

40> «Fr « F

Factorisation LU

> «E»

> «E»

nar
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Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.

i-1 L u
— Connus
e 0 .- Oi o - -~ 0 e o - e @ .
i
. [ 0 E -
] 1
- [ Lo ' -
A | o ol 0 - 0 .- 0 e o Lo .
e o i(Li.i) 0 of o 0. U, o .
i : : Lo
| |
: : 0 ! .
o i i o o Lo, 0 0 0 -+ 0 Upn
Connus Lii=1
= ligne i de L connue : on peut calculer la ligne i de U!
On cherche U;; Vj € [i,n].
R i1 connus =1 . =0
o @ —— —— —
Aij « Z LixUkj = Z LixUej+ Lii Uij+ Z Lix Uk
k=1 k=1 k=i+1
i-1
Uij=Aij— ) LixUk, Yjelin].
k=1

40> «Fr « > < » = Q™
2

Par récurrence, en supposant connues les (i — 1) premiéres colonnes de L et les (i — 1) premiéres lignes de U.

i-1 L u
—_ Connu
« 0 00 0 . oo .
1
. g 0 : . h
A e e o IL 0 0 O . 0 _elle - .
“fe oo . oLl 0o | [0 01U e .
T T
i . 110
! |
: 2l 0 : : .
o o |l o L J\O 01[0] -+ 0 Ups
Connus '
= colonne i de U connue : on peut calculer la colonne / de L!
On cherche L;; Vje[i+1,n], (Li;=1)
\ ;1 connus connu R -0
— — —
Aji & Z LixUki = Z LiwUki+Lii Ui + Z Lik Ui
k=1 k=1 k=i+1
i-1
L= (Aj,i - Z Ljx Ukj) JUii, Vje[i+1,n].
k=1
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™

Factorisation LU
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En résumé, a I'étape i:
e Calcul de la ligne i de U

U,'yj = 0, VJ € [[17 i — 1],
i1
Uy =Aij— D) LixUej, Vje[ion].
k=1
e Calcul de la colonne i de L
Lj,i = 07 V_/ € Hl, i— 1]]7
Li; =1,
i-1
L =1Ai— 2 LiwUgi | /Ui, Vjeli+1,n].
k=1

Algorithme 9

Algorithme 9

1. (Calculer les matrices L et U]\

1: Pour j < 1 a n faire

2: Calculer la ligne i de U.

3:  Calculer la colonne i de L.
4: Fin Pour

Algorithme 9

Algorithme 9

Calculer la ligne i de U.

3 (Calculer la colonne i de L.

4: Fin Pour

En résumé, a I'étape i:
o Calcul de la ligne i de U

Ui_j = 0, Vj € [[l,l'— 1]],
i—1
Uy =Aij— ) LUy, Viel[in].
k=1
o Calcul de la colonne i de L
Lj; =0, vje[1,i—1],
L =1,

i-1
L = <Aj,,- - L,-,kuk,-) JUii, Vjeli+1,n].
k=1

1: Pour j < 1 a n faire

2:[ Pourj <« 1ai—1 faire
3 U(i,j) <0
4:| Fin Pour
—5] Pour j — ia n faire
i—1
6 U A= D) LUy
k=1
7:| Fin Pour
8:| Pourj<—1ai—1 faire
9: Lji<0
10: | Fin Pour
11: | Lij <1
\12 Pour j < i+ 1 a n faire
i-1
13: Ljy,‘ «— ﬁ (Aj‘,' - Z L'kak‘,'>
k=1
14:| Fin Pour

15: Fin Pour

40> «F»r « > > = 9Daw «O0> «Fr <« «E > = A
Algorithme 9 Algorithme 9 Algorithme 9 Algorithme 9
1: Pour i < 1 a n faire 1: Pour j — 1 a n faire 1: Pour j < 1 a n faire 1: Pour i < 1 a n faire
2: Pourj« 1lai—1 faire 2. Pourj« 1ai-—1 faire 2 Pour}fléi—lfaire 2 Pourj—1ai—1faire
3 U(i,j) <0 3 U(i,j) <0 3 U(i,j) <0 3 U(i,j) <0
4 Fin Pour 4 Fin Pour 4: Fin Pour 4: Fin Pour
5 Pour j < i a n faire 5 Pour j < i a n faire 5. Pour j — i a n faire 5. Pour j < i a n faire
i-1
i-1 St Y LikUej 6: S <0
L e S« LiUij 6 k=1 7 Pour k < 14 i—1 faire
6: — kz R . U — A -5 8 51— S1+ Ligox Uy
: i i .
7. Fin Pour 7 Uj—Aij— S & Fin Pour J o Fin Pour
8 Pourj < 1aij-—1 faire . 9. Pourj < 1ai-—1 faire
9: Lii<0 8. Fin Pour 10 Lo 10 Upj—Aij— St
St . .. . 3 i .
10:  Fin Pour 9:  Pourj«—1lai—1 faire 11 Fin Pour 11:  Fin Pgur . .
1 L1 10: Lii<0 2 L1 122 Pour j «— 1ai—1 faire
12:  Pour j < i+ 1 a n faire 11:  Fin Pour 13 Pourj—i+14a nfaire 13: .LN «—0
1 12 L1 Y 12: lZm PO;II’
X P N . . X : i
Lij— g (Af,f -2 LM““) 13 Pour i1 nfaire S 2, Linbh 16:  Pour j«— i+ 14 n faire
k=1 ; 14: k=1
13: i-1 T
14:  Fin Pour 14: So— >, LU 15: Lji— (Aji— S2) 17 S <0
15: Fin Pour \_, 1<Z::1 ’ ! 16 Fin Po Ui 18: Pour k < 14 i—1 faire
: L Las 7 Fi '; “’ 19: S S+ Lik# Ui
15: i < m( i — S52) . in Four 20: Fin Pour
16:  Fin Pour 1
. 21 Lj; Aji—5).
17: Fin Pour i Um_( \i.i — 52)
22:  Fin Pour
23: Fin Pour
40> «Fr» «E>» «E» E AW «O>» «F> «E» «E>» = QX




Algorithme Fonction FactLU permet de calculer les matrices L et U dites matrice de factorisation LU associée a la matrice

Plan

A, telle que
A=LU
Données : A : matrice de M,(IK) dont les sous-matrices principales
sont inversibles.
Résultat : L : matrice de M,(IK) triangulaire inférieure
avec Lj; =1, Vie[1,n]
U :  matrice de M,(IK) triangulaire supérieure.
1: Fonction [L,U] « FactLU( A)
2: U0, = 0, matrice nulle n x n
3: L1, = |, matrice identitée n x n
4 Pour i < 1 a n faire . .
5 Pour j < i a n faire = Calcul de la ligne i de U e Méthodes directes . .
6 510 Factorisation LDL*
7 Pour k < 1 ai—1 faire
s St S1+ L(i, k) + U(K,j)
9 Fin Pour
10: U(i,j) < Alij) = S1
11: Fin Pour
12: Pour j — i + 1 a n faire = Calcul de la colonne i de L
13: S0
14: Pour k < 1ai— 1 faire
15: Sy So + L(j, k) = U(k, i)
16: Fin Pour
17 L(j, i) < (Aji = S2) JU(i, ).
18: Fin Pour
19:  Fin Pour
20: Fin Fonction
40> «F»>» «E>» «E>» = Q> 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
_ Méthodesdirectes s it (Y Factorisation LOL*
< P . P * * *
Soit A € M,,(C) hermitienne inversible admettant une factorisation LU. On pose Théordme 2.2 : Factorisation L DL ok *
D = diagU et R = D'U. Soit A € M,(C) une matrice hermitienne inversible admettant une factorisation LU. Alors A
s'écrit sous la forme
R est alors triangulaire supérieure & diagonale unité. On a alors A = LDL* (9)
A=LU=LDD!U=LDR. ol D = diag U est une matrice a coefficients réels.
P * _ PR K|
A hermitienne A* = A = A = R*(D*L*) = L(DR) ~ . . : Jode *
o o Corollaire 2.2 : Exercice 6, & ) 8
Par unicité de la factorisation LU :

R*— LetD*L* =DR — R* =L etD* =D Une matrice A € M,(C) admet une factorisation LDL* avec L € M,(C) matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité et D € M,(R) matrice diagonale a coefficients diagonaux strictement
positifs si et seulement si la matrice A est hermitienne définie positive.

{0 «Fr «Er 2> E DAX (O> «Fr Er» 2> = DAl

Factorisation LOL*




' Definition 2.1

Une factorisation réguliére de Cholesky d'une matrice A € M,(C) est une factorisation A =
BB* ou B est une matrice triangulaire inférieure inversible.

) Si les coefficients diagonaux de B sont positifs, on parle alors d'une factorisation positive de
© Méthodes directes Cholesky

Factorisation de Cholesky

@ Théoréme 2.3 : Factorisation de Cholesky, Exercice 7 & MAokokoke ¢

La matrice A € M,,(C) admet une factorisation réguliére de Cholesky si et seulement si la matrice
A est hermitienne définie positive. Dans ce cas, elle admet une unique factorisation positive.

40> «F»>» «E>» «E>» = Q> «O> «Fr «E>» «E>» = Q>
L hedesdiees Facterisaion de Cholesky de Cholesky

Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b e C". On note B la matrice de factorisation positive

Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b e C". On note B la matrice de factorisation positive
de Cholesky de A.

de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que Trouver x € C" tel que

Ax =b (<= BB*x=0b) Ax =b (< BB*x =b)

est équivalent a est équivalent a

Trouver x € C" solution de

B*x =y (11)
avec y € C" solution de

By — b. (12)

40> «F»>» «E>» «E>» = Q>
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_ wehoddiees Factorisation de Chalesky

Factorisaton de Cholesy




Algorithme de résolution de systémes linéaire par Cholesky

Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice B e M,(C) triangulaire

inférieure avec B; ; € R™*, Vi € [1, n], telle que
Algorithme Fonction RSLCholesky permettant de résoudre, par une factorisation de Cholesky positive, A =BB*
le systeme linéaire , .
Ax — b c'est a dire
ot A une matrice hermitienne de M,(C) définie positive et b e C". Bl 0 ... 0 Bri Bol
Données : A matrice de M ,(C) hermitienne définie positive, A11 Aln 0 .
b : vecteur de C". : =
A . n . . . . .
Résultat : x vecteur de C". Ani Ann : .0 0 . 0. :
. B B ... B
1: Fonction x < RSLCholesky( A, b ) mt e e
2: B « Cholesky(A) = Factorisation positive de Cholesky
3:  y < RSLTrilnf(B, b) > Résolution du systéme By = b
4: U < MatAdjointe(B) > Calcul de la matrice adjointe de B
5. x < RSLTriSup(U, y) > Résolution du systéme B*x =y
6: Fin Fonction
Il nous faut donc écrire la fonction Cholesky
40> «F»>» «E>» «E>» = Q> 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
_ Méthodesdirectes Factorisation de Cholesky Factorisation de Cholesky
Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice B € M,(C) triangulaire Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice B € M,(C) triangulaire
inférieure avec B; ; € R™*, Vi € [1, n], telle que inférieure avec B; ; € R™*, Vi € [1, n], telle que
A = BB* A = BB*
c'est A dire c'est a dire
Bip O 0 B11 Bn1 Bip O 0 B11 Bn1
A1l A1,n . A1l Aln .
B 0 _ 0
Al «o- Apn : -0 L Al «or Apn : -0 o
Bp1 ... ... Bpg 0 ... 0 Bu, Bpi ... --- Bpg 0 ... 0 Bs,
e Calcul de By, (la 1ére ligne de B est donc déterminée) e Calcul de By (la 1ére ligne de B est donc déterminée)
= calcul lére colonne de B. = calcul lére colonne de B.
e Puis calcul de B, (la 2éme ligne de B est donc déterminée)
= calcul 2éme colonne de B.
e Etc...
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
_ Méthodesdirectes Factorisation de Cholesky

Factorisation de Cholesky
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Peut-on calculer la colonne i de B?

Soit i € [1, n]. On suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de B.

A =BB* = A,

ii=
»

Bj k

n n
Z Bik(B*)k,i = Z Bj k
k=1 k=1

Il reste a déterminer B;;, Vj e [i+1,n].

Or B triangulaire inférieure (i.e. B;; = 0 si j > i)

et donc

Bji =

i—1
Ajj = Z |Bi,k|2 + [Bi|?
k=1

i—1
i= =D Bl
j=1

1/2

Comme L est triangulaire inférieure on obtient

n
Aji = Y Bik(B¥)k
k=1

n
Z BjkBix, Vje[i+1,n]
k=1

i i—1
Aji= 2 Bj,km = Z Bj,k?,k + BJ",‘W’,', V_] € HI + 1, I‘l]]
k=1 k=1

Or B;; > 0 connu et les i — 1 premiéres colonnes de B aussi.

i—1
1 ’ o
Bji = —|Aji— Z Bj kBik | » Vje [[I +1, n]]
Biji i1
B, = 0, Vje[li—1].
40> «F»>» «E>» «E>» = Q> 40> «Fr « E
Factorisation de Cholesky 2024/10/16 48 / 66 Factorisation de Cholesky
Algorithme 11
Algorithme 11 Algorithme 11
1: (Calculer la matrice B)\

1: Pour i < 1 a n faire

> «E>» E DA

1: Pour j — 1 a n faire
2:

Calculer B; ;, connaissant les

Algorithme 11

3:
miéres colonnes de B.
3:

i — 1 premiéres colonnes de B.

1: Pour i < 1 a n faire

—

Calculer B;;, connaissant les i — 1 pre-

Calculer la

4: Fin Pour
I'eme

(Calculer la i®™ colonne de B.

colonne de B.
4: Fin Pour

i1 1/2
2 Bjj «— (Ai,i - z |Bi,j\2>
j=1

Factorisation de Cholesky

1
Bji

40> «Fr <«

i o= 0, Vje[t,i—1].
» «E>» E OACQ

Etape i: les i — 1 premiéres colonnes de B étant connues, on
peut calculer la i-éme colonne:

i1 12
B = (Ar‘.i - \Bf,j\2> >0
j=1

i—1
Aji— 2. BjuBix |, Vieli+1,n]
Bii k=1
Bji

Pour j < 13— 1 faire
Bj,i < 0
Fin Pour

“sl‘m'“w

Pour j — i + 1 a n faire
1
Bji « —

i-1
Aji— Z BjkBik | -
Bii k=1
8:

Fin Pour

9: Fin Pour

Factorisation de Cholesky

40> «Fr « E =

» «E>» E 9OAX



Algorithme 11

Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire

i1 1/2
Bjj (Ai,i - IBi,j\2>

2: =t
3:  Pourj<—1ai—1 faire
4: Bj i« 0
5. Fin Pour
6: Pourj <« i+ 1a nfaire

1 i—1

Bj,i < 5o <A,-,,- — Z Bjykﬁ) .

7. h k=1

8:  Fin Pour
9: Fin Pour

7

Algorithme 11
Algorithme 11 1: Pour i < 1 a n faire
1: Pour i — 1 a n faire
i-1 2: )
1
2 S Y IBiyR 3 B (A= S1)Y
T =t 4. Pourj < 1ai-—1 faire
3 B (Aii—S 1/2 5: Bj,,‘<—0
i <= (i 1 6:  Fin Pour
4 Pourj<1ai—1faire 7. Pour j — i+1a n faire
5: Bj i < 0
6:  Fin Pour
7. Pour j < i+ 1 a n faire 8: T
i1 9: WJ&W;ﬁMJ_$%
&—) Sy — Z B «Bik 10:  Fin Pour
k:i 11: Fin Pour
9: Bji < f(Ajv,‘—Sz).
ii
10:  Fin Pour
11: Fin Pour

40> «F»>» «E>» «E>» = Q>
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Factorisation de Cholesky

2: 51 —0
3:] Pourj < 1ai—1faire
4: S« S5+ |B,"j|2

1: Pour / < 1 a n faire

5:| Fin Pour

6 B (A - S)Y?

7. Pour j < 1ai—1 faire
8: Bj,i < 0

9:  Fin Pour

10:  Pour j < i+ 1 a n faire

11: &*—0

12: Pour k < 1 ai—1 faire

13: 52 «— 52 + Bj,km

14: Fin Pour
1

15: %J@”—%Mj—ﬁf
Bji

16:  Fin Pour

17: Fin Pour

Factorisation de Cholesky

TOF AP P < =% <=7 ¥ Qv
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Algorithme Fonction Cholesky permettant de calculer la matrice B, dites matrice de factorisation positive de Cholesky associée

a la matrice A, telle que A = BB*.

Données : A
Résultat : B

1: Fonction B « Cholesky( A )
2:  Pour i< 1a nfaire

3 S1 <0

4 Pour j — 1ai— 1 faire
5: S1 S+ [B(i,j)I?

6: Fin Pour

7 B(i, i) « sqrt(A(i, i) — S1)
8 Pour j <« 1 ai—1 faire
9.

: B(j,i) <0
10: Fin Pour
11: Pour j < i + 1 a n faire
12: S0
13: Pour k < 1 ai—1 faire
14: So — S, + B(j, k)« B(i, k)
15: Fin Pour

16: B, i) — (AU, 1) = S2)/B(i, ).

17: Fin Pour
18:  Fin Pour
19: Fin Fonction

matrice de M,(C) hermitienne définie positive.
matrice de M,,(C) triangulaire inférieure
avec B(i,i) > 0, Vie [1,n]

Exercice /4 Travail a faire

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Proposer une méthode permettant de tester la fonction Cholesky.

«40>» «F»>» «E>» «E>» = Q™

de Cholesky




Plan

' Definition : Matrice élémentaire de Householder

Soit u € C" tel que |u 1. On appelle matrice élémentaire de Householder |la matrice H(u) € M,,(C) définie par
q 2 PP P
H(u) = | — 2uu*. (13)
Exercice 8 &
Soit u € C" tel que |u], = 1. On note H € M,(C) la matrice définie par
© Méthodes directes H=1-2uu"
Q.1 o
1 Montrer que H est hermitienne.
2 Montrer que H est unitaire.
Factorisation QR Soit x € K". On note x| = proj, (x) & (u,x)u et x, = x — x.
Montrer que
Hx1 +x)) =x1 —x.
et
Hx = x, si {(x,u)=0.
40> «F»>» «E>» «E>» = Q> > = Q>
R T R Factoriation OR ox
Exercice 9 &
On vient de démontrer: Soient a et b deux vecteurs non colinéaires de C" avec |b|, = 1. On va chercher a € C et u e C", |ul, = 1, vérifiant
H(u)a = ab. 1)
o csaz
Propriété 2.1
@z Montrer que si « et u vérifient (1) alors
Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire. v ona ol ol ©
af = [al|,
2 ona
— ., a—2{u,ayu=ab (3)
Propriété 2.2 s on en déduit que
a,a)—aab
[ = @2 0@ @
. . def
50|ent xeK"etue ]Kn’ ||UH2 = 1. On note XH = proj, (X) = <U,X>U et X =X — X” On a Nous allons maintenant établir une condition pour que (4) ait un sens.
alors a2 On suppose que arg v = — arg((a, b)) [r]
H(U)(XJ_ +X”) =X —X|. (14) + Montrer que a(a, b € R.
2 Montrer que (a,ay — a{a,by € R**.
et 3
H(LI)X —x. si <X U> =0 (15) Soient « et u vérifiant (1). En déduire que si argov = —arg((a, b)) [r] alors u est donné par
A I - MY
1
U= sy @ ab) (5)
etul, =1.
O «Fr «Er 2> T DHAC (O B «Er4Er» B HAC
L thededvenes Factrsaion O o=
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On vient de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2.4

Exercice 10 &

Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C" avec |b|, = 1.

Soient a, b deux vecteurs non colinéaires de C” avec |b||, = 1. Soit o € C tel que |a| = |a, et arga = —arg{a, b) [x]. Q.1
On a alors 2 b Ecrire la fonction algorithmique Householder permettant de retourner une matrice de House-
H <m> a=ab. (16) holder H et a € C tels que H(u)a = ab. Le choix du « est fait par le paramétre § (0 ou 1) de
§ telle sorte que argow = —arg({a, b)) + dm avec |a| = |a|, -
~ Des fonctions comme dot(a, b) (produit scalaire de deux vecteurs), norm(a) (norme 2 d'un
Corollaire 2.3 vecteur), arg(z) (argument d'un nombre complexe), matprod(A,B) (produit de deux matri-
) - ] ) ces), ctranspose(A) (adjoint d’une matrice), ... pourront étre utilisées
Soit a € C"\{0} non colinéaire a ey, premier vecteur de la base canonique de C". En notant
w2 + |all, ees O 0= arg(ar) a2 Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la fonction
= fataf, e ’ ’ vecrand(n) retournant un vecteur aléatoire de C", les parties réelles et imaginaires de chacune
ona de ses composantes étant dans |0, 1[ (loi uniforme).
H(us)a = F |al, ees. (17) Q3
i " Proposer un programme permettant de vérifier que § = 1 est le "meilleur” choix.
Preuve : f{ Travail a faire
<O «E> «Er 2> E DQC <O «F> <Er (2> E DQC
_ Méthodesdirectes isation QR isation QR

Objectif : fonction algorithmique Householder retournant une matrice de Householder H(u) et o € C tels que
H(u)a = ab.
Si a et b dans C", non nuls et non colinéaires, on a

a—ab

u=—
la—abl,

avec a = |a||, e!®mre@b) 5 ¢ (0,1}

fonctions disponibles: dot, norm, arg, eye, matprod, ctranspose

Algorithme Calcul du « et de la matrice de Householder H(u) telle que H(u)a = ab.

Données : a, b deux vecteurs de C" non nuls et non colinéaires.
0 : 0 ou 1, permet de déterminer a.
Résultat : H matrice de Householder dans M,,(C),
a : nombre complexe, de module |al, et d’argument — arg((a, b)) + d7.

1: Fonction [H, o] < Householder( a,b,d )
2:  ab < dot(a,b) = dot(a,b) = X7, 3;b;
3: < norm(a) = exp(i * (§ * m — arg(ab)))

4 w—a—axb

5 u«— u/norm(u)

6:  H <« eye(n) — 2 = matprod(u, ctranspose(u))

7: Fin Fonction
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Programme algorithmique vérifiant la fonction Householder:

: n«— 100

: @ < vecrand(n)

b — vecrand(n)

b — b/norm(b, 2)

: [H, a] < Householder(a, b, 0)

: error < norm(H+*a— a = b,2)

vecrand(n) retourne un vecteur aléatoire de C" (loi uniforme [0, 1] sur parties réelles et imaginaires)

40> «F»>» «E>» «E>»
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: @ < vecrand(n)

: b« b/norm(b, 2)

. error0 < norm(Hg *a— ag * b, 2) /(1 + abs(ap))
: errorl < norm(Hy *a—aj *b,2)/(1 + abs(ay))

1010

o -

n < 100

b — a+ le — 6 * vecrand(n)

[H1, 1] < Householder(a, b, 1)
[Ho, ag] < Householder(a, b, 0)

1015 L

w“’/—\/\.\/w

107

10° 10!

Figure: Choix de ¢ dans Householder : erreur relative
en norme L»

b Meilleur choix: ¢ = 1.
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Théoréme :

Soit A € M,(C) une matrice. |l existe une matrice unitaire Q € M, (C) et une matrice triangulaire
supérieure R € M,,(C) telles que

PAeAoAata ¢

A=QR. (18)

Si A est réelle alors Q et R sont aussi réelles et I'on peut choisir Q de telle sorte que les coefficients
diagonaux de R soient positifs. De plus, si A est inversible alors la factorisation est unique.
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Exercice 11 &
Soit n = 2.

(Pn)
Soit A, € M,(C) une matrice. Il existe une matrice unitaire U, € M,(C) et une matrice triangulaire supérieure R, € M,(C) telles que
U,A, =R, @)

Q.1
Démontrer par récurrence que ¥n € N, n > 2, (P,) est vraie.

Soit A€ M,(R). Montrer qu'il existe une matrice unitaire Q € M,(C) et une matrice triangulaire supérieure R € M,(C) telles que

A=QR.
(Qn)

Soit A, € M,(R) une matrice. Il existe une matrice orthogonale U, € M, (R) et une matrice triangulaire supérieure R, € M, (R) telles que
U,A, =R, ®)
3 . . L
La proposition (Q,) est-elle vérifiée pour tout n = 27 Justifier.
Soit Ae M,(R).
s Montrer qu'il existe une matrice orthogonale Q € M,(R) et une matrice triangulaire supérieure R € M, (R) telles que
A=QR.
2 Montrer qu'il existe une matrice orthogonale Q € M,(R) et une matrice triangulaire supérieure R € M,(R) a coefficient diagonaux positifs ou nuls telles que
A=QR.

> On suppose A inversible. Montrer qu'il existe une unique matrice orthogonale Q € M,(IR) et une unique matrice triangulaire supérieure R € M,(R) a coefficient diagonaux
strictement positifs telles que

A=QR.
Er E 9DAC
o
Exercice 12 &
Soit A € My,4,(C) la matrice bloc
m n
P U |F
“a\ E |V
On note v = V. ; € C" le premier vecteur colonne de V et on suppose que v est non nul et non colinéaire a e} (premier
vecteur de la base canonique de C").
Expliciter, en fonction de v, le vecteur u € C" tel que
H(u)v = aef, avec H(u) = B T
Q.2
Soient x € C™ ety € C". On pose w = | —— | € C™*". Déterminer H(w) en fonction de H(x) et de H(y).
Q.3
On posew = [ —— | e C™*".
1 Déterminer H(w)A en fonction de H(u).
2 Que peut-on dire de particulier sur le bloc (2,2) de H(w)A?
«40>» «F»>» «E>» «E>» = Q™

or



Lemme

Soit A € My,4,(C) une matrice bloc

u € C" le vecteur défini par

u

v —aef]

avec a = —||v|, etare(v)
€
ol e est le premier vecteur de la base canonique de C".

vV —aep
n

On pose v = V.1 € C" le premier vecteur colonne de V, et on suppose qu'il existe i € [2, n] tel que v; = V; 1 # 0. Soit

0
En notant w = ( l:" € C™*" on a alors

Factorisation QR

Exercice 13 &
Q.1

M, (C).

Q.2

Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.

40> «Fr <«

Er «E>» = WOAX

QR

Ecrire une fonction FactQR permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A €

On pourra utiliser la fonction Householder (voir Exercice 10, page 4).
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