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Méthodes itératives pour la résolution du système linéaire

Axxx “ bbb.

Trouver une matrice d’itération B et d’un vecteur ccc telles que

xxx rk`1s “ Bxxx rks ` ccc , k ě 0, xxx r0s arbitraire

vérifie
lim
kÑ8

xxx rks “ x̃xx avec x̃xx “ A-1bbb
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Exercice 1
Soit A une matrice inversible décomposée sous la forme A “ M ´ N avec M inversible. On pose

B “ M-1N et ccc “ M-1bbb.

Montrer que la suite définie par
xxx r0s P Kn et xxx rk`1s “ Bxxx rks ` ccc

converge vers x̄xx “ A-1bbb quelque soit xxx r0s si et seulement si ρpBq ă 1.

Théorème 3.1

Soit A P MnpKq une matrice inversible décomposée sous la forme A “ M ´ N avec M inversible. On pose

B “ M-1N et ccc “ M-1bbb.

Alors la suite définie par
xxx r0s P Kn et xxx rk`1s “ Bxxx rks ` ccc

converge vers x̄xx “ A-1bbb quelque soit xxx r0s si et seulement si ρpBq ă 1.
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Illustration de la convergence
Avec les notations du Théorème et, en supposant ρpBq ă 1, on pose

eeerks “ xxx rks ´ x̄xx

Si B normale (pour simplifier) alors DU unitaire et D diagonale t.q.

B “ UDU˚.

On a alors
}D}p “ ρpDq “ ρpBq

et
eeerks “ Bkeeer0s “

`

UDU˚
˘k
eeer0s “ UDkU˚eeer0s car U unitaire

En posant EEE rks
“ U˚eeerks, on a

EEE rks
“ DkEEE r0s

et on obtient
›

›

›
EEE rks

›

›

›

p
ď }D}

k
p

›

›

›
EEE r0s

›

›

›

p
“ ρpBqk

›

›

›
EEE r0s

›

›

›

p
.

Le facteur asymtotique de convergence est ρpBq.

ñ Plus le rayon spectral de B est proche de 0, plus rapide est la convergence
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Exercice 2

Soit A P Mn,npCq une matrice hermitienne inversible décomposée en A “ M ´ N où M est inversible. On note B “ I ´ M-1A.

Q. 1

Montrer que la matrice M˚ ` N est hermitienne.

On suppose maintenant que M˚ ` N est définie positive.

Q. 2

Soit xxx un vecteur quelconque de Cn et yyy “ Bxxx .
1 Montrer que

xxxx ,Axxxy ´ xyyy ,Ayyyy “
@

xxx ,AM-1Axxx
D

`
@

M-1Axxx ,Axxx
D

´
@

M-1Axxx ,AM-1Axxx
D

(1)

et
xxx ´ yyy “ M-1Axxx . (2)

2 En déduire que
xxxx ,Axxxy ´ xyyy ,Ayyyy “ xpxxx ´ yyyq, pM˚ ` Nqpxxx ´ yyyqy . (3)

Q. 3

Montrer que si A est définie positive alors ρpBq ă 1.

On suppose ρpBq ă 1 et on va démontrer, par l’absurde, que A est définie positive.

Q. 4

On suppose qu’il existe xxx r0s P Cnzt0u tel que α0
def
“

@

xxx r0s,Axxx r0s
D

P Czs0,`8r. On défini alors les suites

@k P N˚, xxx rks “ Bxxx rk´1s et αk “

A

xxx rks,Axxx rks
E

.

1 Montrer que
lim

kÑ`8
xxx rks “ 0 et lim

kÑ`8
αk “ 0.

2 Montrer que α0 Ps ´ 8, 0s.

3 Démontrer par récurrence sur k P N˚ que
pPkq : xxx rks ‰ 000, xxx rks ´ xxx rk´1s ‰ 000, et 0 ě αk´1 ą αk .

4 Conclure.
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Théorème 3.2

Soient A une matrice hermitienne inversible décomposée en A “ M´N avec M inversible et M˚ `N
hermitienne définie positive. On a alors

ρpM-1Nq ă 1 si et seulement si A est définie positive.
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Soit A P MnpKq une matrice régulière, avec @i P v1, nw, ai,i ‰ 0

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1,1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 an,n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

a2,1
. . .

...
...

. . . . . .
...

an,1 ¨ ¨ ¨ an,n´1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 a1,2 ¨ ¨ ¨ a1,n

...
. . . . . .

...
...

. . . an´1,n

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ D ´ E ´ F “

¨

˚

˚

˝

. . . ´F
D

´E
. . .

˛

‹

‹

‚
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Axxx “ bbb ðñ @i , bi “

n
ÿ

j“1

ai,jxj “

i´1
ÿ

j“1

ai,jxj ` ai,ixi `

n
ÿ

j“i`1

ai,jxj

La méthode itérative de Jacobi :

@i P v1, nw, bi “

i´1
ÿ

j“1

ai,jx
rks

j ` ai,ix
rk`1s

i `

n
ÿ

j“i`1

ai,jx
rks

j

ðñ bbb “ ´Exxx rks ` Dxxx rk`1s ´ Fxxx rks

ou encore

@i P v1, nw, x
rk`1s

i “
1
aii

˜

bi ´

n
ÿ

j“1,j‰i

aijx
rks

j

¸

ðñ xxx rk`1s “ D-1pE ` Fqxxx rks ` D-1bbb

On note J sa matrice d’itération
J def

“ D-1pE ` Fq.
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Axxx “ bbb ðñ @i , bi “

n
ÿ

j“1

ai,jxj “

i´1
ÿ

j“1

ai,jxj ` ai,ixi `

n
ÿ

j“i`1

ai,jxj

La méthode itérative de Jacobi :

@i P v1, nw, bi “

i´1
ÿ

j“1

ai,jx
rks

j ` ai,ix
rk`1s

i `

n
ÿ

j“i`1

ai,jx
rks

j

ðñ bbb “ ´Exxx rks ` Dxxx rk`1s ´ Fxxx rks

ou encore

@i P v1, nw, x
rk`1s

i “
1
aii

˜

bi ´

n
ÿ

j“1,j‰i

aijx
rks

j

¸

ðñ xxx rk`1s “ D-1pE ` Fqxxx rks ` D-1bbb

On note J sa matrice d’itération
J def

“ D-1pE ` Fq.
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Axxx “ bbb ðñ @i , bi “

n
ÿ

j“1

ai,jxj “

i´1
ÿ

j“1

ai,jxj ` ai,ixi `

n
ÿ

j“i`1

ai,jxj

La méthode itérative de Gauss-Seidel :

@i P v1, nw, bi “ ai,ix
rk`1s

i `

i´1
ÿ

j“1

ai,jx
rk`1s

j `

n
ÿ

j“i`1

ai,jx
rks

j @i P v1, nw

ðñ bbb “ ´Exxx rk`1s ` Dxxx rk`1s ´ Fxxx rks

ou encore

@i P v1, nw, x
rk`1s

i “
1
aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

ðñ xxx rk`1s “ pD ´ Eq
-1Fxxx rks ` pD ´ Eq

-1bbb

On note G sa matrice d’itération
G def

“ pD ´ Eq
-1F
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Axxx “ bbb ðñ @i , bi “

n
ÿ

j“1

ai,jxj “

i´1
ÿ

j“1

ai,jxj ` ai,ixi `

n
ÿ

j“i`1

ai,jxj

La méthode itérative de Gauss-Seidel :

@i P v1, nw, bi “ ai,ix
rk`1s

i `

i´1
ÿ

j“1

ai,jx
rk`1s

j `

n
ÿ

j“i`1

ai,jx
rks

j @i P v1, nw

ðñ bbb “ ´Exxx rk`1s ` Dxxx rk`1s ´ Fxxx rks

ou encore

@i P v1, nw, x
rk`1s

i “
1
aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

ðñ xxx rk`1s “ pD ´ Eq
-1Fxxx rks ` pD ´ Eq

-1bbb

On note G sa matrice d’itération
G def

“ pD ´ Eq
-1F
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Soit w P R˚.
x

rk`1s

i “ wx̂
rk`1s

i ` p1 ´ wqx
rks

i

où x̂
rk`1s

i est obtenu à partir de l’une des deux méthodes précédentes.
Avec la méthode de Gauss-Seidel : méthode S.O.R. (successive over relaxation)

Exercice 3
Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante pi , jq
de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E la
partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
La méthode S.O.R. (successive over relaxation) est donnée par

x
rk`1s

i “
w

aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

` p1 ´ wqx
rks

i , @i P v1, nw

Q. 1
Déterminer la matrice d’itération B et le vecteur ccc tels que

xxx rk`1s “ Bxxx rks ` ccc

en fonction de D, E, F, et bbb.
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La méthode itérative S.O.R. de paramètre w P R

@i P v1, nw, x
rk`1s

i “
w

aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

` p1 ´ wqx
rks

i

ou vectoriellement

xxx rk`1s “

ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

xxx rks `

ˆ

D
w

´ E

˙-1

bbb.

Sa matrice d’itération est

Lw
def
“

ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

. (1)

En particulier, on a L1 “ G matrice d’itération de Gauss-Seidel.

Méthodes itératives Méthode de relaxation 2024/10/26 17 / 45



Plan

1 Conditionnement
2 Méthodes directes
3 Méthodes itératives

Principe et résultats généraux
Notations
Méthode de Jacobi
Méthode de Gauss-Seidel
Méthode de relaxation

Etude de la convergence
Algorithmes scalaires

Principe de base
Méthode de Jacobi
Méthode de Gauss-Seidel
Jeux algorithmiques
Méthode S.O.R.

Algorithmes matriciels
Autres méthodes

Méthodes itératives Etude de la convergence 2024/10/26 18 / 45



Avec les notations du Théorème 3.1, on a

‚ Jacobi : J def
“ D-1pE ` Fq avec M “ D et N “ E ` F

convergence si et seulement si ρpJq ă 1.

‚ Gauss-Seidel : G def
“ pD ´ Eq

-1F avec M “ D ´ E et N “ F

convergence si et seulement si ρpGq ă 1.

‚ S.O.R. : Lw
def
“

`

D
w ´ E

˘-1 ` 1´w
w D ` F

˘

avec M “ D
w ´ E et N “ 1´w

w D ` F

convergence si et seulement si ρpLwq ă 1.

Le Théorème 3.2 peut aussi être utilisé:

A et pM˚ ` Nq hermitiennes définies positives alors convergence.
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Exercice 4
Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la
composante pi , jq de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D
représente la diagonale de A, ´E la partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire
supérieure stricte.
La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée Lw , est donnée par

Lw “

ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

. (1)

On pose L “ D-1E et U “ D-1F.

Q. 1
Montrer que

Lw “ pI ´ wLq
-1

pp1 ´ wqI ` wUq .

Q. 2
En déduire que

ρpLw q ě |w ´ 1|. (2)
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Proposition 3.1

Soit A une matrice inversible telle que tous ses éléments diagonaux soient non nuls. On note
D “ diagpAq et E, F, les matrices à diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure et
supérieure telles que A “ D ´ E ´ F.
La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée Lw , donnée par

Lw “

ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

vérifie
ρpLw q ě |w ´ 1|. (2)

La méthode S.O.R. diverge si w Ps ´ 8, 0s Y r2,`8r.
Une condition nécessaire de convergence de la méthode S.O.R. est 0 ă w ă 2.

La condition 0 ă w ă 2 est nécessaire mais non suffisante pour avoir convergence!
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Exercice 5
On note T P MnpCq la matrice tridiagonale

T “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 c1 0 . . . 0

b2 a2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . cn´1

0 . . . 0 bn an

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (1)

Q. 1

Soit µ P C˚. On note Qpµq P MnpCq la matrice diagonale de diagonale pµ, µ2, . . . , µnq.

1 Expliciter la matrice Tpµq
def
“ QpµqTQ-1pµq en fonction des coefficients tridiagonaux de la matrice T et de µ.

2 Déterminer detpTpµqq en fonction de detpTq.

Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante pi , jq de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E
la partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
On note respectivement J def

“ D-1pE ` Fq et L1
def
“ pD ´ Eq

-1F les matrices d’itérations des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel.
Soit yyy P Rn. On souhaite résoudre le système Axxx “ yyy par la méthode de Gauss-Seidel ou par la méthode de Jacobi.
On suppose dans la suite que la matrice inversible A P MnpRq s’écrit sous la forme

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

α1 ν1 0 . . . 0

β2 α2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . νn´1

0 . . . 0 βn αn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(2)

et que ses éléments diagonaux sont non nuls.

Q. 2
1 Montrer que les valeurs propres de J sont les racines du polynôme

qJpλq
def
“ detpλD ´ E ´ Fq.

2 En utilisant la question 1, montrer que qJpλq “ detpλD ´ λE ´ 1
λFq.

3 En déduire que si λ P C est valeur propre de J alors ´λ l’est aussi.

Q. 3
1 Montrer que les valeurs propres de L1 sont les racines du polynôme

qL1pλq
def
“ detpλD ´ λE ´ Fq.

2 En déduire que
@λ P C˚, qL1pλ2q “ λnqJpλq. (3)

Q. 4
1 Comparer les valeurs propres de J à celles de L1.

2 Une des deux méthodes est-elle à privilégier dans ce cas?
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Proposition 3.2 :

Soit A P MnpRq une matrice tridiagonale ( i.e. Ai,j “ 0, si |i ´ j | ą 1) d’éléments diagonaux non
nuls.
Alors les rayons spectraux des matrices d’itération de Jacobi, J, et de Gauss-Seidel, L1, vérifient

ρpL1q “ ρpJq2.

Dans ce cas,
‚ les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent ou divergent simultanément.
‚ Si elles convergent, alors la méthode de Gauss-Seidel converge plus rapidement.
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Proposition 3.3 : voir Ciarlet[2006],Introduction à l’analyse numérique matricielle et à l’optimisation, Théorème 5.3-5,

pages 106 à 109.

Soit A P MnpRq une matrice tridiagonale dont les éléments diagonaux sont non nuls. On suppose
que les valeurs propres de la matrice d’itération de Jacobi J sont réelles et que ρpJq ă 1.
On note w0 le paramètre optimal de la méthode S.O.R. vérifiant

ρpLw0q “ min
wPs0,2r

`

ρpLw q
˘

.

et donné par

w0 “
2

1 `
a

1 ´ ρpJq2
ą 1. (3)

On a alors
ρpLw0q “ w0 ´ 1 et ρpLw0q ď ρpL1q “ ρpJq2 ă ρpJq.
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Ici, A P MnpRq, matrice tridiagonale aléatoire inversible à éléments diagonaux non nuls t.q. les valeurs
propres de J sont réelles et ρpJq ă 1.
D’après la proposition précédente

w0 “
2

1 `
a

1 ´ ρpJq2
ą 1, ρpLw0q “ min

`

ρpLw q, w Ps0, 2r
˘

, ρpLw0q “ w0 ´ 1.
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Figure: A est d’ordre n “ 50.
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Ici, A P MnpRq, matrice tridiagonale aléatoire inversible à éléments diagonaux non nuls t.q. les valeurs
propres de J sont réelles et ρpJq ă 1.
D’après la proposition précédente

w0 “
2

1 `
a

1 ´ ρpJq2
ą 1, ρpLw0q “ min

`

ρpLw q, w Ps0, 2r
˘

, ρpLw0q “ w0 ´ 1.
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Figure: A est d’ordre n “ 100.
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Théorème 3.3 : voir Lascaux-Théodor, vol.2, Théorème 19 et 20, pages 346 à 349

Soit A une matrice à diagonale strictement dominante ou une matrice inversible à diagonale
fortement dominante alors

‚ la méthode de Jacobi est convergente,
‚ si w Ps0, 1s la méthode S.O.R. est convergente.

Théorème 3.4 : voir Lascaux-Théodor, vol.2, Corollaire 24, page 351

Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors la méthode S.O.R. converge si et seulement
si w Ps0, 2r.

Méthodes itératives Etude de la convergence 2024/10/26 26 / 45



Plan

1 Conditionnement
2 Méthodes directes
3 Méthodes itératives

Principe et résultats généraux
Notations
Méthode de Jacobi
Méthode de Gauss-Seidel
Méthode de relaxation

Etude de la convergence
Algorithmes scalaires

Principe de base
Méthode de Jacobi
Méthode de Gauss-Seidel
Jeux algorithmiques
Méthode S.O.R.

Algorithmes matriciels
Autres méthodes

Méthodes itératives Algorithmes scalaires 2024/10/26 27 / 45



Principe de base

Résoudre :
Axxx “ bbb

Méthodes itératives :
xxx r0s P Kn et xxx rk`1s “ Bxxx rks ` ccc

Algorithme :

xxx r0s donné
Pour k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ faire
xxx rk`1s Ð Bxxx rks ` ccc

Fin Pour

Critère d’arrêt? Stockage de tous les xxx rks?
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La convergence de ces méthodes n’est pas assurées et si il y a convergence le nombre d’itération
nécessaire n’est (à priori) pas connu.

ùñ boucle Tantque

Critères d’arrêt :
‚ nombre maximum d’itérations
‚ ε ą 0 permet l’arrêt des calculs si xxx rks suffisament proche de x̄xx “ A-1bbb

Comment choisir le critère d’arrêt pour la convergence?
Exemple de critère d’arrêt pour la convergence :
Soit rrr rks “ bbb ´ Axxx rks le résidu.

›

›rrr rks
›

›

}bbb}
ď ε

Car dans ce cas, on a avec eeerks def
“ x̄xx ´ xxx rks “ A-1rrr rks

›

›eeerks
›

›

}x̄xx}
ď ε condpAq

Pour éviter des problèmes avec bbb proche de 000 :
›

›rrr rks
›

›

}bbb} ` 1
ď ε
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Algorithme Méthode itérative pour la résolution d’un système linéaire Axxx “ bbb

Données :
A : matrice de MnpKq ,
bbb : vecteur de Kn,
xxx0 : vecteur initial de Kn,
ε : la tolérence, ε P R`,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax P N˚

Résultat :
xxxtol : un vecteur de Kn si convergence, sinon H

1: k Ð 0, xxxtol Ð H

2: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
3: tol Ð εp}bbb} ` 1q

4: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
5: k Ð k ` 1
6: ppp Ð xxx Ź ppp contient le vecteur précédent
7: xxx Ð calcul de l’itérée suivante en fonction de ppp, A, bbb, ...
8: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
9: Fin Tantque

10: Si }rrr} ď tol alors Ź Convergence
11: xxxtol Ð xxx
12: Fin Si
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Jocobi: x
rk`1s

i “
1
aii

˜

bi ´

n
ÿ

j“1,j‰i

aijx
rks

j

¸

, @i P v1, nw.

Algorithme 2 R0

1: k Ð 0, xxxtol Ð H

2: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
3: tol Ð εp}bbb} ` 1q

4: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
5: k Ð k ` 1
6: ppp Ð xxx
7:

8:
xxx Ð calcul par Jacobi

9: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
10: Fin Tantque
11: Si }rrr} ď tol alors Ź Convergence
12: xxxtol Ð xxx
13: Fin Si

Algorithme 2 R1

1: k Ð 0, xxxtol Ð H

2: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
3: tol Ð εp}bbb} ` 1q

4: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
5: k Ð k ` 1
6: ppp Ð xxx

7: Pour i Ð 1 à n faire

8: xi Ð
1
aii

˜

bi ´

n
ÿ

j“1,j‰i

aijpppj

¸

9: Fin Pour

10: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
11: Fin Tantque
12: Si }rrr} ď tol alors Ź Convergence
13: xxxtol Ð xxx
14: Fin Si
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Jocobi: x
rk`1s

i “
1
aii

˜

bi ´

n
ÿ

j“1,j‰i

aijx
rks

j

¸

, @i P v1, nw.

Algorithme 2 R1

1: k Ð 0, xxxtol Ð H

2: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
3: tol Ð εp}bbb} ` 1q

4: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
5: k Ð k ` 1
6: ppp Ð xxx
7: Pour i Ð 1 à n faire

8:

xi Ð
1
aii

˜

bi ´

n
ÿ

j“1,j‰i

aijpppj

¸

9: Fin Pour
10: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
11: Fin Tantque
12: Si }rrr} ď tol alors
13: xxxtol Ð xxx
14: Fin Si

Algorithme 2 R2

1: k Ð 0, xxxtol Ð H

2: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
3: tol Ð εp}bbb} ` 1q

4: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
5: k Ð k ` 1
6: ppp Ð xxx
7: Pour i Ð 1 à n faire

8: S Ð 0
9: Pour j Ð 1 à n pj ‰ iq faire

10: S Ð S ` ai,jpj
11: Fin Pour
12: xi Ð

1
aii

pbi ´ Sq

13: Fin Pour
14: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
15: Fin Tantque
16: Si }rrr} ď tol alors
17: xxxtol Ð xxx
18: Fin Si
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Algorithme Méthode itérative de Jacobi pour la résolution d’un système linéaire Axxx “ bbb

Données :
A : matrice de MnpKq ,
bbb : vecteur de Kn,
xxx0 : vecteur initial de Kn,
ε : la tolérence, ε P R`,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax P N˚

Résultat :
XXX : un vecteur de Kn

1: Fonction XXX Ð RSLJacobi( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
2: k Ð 0, XXX Ð H

3: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
4: tol Ð εp}bbb} ` 1q

5: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
6: k Ð k ` 1
7: ppp Ð xxx
8: Pour i Ð 1 à n faire
9: S Ð 0

10: Pour j Ð 1 à n pj ‰ iq faire
11: S Ð S ` Api , jq ˚ ppjq
12: Fin Pour
13: xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq
14: Fin Pour
15: rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
16: Fin Tantque
17: Si }rrr} ď tol alors
18: XXX Ð xxx
19: Fin Si
20: Fin Fonction
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Gauss-Seidel: x
pk`1q

i “
1
aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

@i P v1, nw

Algorithme 3 R0

1: k Ð 0, xxxtol Ð H

2: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
3: tol Ð εp}bbb} ` 1q

4: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
5: k Ð k ` 1
6: ppp Ð xxx
7:

8:
xxx Ð calcul par Gauss-Seidel

9: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
10: Fin Tantque
11: Si }rrr} ď tol alors
12: xxxtol Ð xxx
13: Fin Si

Algorithme 3 R1

1: k Ð 0, xxxtol Ð H

2: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
3: tol Ð εp}bbb} ` 1q

4: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
5: k Ð k ` 1
6: ppp Ð xxx

7: Pour i Ð 1 à n faire

8: xi Ð
1
aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijxj ´

n
ÿ

j“i`1

aijpj

¸

9: Fin Pour

10: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
11: Fin Tantque
12: Si }rrr} ď tol alors
13: xxxtol Ð xxx
14: Fin Si
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Gauss-Seidel: x
pk`1q

i “
1
aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

@i P v1, nw

Algorithme 3 R1

1: k Ð 0, xxxtol Ð H

2: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
3: tol Ð εp}bbb} ` 1q

4: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
5: k Ð k ` 1
6: ppp Ð xxx
7: Pour i Ð 1 à n faire

8:

xi Ð
1
aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijxj ´

n
ÿ

j“i`1

aijpj

¸

9: Fin Pour
10: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
11: Fin Tantque
12: Si }rrr} ď tol alors
13: xxxtol Ð xxx
14: Fin Si

Algorithme 3 R2

1: k Ð 0, xxxtol Ð H

2: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
3: tol Ð εp}bbb} ` 1q

4: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
5: k Ð k ` 1
6: ppp Ð xxx
7: Pour i Ð 1 à n faire

8: S Ð 0
9: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

10: S Ð S ` ai,jxj
11: Fin Pour
12: Pour j Ð i ` 1 à n faire
13: S Ð S ` ai,jpj
14: Fin Pour
15: xi Ð

1
aii

pbi ´ Sq

16: Fin Pour
17: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
18: Fin Tantque
19: Si }rrr} ď tol alors
20: xxxtol Ð xxx
21: Fin Si
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Algorithme Méthode itérative de Gauss-Seidel pour la résolution d’un système linéaire Axxx “ bbb

Données :
A : matrice de MnpKq ,
bbb : vecteur de Kn,
xxx0 : vecteur initial de Kn,
ε : la tolérence, ε P R`,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax P N˚

Résultat :
XXX : un vecteur de Kn

1: Fonction XXX Ð RSLGaussSeidel( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
2: k Ð 0, XXX Ð H

3: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
4: tol Ð εp}bbb} ` 1q

5: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
6: k Ð k ` 1
7: ppp Ð xxx
8: Pour i Ð 1 à n faire
9: S Ð 0

10: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire
11: S Ð S ` Api , jq ˚ xpjq
12: Fin Pour
13: Pour j Ð i ` 1 à n faire
14: S Ð S ` Api , jq ˚ ppjq
15: Fin Pour
16: xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq
17: Fin Pour
18: rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
19: Fin Tantque
20: Si }rrr} ď tol alors
21: XXX Ð xxx
22: Fin Si
23: Fin Fonction

Méthodes itératives Algorithmes scalaires 2024/10/26 34 / 45



Fonction XXX Ð RSLJacobi( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
Pour i Ð 1 à n faire

S Ð 0
Pour j Ð 1 à n pj ‰ iq faire

S Ð S ` Api , jq ˚ ppjq
Fin Pour
xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq

Fin Pour
rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,

Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Fonction XXX Ð RSLGaussSeidel( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
Pour i Ð 1 à n faire

S Ð 0
Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

S Ð S ` Api , jq ˚ xpjq
Fin Pour
Pour j Ð i ` 1 à n faire

S Ð S ` Api , jq ˚ ppjq
Fin Pour
xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq

Fin Pour
rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,

Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Même ossature puisque toutes deux basées sur l’Algorithme générique
Peut-on simplifier, clarifier et racourcir les codes?
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Fonction XXX Ð RSLJacobi( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
Pour i Ð 1 à n faire

S Ð 0
Pour j Ð 1 à n pj ‰ iq faire

S Ð S ` Api , jq ˚ ppjq
Fin Pour
xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq

Fin Pour
rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,

Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Fonction XXX Ð RSLGaussSeidel( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
Pour i Ð 1 à n faire

S Ð 0
Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

S Ð S ` Api , jq ˚ xpjq
Fin Pour
Pour j Ð i ` 1 à n faire

S Ð S ` Api , jq ˚ ppjq
Fin Pour
xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq

Fin Pour
rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,

Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Même ossature puisque toutes deux basées sur l’Algorithme générique
Peut-on simplifier, clarifier et racourcir les codes?
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Fonction XXX Ð RSLJacobi( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
Pour i Ð 1 à n faire

S Ð 0
Pour j Ð 1 à n pj ‰ iq faire

S Ð S ` Api , jq ˚ ppjq
Fin Pour
xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq

Fin Pour
rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,

Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Algorithme Itération de Jacobi : calcul de xxx tel que

xi “
1
aii

˜

bi ´

n
ÿ

j“1,j‰i

aijyj

¸

, @i P v1, nw.

Données :
A : matrice de MnpKq ,
b : vecteur de Kn,
y : vecteur de Kn,

Résultat :
x : un vecteur de Kn

1: Fonction x Ð IterJacobi( A, b, y )
2: Pour i Ð 1 à n faire
3: S Ð 0
4: Pour j Ð 1 à n pj ‰ iq faire
5: S Ð S ` Api , jq ˚ ypjq
6: Fin Pour
7: xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq
8: Fin Pour
9: Fin Fonction
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Fonction XXX Ð RSLJacobi2( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
xxx Ð IterJacobipA,bbb,pppq

rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Algorithme Itération de Jacobi : calcul de xxx tel que

xi “
1
aii

˜

bi ´

n
ÿ

j“1,j‰i

aijyj

¸

, @i P v1, nw.

Données :
A : matrice de MnpKq ,
b : vecteur de Kn,
y : vecteur de Kn,

Résultat :
x : un vecteur de Kn

1: Fonction x Ð IterJacobi( A, b, y )
2: Pour i Ð 1 à n faire
3: S Ð 0
4: Pour j Ð 1 à n pj ‰ iq faire
5: S Ð S ` Api , jq ˚ ypjq
6: Fin Pour
7: xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq
8: Fin Pour
9: Fin Fonction
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Fonction XXX Ð RSLGaussSeidel( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
Pour i Ð 1 à n faire

S Ð 0
Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

S Ð S ` Api , jq ˚ xpjq
Fin Pour
Pour j Ð i ` 1 à n faire

S Ð S ` Api , jq ˚ ppjq
Fin Pour
xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq

Fin Pour
rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,

Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Algorithme Itération de Gauss-Seidel : calcul de xxx tel que

xi “
1
aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

ai,jxj ´

n
ÿ

j“i`1

ai,jyj

¸

, @i P v1, nw.

Données :
A : matrice de MnpKq ,
b : vecteur de Kn,
y : vecteur de Kn,

Résultat :
x : un vecteur de Kn

1: Fonction x Ð IterGaussSeidel( A, b, y )
2: Pour i Ð 1 à n faire
3: S Ð 0
4: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire
5: S Ð S ` Api , jq ˚ xpjq
6: Fin Pour
7: Pour j Ð i ` 1 à n faire
8: S Ð S ` Api , jq ˚ ypjq
9: Fin Pour

10: xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq
11: Fin Pour
12: Fin Fonction
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Fonction XXX Ð RSLGaussSeidel2( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
xxx Ð IterGaussSeidelpA,bbb,pppq

rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Algorithme Itération de Gauss-Seidel : calcul de xxx tel que

xi “
1
aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

ai,jxj ´

n
ÿ

j“i`1

ai,jyj

¸

, @i P v1, nw.

Données :
A : matrice de MnpKq ,
b : vecteur de Kn,
y : vecteur de Kn,

Résultat :
x : un vecteur de Kn

1: Fonction x Ð IterGaussSeidel( A, b, y )
2: Pour i Ð 1 à n faire
3: S Ð 0
4: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire
5: S Ð S ` Api , jq ˚ xpjq
6: Fin Pour
7: Pour j Ð i ` 1 à n faire
8: S Ð S ` Api , jq ˚ ypjq
9: Fin Pour

10: xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq
11: Fin Pour
12: Fin Fonction
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Fonction XXX Ð RSLGaussSeidel2( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
xxx Ð IterGaussSeidelpA,bbb,pppq

rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Fonction XXX Ð RSLJacobi2( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
k Ð 0, XXX Ð H

xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
tol Ð εp}bbb} ` 1q

Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
k Ð k ` 1
ppp Ð xxx
xxx Ð IterJacobipA,bbb,pppq

rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx ,
Fin Tantque
Si }rrr} ď tol alors
XXX Ð xxx

Fin Si
Fin Fonction

Les deux codes sont fortement similaires!
Peut-on éviter les copier/coller et gagner encore en lisibilité?
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Ecriture Algorithme générique sous forme d’une fonction et on ajoute aux paramètres d’entrées une
fonction formelle IterFonc calculant une itérée :

xxx Ð IterFoncpA,bbb,yyyq.

Algorithme Méthode itérative pour la résolution d’un système linéaire Axxx “ bbb

Données :
A : matrice de MnpKq ,
bbb : vecteur de Kn,
IterFonc : fonction de paramètres une matrice d’ordre n,

et deux vecteurs de Kn. retourne un vecteur de Kn.
xxx0 : vecteur initial de Kn,
ε : la tolérence, ε P R`,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax P N˚

Résultat :
xxxtol : un vecteur de Kn si convergence, sinon H

1: Fonction XXX Ð RSLMethIter(A,bbb, IterFonc,xxx0, ε, kmax)
2: k Ð 0, xxxtol Ð H

3: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
4: tol Ð εp}bbb} ` 1q

5: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
6: k Ð k ` 1
7: ppp Ð xxx
8: xxx Ð IterFoncpA,bbb,pppq

9: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
10: Fin Tantque
11: Si }rrr} ď tol alors
12: xxxtol Ð xxx
13: Fin Si
14: Fin Fonction
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Fonction XXX Ð RSLJacobi3( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
XXX Ð RSLMethIterpA,bbb, IterJacobi,xxx0, ε, kmaxq

Fin Fonction

Fonction XXX Ð RSLGaussSeidel3( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
XXX Ð RSLMethIterpA,bbb, IterGaussSeidel,xxx0, ε, kmaxq

Fin Fonction

Algorithme Méthode itérative pour la résolution d’un système linéaire Axxx “ bbb

Données :
A : matrice de MnpKq ,
bbb : vecteur de Kn,
IterFonc : fonction de paramètres une matrice d’ordre n,

et deux vecteurs de Kn. retourne un vecteur de Kn.
xxx0 : vecteur initial de Kn,
ε : la tolérence, ε P R`,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax P N˚

Résultat :
xxxtol : un vecteur de Kn si convergence, sinon H

1: Fonction XXX Ð RSLMethIter(A,bbb, IterFonc,xxx0, ε, kmax)
2: k Ð 0, xxxtol Ð H

3: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ Axxx ,
4: tol Ð εp}bbb} ` 1q

5: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
6: k Ð k ` 1
7: ppp Ð xxx
8: xxx Ð IterFoncpA,bbb,pppq

9: rrr Ð bbb ´ Axxx ,
10: Fin Tantque
11: Si }rrr} ď tol alors
12: xxxtol Ð xxx
13: Fin Si
14: Fin Fonction
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w P R˚,

x
rk`1s

i “
w

aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

` p1 ´ wqx
rks

i @i P v1, nw

Algorithme Itération S.O.R.
Données :
A : matrice de MnpKq ,
b : vecteur de Kn,
y : vecteur de Kn,
w : réel non nul.

Résultat :
x : un vecteur de Kn

1: Fonction x Ð IterSOR( A, b, y,w )
2: Pour i Ð 1 à n faire
3: S Ð 0
4: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire
5: S Ð S ´ Api , jq ˚ xpjq
6: Fin Pour
7: Pour j Ð i ` 1 à n faire
8: S Ð S ´ Api , jq ˚ ypjq
9: Fin Pour

10: xpiq Ð w ˚ pbpiq ´ Sq{Api , iq ` p1 ´ wq ˚ ypiq
11: Fin Pour
12: Fin Fonction

Paramètre w "en trop" dans l’appel
de la fonction IterSOR pour pouvoir
utiliser la fonction générique RSLMethIter!

Fonction XXX Ð RSLSOR3( A,bbb,w ,xxx0, ε, kmax )
IterFun Ð ppM, rrr , sssq ÞÑ IterSORpM, rrr , sss,wqq

XXX Ð RSLMethIterpA,bbb, IterFun,xxx0, ε, kmaxq

Fin Fonction
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Algorithme Itération S.O.R.
Données :
A : matrice de MnpKq ,
b : vecteur de Kn,
y : vecteur de Kn,
w : réel non nul.

Résultat :
x : un vecteur de Kn

1: Fonction x Ð IterSOR( A, b, y,w )
2: Pour i Ð 1 à n faire
3: S Ð 0
4: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire
5: S Ð S ´ Api , jq ˚ xpjq
6: Fin Pour
7: Pour j Ð i ` 1 à n faire
8: S Ð S ´ Api , jq ˚ ypjq
9: Fin Pour

10: xpiq Ð w ˚ pbpiq ´ Sq{Api , iq ` p1 ´ wq ˚ ypiq
11: Fin Pour
12: Fin Fonction

Paramètre w "en trop" dans l’appel
de la fonction IterSOR pour pouvoir
utiliser la fonction générique RSLMethIter!

Fonction XXX Ð RSLSOR3( A,bbb,w ,xxx0, ε, kmax )
IterFun Ð ppM, rrr , sssq ÞÑ IterSORpM, rrr , sss,wqq

XXX Ð RSLMethIterpA,bbb, IterFun,xxx0, ε, kmaxq

Fin Fonction
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Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et S.O.R. peuvent s’écrire sous la forme

Mxxx rk`1s “ Nxxx rks ` bbb

avec A “ M ´ N et, dans ce cas, la matrice d’itération est B “ M-1N.

‚ Jacobi : M “ D et N “ E ` F,

‚ Gauss-Seidel : M “ D ´ E et N “ F,

‚ S.O.R. : M “ D
w ´ E et N “ 1´w

w D ` F.

En posant, ΦΦΦpxxxq “ M-1
`

Nxxx ` bbb
˘

, on a

xxx rk`1s “ ΦΦΦpxxx rksq.

ñ on peut utiliser l’algorithme vectoriel du point fixe
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Algorithme Méthode de point fixe vectorielle
Données :
Φ : ΦΦΦ : KN ÝÑ KN ,
x0x0x0 : donnée initiale, x0x0x0 P KN ,
tol : la tolérence, tol P R`,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax P N˚

Résultat :
αααtol : un réel tel que }ΦΦΦpαααtolq ´αααtol} ď tol

1: Fonction αααtol Ð PtFixeVec( ΦΦΦ,x0x0x0, tol, kmax )
2: k Ð 0, αααtol Ð H

3: xxx Ð x0x0x0, fxfxfx Ð ΦΦΦpx0x0x0q,

4: err Ð }fxfxfx ´ xxx} Ź ou }fxfxfx´xxx}

}xxx}`1
5: Tantque err ą tol et k ď kmax faire
6: k Ð k ` 1
7: xxx Ð fxfxfx
8: fxfxfx Ð ΦΦΦpxxxq

9: err Ð }fxfxfx ´ xxx} Ź ou }fxfxfx´xxx}

}xxx}`1
10: Fin Tantque
11: Si err ď tol alors
12: αααtol Ð xxx
13: Fin Si
14: Fin Fonction

ΦΦΦpxxxq “ M-1`

Nxxx ` bbb
˘

yyy “ ΦΦΦpxxxq ðñ Myyy “ Nxxx ` bbb.

‚ Jacobi : M “ D (diagonale) et N “ E ` F,

ΦΦΦ Ð

ˆ

xxx ÞÑ RSLMatDiag
`

M,Nxxx ` bbb
˘

˙

‚ Gauss-Seidel : M “ D ´ E (tri. inf.) et N “ F,

ΦΦΦ Ð

ˆ

xxx ÞÑ RSLTriInf
`

M,Nxxx ` bbb
˘

˙

‚ S.O.R. : M “ D
w ´ E (tri. inf.) et N “ 1´w

w D ` F,

ΦΦΦ Ð

ˆ

xxx ÞÑ RSLTriInf
`

M,Nxxx ` bbb
˘

˙

.
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Algorithme Méthode de point fixe vectorielle
Données :
Φ : ΦΦΦ : KN ÝÑ KN ,
x0x0x0 : donnée initiale, x0x0x0 P KN ,
tol : la tolérence, tol P R`,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax P N˚

Résultat :
αααtol : un réel tel que }ΦΦΦpαααtolq ´αααtol} ď tol

1: Fonction αααtol Ð PtFixeVec( ΦΦΦ,x0x0x0, tol, kmax )
2: k Ð 0, αααtol Ð H

3: xxx Ð x0x0x0, fxfxfx Ð ΦΦΦpx0x0x0q,

4: err Ð }fxfxfx ´ xxx} Ź ou }fxfxfx´xxx}

}xxx}`1
5: Tantque err ą tol et k ď kmax faire
6: k Ð k ` 1
7: xxx Ð fxfxfx
8: fxfxfx Ð ΦΦΦpxxxq

9: err Ð }fxfxfx ´ xxx} Ź ou }fxfxfx´xxx}

}xxx}`1
10: Fin Tantque
11: Si err ď tol alors
12: αααtol Ð xxx
13: Fin Si
14: Fin Fonction

Fonction XXX Ð RSLJacobiPF( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
rM,Ns Ð JacobiMNpAq

ΦΦΦ Ð

ˆ

xxx ÞÑ RSLMatDiag
`

M,Nxxx ` bbb
˘

˙

XXX Ð PtFixeVecpΦΦΦ,x0x0x0, tol, kmax)
Fin Fonction

Fonction XXX Ð RSLGaussSeidelPF( A,bbb,xxx0, ε, kmax )
rM,Ns Ð GaussSeidelMNpAq

ΦΦΦ Ð

ˆ

xxx ÞÑ RSLTriInf
`

M,Nxxx ` bbb
˘

˙

XXX Ð PtFixeVecpΦΦΦ,x0x0x0, tol, kmax)
Fin Fonction

Fonction XXX Ð RSLSORPF( A,bbb,w ,xxx0, ε, kmax )
rM,Ns Ð SORmatMNpA,wq

ΦΦΦ Ð

ˆ

xxx ÞÑ RSLTriInf
`

M,Nxxx ` bbb
˘

˙

XXX Ð PtFixeVecpΦΦΦ,x0x0x0, tol, kmax)
Fin Fonction
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Nous venons de voir trois méthodes itératives classiques. Nous pouvons citer d’autres méthodes
‚ Méthode des directions alternées (Douglas, Peaceman, Rachford 1955)
‚ Méthodes de Richardson (pas constant, pas variable, préconditionnées, ...)
‚ Méthodes de Gradient Conjugué et dérivées: CG, CGS, BICG, BICGSTABL, ...
‚ Generalized Minimal Residual method (GMRES) et dérivées, ...
‚ ...
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