Exercice 4

Soit A € M, (IR) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A; ; la composante (¢, 7)
de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A = D — E — F, ou D représente la diagonale de A, —E la
partie triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.

La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

Lo = (g - E) (%D " F) (P-1)

On pose L = DE et U = D1F.

Q.1
Montrer que

Lo =(—wl) (1 —w)l+wU).

" Comme E = DL et F = DU on obtient

(g - DL) (“T“’D ; DU)
<1D I —wL) ; <$D[(1—w)l+wu]>

(= wl) (%D>—1 (%D) (1= w)l + wU)
(1= wl)™ (1 — w)l + wU).

Q. 2 ,
En déduire que

P(Ly) = w—1]. (P-2)



La matrice L est triangulaire inférieure a diagonale nulle car elle est le produit d’'une matrice diagonale (et donc
triangulaire inférieure) D! et d’'une matrice triangulaire inférieure E & diagonale nulle. De méme la matrice U est
triangulaire supérieure a diagonale nulle.

On sait que le déterminant d’une matrice est égale aux produits de ses valeurs propres comptées avec leurs multi-
plicités. En notant n la dimension de la matrice L, et en notant \;(L,,) ses n valeurs propres, on a donc

n
det(Ly) = [ [Ai(Luw)-
i=1
Le rayon spectral de L,,, noté p(L,,), correspond au plus grand des modules des valeurs propres. On a alors

P(Ly) = max [Ni(Ly)] = | det(Ly)]Y"

i€[1,n]

De plus on a

det(Ly) = det ((| —wl) (1= w)l + wU)) — det ((l - wL)-l) det (((1 — w)l + wU))

La matrice |—wL est triangulaire inférieure a diagonale unité donc son inverse aussi. On en déduit det <(| — wL)_1> =

1. La matrice (1 — w)l + wU est triangulaire supérieure avec tous ses éléments diagonaux valant 1 — w et donc
det (((1 —w)l +wU)) = (1 —w)™. On a alors | det(Ly)| = |1 — w|™ et

P(Ly) = | det( L)V = 1 — wl.
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