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Plan du cours

Chapitre 1: Erreurs : arrondis, bug and Co.

Chapitre 2: Langage algorithmique

Chapitre 3: Rappels algébre linéaire

Chapitre 4: Résolution de systémes non-linéaires
Chapitre 5: Résolution de systémes linéaires

Chapitre 6: Polynémes d'interpolation

Chapitre 7: Intégration numérique
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@ Racines/zéros d’un polynéme
o degré 2 : Babylonniens en 1600 avant J.-C.

o degré 3 : Scipio del Ferro (1465-1526, mathématicien italien) et Niccolo Fontana (1499-1557,
mathématicien italien)

o degré 4 : Ludovico Ferrari (1522-1565, mathématicien italien)

o degré 5 : Paolo Ruffini (1765-1822, mathématicien italien) en 1799, Niels Henrick Abel (1802-1829,
mathématicien norvégien) en 1824, montrent qu'il n'existe pas de solution analytique.

5N/

(a) Niccolo Fontana 1499-1557, (b) Paolo Ruffini 1765-1822,

(c) Niels Henrick Abel 1802-1829,
mathématicien italien mathématicien italien

mathématicien norvégien
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@ Recherche des zéros d'une fonction

o Méthode de dichotomie ou de bissection
o Quelques définitions et résultats

o Points fixes d'une fonction (dimension 1) @ Résolution de systémes non linéaires
o Point fixe

o Méthode de Newton
o Exemples

«4O0>» «F» «E» « >
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@ Recherche des zéros d'une fonction

o Méthode de dichotomie ou de bissection

Méthode de dich

ou de bi
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Note

principe de la méthode de dichotomie : Soit / un intervalle contenant un unique zéro de la

fonction f, on le divise par son milieu en deux intervalles et on détermine lequel des deux contient
le zéro. On itére ce processus sur le nouvel intervalle.
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Note
principe de la méthode de dichotomie

e 39 =a, bg =bet xg=
e Yke N

atb
2

le zéro. On itére ce processus sur le nouvel intervalle.
b)

Soit / un intervalle contenant un unique zéro de la

fonction f, on le divise par son milieu en deux intervalles et on détermine lequel des deux contient
Ak+1 = b1 = Xk

ak4+1 = Xk, brg1 = by
ak41 = ak, b1 = xk

si f(xk) =0,

si f(bk)f(Xk) < O,

sinon (i.e. f(ax)f(x) <0.)
X1 = (ak41 + beg1)/2.
"~ Recherche des zéros d'une fonction

Méthode de dick

ou de bi
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Exercice 1 &%

a €]a, b[ tel que (o) = 0.
Q.1

On suppose que la fonction f est continue sur [a, b], vérifie f(a)f(b) < 0 et qu'il existe un unique
Q.2

@ Montrer que les suites (ax) et (bx) convergent vers «
@ En déduire que la suite (xx) converge vers «

@ Montrer que pour tout k € IN, |xx —

@ Soit € > 0. En déduire que si k >

|<"
g(e)
0g(2)

alors |xx — af <
"~ Recherche des zéros d'une fonction

hode de dick

ou de
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Proposition

Soit f : [a,b] c R —> R une fonction continue vérifiant f(a)f(b) < 0 et admettant « €]a, b|
comme unique solution de f(x) = 0. Alors la suite (xx)kew définie par la méthode de dichotomie
converge vers « et

b_
|Xk—a|<2k—+f7 Vk e IN.
b—a
OnaalorsVe>0,Vk>%_l

|xk — a] <e.

«O> < Fr o«
féthode de dick

> «E» E Al
ie ou de bi
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Algorithme

Que cherche-t'on?

e Quelles sont les données du problémes?

Méthode de dich

ou de bi
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Algorithme

Résultat

Qe

Que cherche-t'on?

un réel tel que |a. — al <e.

e Quelles sont les données du problémes?

Méthode de dich

ou de |
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a, b
f

Algorithme
e Que cherche-t'on?
Résultat :
ae : un réel tel que |ae — o] <e.
e Quelles sont les données du problémes?
Données : :

deux réels a < b,

de la proposition ,

f:[a, b] € R — R vérifiant les hypothéses
un réel strictement positif.

hode de dich

ou de bi
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Algorithme 1 Algorithme 1
b—a b—a
L kpin — E(Ioli(g(e))) = E, partie entiére 1 kyin — E('°g( < ))

3 Qe < Xk

min

) [Calcul de la suite (xx)™i par dichotomie]\

s 3: Pour k — 0 a kyi, — 1 faire
4:  Calcul de la suite (xx41) par dichotomie
5: Fin Pour
6: Qe «— Xk,in

log(2) = E, partie entiere

2: Initialisation de xg

Méthode de dick

ie ou de bi

A4O0> «F>» «E» « » =

A



Algorithme 1 Algorithme 1

b—a b—a
L ki — B(Ss?) > E, partie entiére L ki B(Ss?)
). [Initialisation de xo}— J 2 20— a by b
3: Pour k — 0 a ky;,, — 1 faire ] 3 X — au;rbo
[Calcul de la suite (xx+1) par dichotomie
& . 4: Pour k < 0 a ky;, — 1 faire
5: Fin Pour

6: e < Xk

min

5. Si f(xx) == 0 alors

6: A1 < Xk, brp1 — xx

7: Sinon Si f(xx)f(bx) < 0) alors
N A1 < Xk, bry1 < by

9:  Sinon

10: ak+1 < ak, bk+1 < Xk

11:  Fin Si

120 Xpp1 < 7‘”“;‘”“

13: Fin Pour
14: Qe < Xi

min

«O>» «Fr «E»r» « > E DA
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Algorithme Méthode de dichotomie : version 1

Données : a, b : deuxréels a< b,
f . f:la,b] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 8,
eps  : un réel strictement positif.
Résultat : x : un réel tel que [x — a| < eps.

1: Fonction x < Dichotomiel( f, a, b, eps )

2:  kmin « E(log((b — a)/eps)/log(2))

3: A, B, X e Rkmint1 > A(k + 1) contiendra ay, ...
4. A(l) < a, B(1) < b, X(1) < (a+b)/2

5. Pour k < 1 a kmin faire

6 Si f(X(k)) == 0 alors

7 A(k +1) « X(k), B(k+1) «— X(k)

8 Sinon Si f(B(k))f(X(k)) <0 alors

9 Ak +1) < X(k), B(k+1) < B(k)

10: Sinon
11: A(k +1) < A(k), B(k+1) < X(k)
12: Fin Si

13: X(k+1)«— (A(k+1)+B(k+1))/2
14:  Fin Pour

15:  x « X(kmin + 1)

16: Fin Fonction

«O>» «Fr «E»r» « > E DA
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et

Algorithme : versions 2, 3 et + si affinités

e A=a, B=betx =
e Vk € [0, kmin

A+B

2
_1]]’

A=B=Xk si f(Xk)=0,
A = xx, B inchangé

si f(B)f(xx) <0,
B = xk, A inchangé

sinon (i.e. f(A)f(xx) <0.)
A+B
Xk+1 = )

hode de dich

ou de bi

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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Algorithme Méthode de dichotomie : version 2

Données : a, b : deuxréels a< b,
f . f:la,b] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 8,
eps  : un réel strictement positif.
Résultat : x : un réel tel que [x — a| < eps.

1: Fonction x < Dichotomie2( f, a, b, eps )
kmin « E(log((b — a)/eps)/ log(2))
X € Rlanintl & X(k + 1) contiendra x, ...
A«—a B<b X(1) < (A+B)/2
Pour k < 1 a kmin faire
Si f(X(k)) == 0 alors
A X(k), B — X(k)
Sinon Si f(B)f(X(k)) < 0 alors
A — X(k) = B inchangé
Sinon
B« X(k) = A inchangé
Fin Si
13: X(k+1)— (A+B)/2
14:  Fin Pour
15:  x < X(kmin + 1)
16: Fin Fonction

© ®NDaHwN

o e
M RO
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Algorithme Méthode de dichotomie : version 3

Données : a, b : deux réels a < b,
f : f:[ab] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 8,
eps  : un réel strictement positif.
Résultat : x : un réel tel que |x — o] < eps.

1: Fonction x < Dichotomie3( f, a, b, eps )
2:  kmin « E(log((b — a)/eps)/log(2))
32 A BeR

4 A<—a B—b x—(a+h))2

5. Pour k < 1 a kmin faire

6: Si f(x) == 0 alors

7: A—x, B—x

8 Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors

9

A x > B inchangé
10: Sinon
11: B« x > A inchangé
12: Fin Si
13: x— (A+B)/2

14:  Fin Pour
15: Fin Fonction

«O>» «Fr «E»r» « > E DA




Algorithme Méthode de dichotomie : version 4

Données : a, b : deuxréels a < b,
f . feC%Ja,b];R) et f(a)f(b) <0
eps  : un réel strictement positif.
Résultat : x : un réel tel que |x — af < eps.

1. Fonction x < Dichotomied( f, a, b, eps )

22 A BeR

33 A<—a B—b x—(a+h))2

4. Tantque |x — A| > eps faire

5 Si f(x) == 0 alors

6: A—x, B—x

7 Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors

8 A« x => B inchangé
9 Sinon

10: B — x > A inchangé
11: Fin Si
12: x— (A+B)/2

13:  Fin Tantque
14: Fin Fonction

«O>» «Fr «E»r» « > E DA




Que pensez vous de cet algorithme?

Algorithme Méthode de dichotomie : version 5

Données : a, b : deuxréels a< b,
f : feC%la,b];R) et f(a)f(b) <O.

Résultat : x : un réel tel que f(x) = 0.

1: Fonction x « Dichotomie5( f,a, b )

22 A BeR

33 A<—a Beb x—(a+b)/2, xp—a

4.  Tantque x ~=xp faire

5: Si f(B)f(x) < 0 alors

6: A—x = B inchangé
7 Sinon

8 B« x > A inchangé
9 Fin Si
10: Xp <« X

11: x—(A+B)/2
12:  Fin Tantque
13: Fin Fonction

A4O0> «F>» «E» «

> E DA
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@ Recherche des zéros d'une fonction

o Quelques définitions et résultats
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‘ Proposition: Formule de Taylor-Lagrange d’ordre n
Soit ne N et f eC"([

|) dont la dérivée n-ieme est dérivable sur ]a, b[. Alors
e pour tout x, y dans [a, b], x # y, il existe £ €] min(x, y), max(x, y)[ tel que

_ o (=K (x—y)"t
o YVt e [a,b|, Vhe R* vérifiant (t+ h) € [a, b

1 (e)
f(t+h)="f(t

(1)
|, il existe & €] min(t, t + h), max(t, t + h)[ tel quel
Z FO0 (¢ h"_ﬂf
= (n+1)!
"~ Recherche des zéros d'une fonction

(n+1) (€>

n

()

«4O>» «<Fr <> «E>» E DA
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' Definition

Soient (E, d) et (F, d) deux espaces métriques, et f : E — F une fonction.

V(x,y) € A, d(f(x),f(y)) < Kd(x,y).

e On dit que f est Lipschitzienne de rapport K € R, ou K-lipschitzienne sur A c E si
sur Ac E.

Les réciproques sont fausses.

e On dit que f est contractante sur A c E si elle est lipschitzienne de rapport K € [0, 1]
e Toute application lipschitzienne est uniformément continue.
e Toute application uniformément continue est continue.

«4O>» «<Fr <> «E>» E DA
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Exercice 2 4%
Q.1

Q.2

Montrer que les fonctions lipschitziennes sont uniformément continues.
Soient / un intervalle et f € C1(/; R)

On suppose que f’ est bornée, i.e.

Montrer que f est lipschitzienne de rapport L.

L e R4, tel que Vxel, |f'(x)| <L
Montrer que f’ est bornée.

Soit L € R,. On suppose f lipschitzienne de rapport L.

«4O>» «<Fr <> «E>» E DA
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¥ Definition

Soient (E,d) un espace métrique et (ul¥l),c une suite d'éléments de E convergeant vers
a € E avec, Vk e N, ulkl + a.

Soit p € [1, +0o[. On dit que cette suite converge vers a avec un ordre p au moins si
3C >0, Fkp e N, tels que Yk = ko, d(w ' a)< Cd@W a)r. (3)

ot C<1lsip=1.

On dit que cette suite converge vers a avec un ordre p (exactement) si elle converge a I'ordre
p au moins et si
[k+1]
. u o
Ve >0, lim AW, @) = +o0. (4)
k—+w d(ulkl a)pte

Exemples de distances:
e d(x,y) =|x—y|dans R, C, Z ou Q
e d(x,y) = |lx —y| dans R", ot ||.|| est I'une quelconque des normes habituelles.

Ordre 1 : convergence linéaire, ordre 2 : convergence quadratique

40> «F> «E» «E>» = Q>
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Soient (E,d) un espace métrique et (ul¥l),.y une suite d’éléments de £ convergeant vers a € E
avec, Yk e IN, ulkl # o.

Soit p € [1, +oo[.
La suite converge vers o a I'ordre 1 (exactement) si

- dtl a)
3/,6 E]O, 1[, tel que klI)TOO W = M. (5)

Dans ce cas la convergence est dite linéaire.
e Si (5) est vérifiee pour u = 0, alors la convergence est dites super-linéaire .

e Si (5) n'est vérifiée pour aucun p €]0, 1[, alors la convergence est dites sous-linéaire.
La suite converge vers a a I'ordre p > 1 (exactement) si

. d(u[k+1] , a)
EllLL > O, tel que leToo W = . (6)
et dans ce cas la convergence est super-linéaire.
La convergence d'ordre 2 (resp. 3) est dite quadratique (resp. cubique).
Plus I'ordre est élevé, plus la convergence est rapide

40> «F> «E» «E>» = Q>
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Exercice 3 &

Soient | = [0, 7/2] et { ® = R

x +—> sin(x)
Q.1

Xkr1 = P(xk).
Q.2

. Soit xp € /\{0}. Pour tout k € IN, on pose
@ Montrer que la suite (xk)kew est bien définie.

@ Montrer que

@ Montrer que la suite converge vers a € | que |'on déterminera

@ La convergence est-elle linéaire? Justifier.

im |Xk+1 B a| =1.
k—+0  |xx — o
"~ Recherche des zéros d'une fonction

«4O>» «<Fr <> «E>» E DA
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®(x)

1.6 4
1.4+
1.2
1.0
Kl
D(xy

Dz }p

0.2

£
0.4

=sin (x) = point fixe: @ = 0 (®(a) = «).
X1 = P(xk)
)
—y=2(x)
-z
x

02  04"%EE T8 TO 12 14 16

k Xk |xk — af

0 1.0000e+00 1.0000e+00
10 4.6296e-01 4.6296e-01
102 1.6885e-01 1.6885e-01
103 5.4593e-02 5.4593e-02
10* 1.7314e-02 1.7314e-02
10° 5.4770e-03 5.4770e-03

Convergence sous-linéaire — trés leeeeent !l

et

«O» «Fr» «E» «E>» = 2N &4
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@ Recherche des zéros d'une fonction

o Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Points fixes d'une fonction (dimension 1)
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Points fixes
Soit @ : [a,b] € R — R une fonction donnée. Rechercher un point fixe de ¢ revient a
Trouver « € [a, b] tel que

a = o(a).
avec xp € [a, b] donné.

L'algorithme de la méthode du point fixe consiste en la construction, si elle existe, de la suite

Xk+1 = (D(Xk) Vk e N
e Que peut-on dire si x = a?

Supposons que la suite soit bien définie et qu’elle converge vers un point fixe o de ®.
e Que peut-on dire si xg # a?

(7)

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

«4O>» «<Fr <> «E>» E DAl
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Exercice 4 &

considére la suite (xx)kew donnée par
Q.1

xks1 = Bxe) Yk € .
Montrer que la suite (1) est bien définie (xx existe pour tout k € IN).

Soient [a, b] un intervalle non vide de R et ¢ une fonction continue de [a, b] dans lui méme (¢([a, b]) < [a, b]). Soit xg € [a,b]. On
Q.4

Montrer que si la suite (1) converge, alors elle converge vers un point fixe de ¢.

Existence du point fixe : montrer qu'il existe « € [a, b] tel que ¢(ar) = .
On suppose de plus que ¢ est contractante, c'est a dire que

1)

@ Montrer que ¢ admet un unique point fixe a € [a, b].

JLe [0,1], tel que, Y(x,y) € [a, b]?, [6(x) — d(¥)| < L|x — y|.

@ Montrer que la suite (xk)kew converge vers «, pour toute donnée initiale xo dans [a, b].
Q.5 - -
[Algo] Ecrire I'algorithme du point fixe (fonction PointFixe) permettant de résoudre I'équation ¢(x) = x.
«Or «Fr < > « E E DA
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Théoréme : Théoréme du point fixe dans R (application continue)

Soient [a, b] un intervalle non vide de R et ® une application continue de [a, b] dans lui-méme. Alors, il
existe au moins un point « € [a, b] vérifiant ®(a) = a. Le point « est appelé point fixe de la fonction ¢.
De plus, si ¢ est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0, 1[), c'est a dire

3L <1tq. [®(x) = @(y)| < Lix —y| ¥(x,y) € [a,b]?,
alors ® admet un unique point fixe o € [a, b].
Pour tout xg € [a, b], la suite

(8)
Xk+1 = (D(Xk), Vk e N (9)
est bien définie et elle converge vers « avec un ordre 1 au moins.
On a les deux estimations suivantes :
I — af

< Nxo—al, Yk=>0,
Xk — o

<

(10)
T L|XI< — xk—1|, Yk =0,
"~ Recherche des zéros d'une fonction

Points fixes d'une fonction (dimension 1)
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Exercice 5 &

Soit xg € I. On considére la suite (xx)kew donnée par
Q.1

Soient / < R un intervalle fermé, non vide, (par ex., avec a < b, [a, b], [a, +o0[, | —0,a] ou R ) et & :
Q.2

Montrer que la suite (1) est bien définie (xx existe pour tout k € IN).
@ Montrer que

Xk+1 = ¢‘(Xk) Vke N
On va démontrer que la suite (1) est une suite de Cauchy.
@ Montrer que

| —> | une application contractante
@ En déduire que,

Q

1)

VkeN, |xii1 —xk| < LXxa — xol-
VkeN, V120, |xes— Xeri1| < L' — xea]

VkeNN, Vp =2, |xkqp—xk| <
@ Déduire de la question précédente que la suite (1) est une suite de Cauchy.
@ Montrer |'unicité du point fixe.

(@)
1-1LP
L¥|x1 = xol-
-1 [x1 — xo
@ Montrer que la suite (1) converge vers un point fixe de ® a I'ordre 1 au moins.
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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Théoréme : Théoréme du point fixe dans R (application contractante)

Soient I ¢ R un intervalle fermé, non vide, et ® une application contractante de / dans lui-méme.

Alors, il existe un unique point « € / vérifiant ®(a)) = a.. Le point « est appelé point fixe de la
fonction ®. Pour tout xg € /, la suite

Xk+1 = q)(Xk), Vk e N (12)

est bien définie et elle converge vers « avec un ordre 1 au moins.

«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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Théoréme : Théoréme du point fixe dans R (application C') £

Soient / = R un intervalle fermé, non vide, et ® € C1(/) vérifiant (/) = | et
L <1 tel que Vx e/, |®'(x)| < L, (13)

Soit xg € | et (xk)kew la suite définie par xx11 = ®(xx). On a alors
@ la fonction ® admet un unique point fixe o € /,
@ VkeNlN, x. €l
® la suite (xx) converge vers v avec un ordre 1 au moins.

@ Si xg # a, alors
g Xk+1 — & /
| —_— =0 . 14
e @ (14)

et, si ®'(a) # 0, la convergence est d'ordre 1 (exactement).

«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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Théoréme : Convergence locale du point fixe

De plus, si xg # «, on a

Soit o un point fixe d'une fonction ® de classe C! au voisinage de .

k—+0 X — Q

lim Xl ' ()

Si |®'(a)| < 1, alors il existe 6 > 0 pour lequel xix converge vers o pour tout xg tel que [xg—a| < 6.
si ®’(a) # 0, la convergence est d'ordre 1 (exactement).

(15)
 Recherche des zéros d'unc fonction

Points fixes d'une fonction (dimension 1)
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Points fixes attractifs et répulsifs

Soit & : [a, b] —> [a, b] une application de classe C' admettant un point fixe o € [a, b].
e Si|®'(a)] <1 alors « est un point fixe attractif,
e Si |®'(cr)| > 1 alors « est un point fixe répulsif.

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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On s'interesse ici au point fixe & = 1 de la fonction & : x — x2.
Y
2.0 1
1.51
I S
i
i
i
4 I
0.5 i
[
]
i
. & —
0.5 1.0 1.5
sa=%(a) 1

Figure: fonction x? et sa fonction réciproque +/x sur [0, +oo[

A4O0> «F>» «E» «
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Yy
Yy
1_4.—y:t1>(:c):z2
—y=a() =1 e
204 47" 121
1.0 1
D(z
Dl
185 6
D(wy B (2
P(z
1o oe
%]
0.5 02,
8% — ————— Z
e T t 0 82 o4 06° 087740 12 14
02 0.4 06 0.8 1013 1.4°
-0.2
(a) xo = 1.05 (b) xo0 = 0.950
Figure: a = 1, point fixe répulsif de x — x>
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
"~ Recherche des zéros d'une fonction

Points fixes d'une fonction (dimension 1)



y Yy
1a]7¥=VE
=
2 12
P,
ER (1)1[32
D(z3
0.8 ]
Dz
06 06|
0.4 54
021 0.2
T T T T T T T T T T T T z
02 04 06 08 1712 14 02  od' 06 08 “Mi0 12 14
(a) xo = 1.40 (b) xo = 0.200
Figure: o = 1, point fixe attractif de @~ : x > /x

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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Yy
=®(z)=2—z+1
1.5 A
1.0 4
g ?3!:\
4 4
10 o N
0.5
051
T T T T T z
02 04 06 08 10 15714

02 04
(a) xo = 1.2, @ point répulsif
"~ Recherche des zéros d'une fonction

Y056
Figure: @ = 1, point fixe attractif ou répulsif de x — x= — x + 1

7510

. T
14

«O» «F>» «E» «E>» DA™

Points fixes d'une fonction (dimension 1)
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(b) xo = 0.50, o point attractif



Yy
2.0
Y
2.
(. 15
LIes i
b . o0
"’ i X ¢
s .
oo |
D5y 05 Pz,
5
o
< z i
3 10 s 2.0 [ ) 2.0 05 o™ 15 20
(a) xo = 1.50 (b) xo = 1.50 (c) xo =1.10
Figure: o = 1, point fixe de fonctions affines particuliéres
«4O» «Fr « » « =
"~ Recherche des zéros d'une fonction
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Proposition: B

Soit p € IN*, et ® € CP*1(V) pour un certain voisinage V de a point fixe de ®. Si ®()(a) = 0,

pour 1 < i < p, alors la méthode de point fixe associée a la fonction ¢ est d'ordre (p+ 1) au moins
et

— (p+1)
fim et a | OPT(@) (16)
k—+a0 (xx — )Pl (p+1)!

Elle est d'ordre (p 4 1) (exactement) si ®(P+1)(a) # 0.

voir exercice : &%

«4O0>» «F» «E» « >
S Recherehe des Eres GRS ORGSR Points fixes d'une fonction (dimension 1)
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1 . . 1 3 1 3
®(x) = (x —1)>+ = —> points fixes: x = —=V3+=, x==+3+=
2 2 2 2 2
z.oi! k Xk XNk |Xk_0£| |X~k—04|
{=y=®(x) =~ D*+1 0 é 5.0000e-01 1.3397e-01 1.3397e-01
== 1 g 7-5000e-01 1.1603e-01 1.1603e-01
151 2 % 5.6250e-01 7.1475e-02 7.1475e-02
3 éﬁ 6.9141e-01 5.7432e-02 5.7432e-02
4 5.9523e-01 3.8744e-02 3.8744e-02
1.0
e 5 © 6.6384e-01 2.9864e-02 2.9864e-02
i)
10 : 6.2789e-01 6.0842¢-03 6.0842¢-03
T
gertI 10 15 2.0 )
20 : 6.3370e-01 2.7011e-04 2.7011e-04
1 3 p / '
a=-3 V3 + 5 dla)=a, d(a)=—3+1#0et|d(a) <1 = _convergence d'ordre_1 pac

S Reeherehe desseres AURE HSREESRTTIII  Points fixes d'une fonction (dimension 1)



d(x) = (x— 1)2 + 1= points fixes: x=1, x=2

y
2.0 4
k  xk Xk |xk — af |xk — af
0 % 5.0000e-01 5.0000e-01 5.0000e-01
151 1 ‘5‘7 1.2500e+00 2.5000e-01 2.5000e-01
®(ay) 2 i— 1.0625e+00 6.2500e-02 6.2500e-02
® 3 27 1.0039e+00 3.9062¢-03 3.9062e-03
B 256
4 : 1.0000e+00 1.5259e-05 1.5259e-05
os ] 5 1.0000e+00 2.3283e-10 2.3283e-10
6 1.0000e+00 5.4210e-20 0.0000e+00
z |7 1.0000e+00 2.9387e-39 0.0000e+00

a=1 ®a)=a, P(a)=0e ®"(a) =2+#0 = convergence d ordre 2

«O>» «Fr «E»r» « > E DA
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¢(X)=(x—1)3+1=> points fixes: x =1, x=2,, x=0

Yy
2,04
=—y=0(z)=@—-1D>+1
12z _ _
k Xk Xk [xk — af |xk —
15] 0 é 5.0000e-01 5.0000e-01 5.0000e-01
1 § 8.7500e-01 1.2500e-01 1.2500e-01
2 % 9.9805e-01 1.9531e-03 1.9531e-03
134217727
Zf“ 3 Dasiss 1.0000e+00 7.4506e-09  7.4506e-09
4 : 1.0000e+00 4.1359e-25 0.0000e+00
031 5 1.0000e+00 7.0747e-74 0.0000e+00
6 1.0000e+00 3.5411e-220 0.0000e+00
x

a% T 15 2.0

a=1 ®a)=a, ?'(a)=0, "(a) =0et ®"(a) =6#0 = convergence d'ordre 3

«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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Algorithme générique du point fixe

x6FD — o (x| Yk e N, avec x(¥ € [a, b] donne.

Algorithme Méthode de point fixe : version Tan-  Algorithme Méthode de point fixe :  version
tque formel Répéter formel

1: k<0 1: k<0

2: Tantque non convergence faire 2. Répéter

3 X1 < P(x) 3 ke—k+1

4: k—k+1 4: X < d)(Xk_l)

5. Fin Tantque 5. jusqu’a convergence

6: Qpol < Xk o le dernier calculé. 6: Qpol < Xk > le dernier calculé.

e On n'est pas siir de converger =—> kmax: nb maximum d'itérations,

e Si on converge, on s'arréte dés que |P(xx) — xk| = |xk+1 — xk| < tol.
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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Algorithme Méthode de point fixe : version Tantque formel o —— - —

gorhr A P q Algorithme Méthode de point fixe : version Répéter formel
avec critéres d'arrét R N
avec critéres d'arrét

1. k<0 P 0
2: err « |P(x0) — xof & oy [2le)—el Lo
. Ixol+1 2: Répéter
3: Tantque err > ¢ et k < kmax faire 000 —xi
b ke k41 3 err «— |[D(xk) — x| B ou SR
5 xe — D(xi_1) 4 X1 < P(x)
6. err « |P(xx) — X« & ou 20 =xd > ke’\k+1
7 Fin Tant Pa+1 6: jusqu'a err < tol ou k > kmax
¢ Tin fantque 7: Si err < tol alors > Convergence
8: Si err < tol alors > Convergence
8 Qiol < Xk = |P(ovo1) — ol| < tol
9 ol < Xk > | (aro1) — ol| < tol e
.o 9: Fin Si
10: Fin Si
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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Algorithme Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Algorithme Méthode de point fixe : version Répéter avec critéres d'arrét

Données : Donné
® D 0 R-—R, onnees.. _
Xo : donnée initiale, xp € R, ¢ :) . ]R — ].Rl' R
tol . la tolérence, tol € RY, :01 : | o:nlele |n|t|ate,1xg ]R'+
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN* ° ¢ latolcrence, tol € y
& . kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat : Resultat
et :un réel tel que |®(avo1) — tol| < tol esultat :

tol 6o au “ (atol) — avall < ol ¢ un réel tel que [P (aol) — aol| < tol

(ou Jawo 1 S ol (ou [®(ano) —anal tol)
Toreor| 1

1: Fonction oo < PtFixe( ®, xo, tol, kmax ) 1. Fonction — PiFixe( tol, kmax )
2 ke 0. ong — O : okc c;) ol ixe( ®, xo, tol, kmax
3 X« X, fx — P(x), 2 <0, atol — I

) § £ fx—x| 3. X < Xo
4 ar < [fx — x| B oU 1 4. Répéter
5:  Tantque err > tol et k < kmax faire 5. Xp — X
j: k‘_fk"'l 6 X «— ®(xp)

: x « fx X—xp
8 e o(x) 7 ar— x—xp| =ou Y
9: err « |fx — x| = ou & ko k+l

' . x[+1 9:  jusqu'a err < tol ou k > kmax

10:  Fin Tantque 10:  Sierr < tol alors = Convergence
11:  Si err < tol alors = Convergence 11 ol — X
: ol
12: Qiol < X 12:  Fin Si
13 Fin Si i 13: Fin Fonction
14: Fin Fonction
> « > E DA
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Points fixes pour la recherche de racines
fx) =0 = &(x) = x+f(x)=x.
si F € C° tel que F(0) = 0 alors

def
formule de taylor :

f(x) =0 < d(x) =x+F(f(x)) =x

Soit g ~ f'(€) et h solution de

fla) =0=f(xk) + hf'(£) avec h = a — x.

f(Xk) + l~1qk =0

f
Xk+1 = Xk — (Xk)7 Vk
"~ Recherche des zéros d'une fonction

eIN
Gk

(17)
«O» «F>» «E» «E>» DA™

Si gk # 0, on obtient la suite itérative xx41 = xx + hie.

Points fixes d'une fonction (dimension 1)



Xk+1 -

f(x
Xk+1=Xt<—ﬂ

, Vke N
Ak
intersection droite de pente g, passant par ((xx), f(xx)) avec (Ox)
e Méthode de la corde :
f(b) —f(a)
W=d=
e Méthode de la sécante :
- f(Xk> — f(Xk_1>
gk =
Xk — Xk—1
ol x_1 et xp sont données,
e Méthode de Newton

en supposant f’ connu, on prend

qk = f/(Xk).

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

40> «F» «E» « =
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Méthode de la corde

Exercice 6 43

Q.1

Montrer que si pour tout x € [a, b] on a
Q.2

alors ®([a, b]) < [a, b].

Soit f une fonction de classe C* sur [a, b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et A = f(b[);g(a). On note ®(x) = x — @

min(A(x — a), A\(x — b)) < f(x) < max(A(x — a), \(x — b))
Montrer que si pour tout x € [a, b] on a
alors [@'(x)| < 1.

On se place sous les conditions (1) et (2).
Soit xg € [a, b] donné et on note
Q.3

min(0,2)) < f’(x) < max(0,2X)

®)
)]
f
Xk+1 = Xk — (;\(k), Vk e IN.
Montrer que la suite (Xk)kelN est bien définie et qu'elle converge vers I'unique solution « € [a, b] de f(x) = 0.
«O» «F>» «E» «E>» DA™
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On pose ®(x) = x — T

b—
b
b)

o a

f(xk), Vke N
f(a (),

_?(a) f(x), alors xxk+1 = P(xk)
Proposition: convergence, méthode de la corde

Soit f € C}([a, b]) tel que f(b) # f(a) et A = f(bgig(‘”. On suppose de plus que Vx € [a, b]

min(0,2)) < f'(x) < max(0,2))

(18)
f(xk)
Xkl = X = =
alors la suite (xx) est bien définie et converge vers I'unique racine « € [a, b] de f.
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
"~ Recherche des zéros d'une fonction Points fixes d'une fonction (dimension 1)

min(A(x — a), \(x — b)) < f(x) < max(A(x — a), \(x — b))
On note (xk)ken la suite donnée par xg € [a, b] et pour tout k =0




Soit f € C([

]) tel que f(b)

‘ Proposition: ordre de convergence de la méthode de la corde
a, b

b—a
Xk41 = Xk —

(a). Soit (xk)kew la suite définie par la méthode de la corde
f(b) —f(a)

2 f(Xk

)
convergence est au moins d'ordre 2

)
Si cette suite converge vers « €]a, b[ alors la convergence est au moins d’ordre 1.

), Vk € IN avec xg € [a, b]
De plus, si f est de classe C? sur un certain voisinage V de « et si f'(a)

i fi) = (B=1@)
 Recherche des zéros d'une fonction

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

alors la

«4O>» «<Fr <> «E>» E DA
2024/10/24 51 / 85



Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

[0} : o:R— R,

X0 : donnée initiale, xp € R,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

o1 © un réel tel que |[P(ago1) — aol| < tol

(ou [l < o)

- Fonction ao; < PiFixe( @, o, tol, kmax ) [Méthode de la corde :
¢ k=0, a0 — I
© X < Xp, D(x) =x—

b—a
orr < ol 1 1 b= @) )

1
2
3
4
5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6
7
8
9

k—k+1
Xp < X
X« ®(xp)
: err « |x — xp| = ou “\\"%
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

«O>» «Fr «E»r» « Ay
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Algorithme Méthode de la corde

Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d’arrét

Données : Données :
& . o:R—R, f : f:R— R,
X0 . donnée initiale, xo € R, a, b : deux reéels tels que f(a) # f(b),
tol : la tolérence, tol e R, Xo : donnée initiale, xp € R,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN* tol ¢ la tolérence, tol € R,
Résultat : kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
gl un réel tel que [®(agol) — ol < tol Résultat :
(ou wa‘:\ ‘37,;‘ | ol) ol ¢ un réel tel que |f(ator)| < tol
1+ Fonction ag; « PiFixe( ®, xo, tol, kmax ) 1: Fonction «, < Corde( f, a, b, xg, tol, kmax )
2 ke 0, o B 2 k0 ed
3 X< X, . z(_;éb)—f(a)
4 err < tol+1 . 5 o e t701 i1
2: Ta;tﬂu: +er1r > tol et k < kmax faire 6:  Tantque err > tol et k < kmax faire
N p e x 7 ke—k+1
8: Xp < X
8 x < &() xp—x] 9: X < xp — q * f(xp)
o err — [x — xp| & o 10: err « |x — xp|
10:  Fin Tantque 11:  Fin Tantque
11: Sierr < tol alors & Convergence 12:  Si err < tol alors = Convergence
12: .atol —Xx 13: Qgol < X
13: FinSi 14 Fin Si
14: Fin Fonction 15: Fin Fonction

DA
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

(o} : o:R— R,

X0 :donnée initiale, xo € R,

tol . la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

o1 : un réel tel que |P(ago1) — aol| < tol

(ou Hlowe) ol et —gell < tol)
1: Fonction oy, <« PtFixe( ®, X, tol, kmax )
2 k0, o) —

3. X < Xp,

4 err —tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6 ke—k+1

7 Xp < X

8 x « d(xp)

9: err « |x — xp|

10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors

12: Q] < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Algorithme Méthode de la corde utilisant la fonction PtFixe

Données :

f : f:R— R,

a, b : deux réels tels que f(a) # f(b),

X0 : donnée initiale, xp € R,

tol : la tolérence, tol € R*,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ator ¢ un réel tel que |f(awor)| < tol

1: Fonction oo < Corde( f, a, b, xg, tol, kmax )
. b
2 4

3 O (x> x—gxf(x) = définition de fonction

4 ol < PtFixe(®, xo, tol, kmax)
5: Fin Fonction

DA
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a=1,racinede f:x—x?>—1
exemple 1 : 2 =0.000, b = 2.000, xp = 1.800,
exemple 2 : a = 0.5000, b = 1.900, xo = 1.800.

exemple 1 exemple 2

k Xk |xk — af |xk — af Xk |xx — «f [xk — af

0 g 8.0000e-01 8.0000e-01 | 2  8.0000e-01 8.0000e-01
1 % 3.2000e-01 3.2000e-01 }—33 1.3333e-01 1.3333e-01
2 | 22 5.1200e-02 5.1200e-02 % 2.9630e-02 2.9630e-02

390113 1 7
3 | 3oess  1.3107e-03 1.3107e-03 | 10557 5.3041e-03 5.3041e-03
4 : 8.5899e-07 8.5899e-07 : 8.9573e-04 8.9573e-04
5 3.6893e-13 3.6893e-13 : 1.4962e-04 1.4962e-04
6 6.8056e-26 0.0000e+00 : 2.4947e-05 2.4947e-05
10 : 6.463e-408 : 1.9250e-08 1.9250e-08
L'exemple 1 converge beaucoup plus rapidement o s ze a2y 2 sac
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3.0 1
—y=f(a) +q(z—a)
—y=f(z)

2.5
flwg
2.0 /

/ 1.5

1.5 1 /

1.0 /!

0.5 A /

A St . - T T
& /:.:; 720 15 20
/
—95

T e T T z
-1.04 R ) 15 020

i
=

=4

w
'\

(a) représentation usuelle (b) Représentation point fixe

Figure: Exemple 1, méthode de la corde, o = 1, racine de f

0.00,

x+— x> —1avec a=
«O>» 4@» <

OOX = 1.80,
E ERROING
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3.0
—y=f(a) +q(z —a)
—y=f(z)

2.5

f(-lTn
2.0
Il 15.
1.5 /"
1.0 [/
B0
,’, P(zg
0.5 1 4
fim 1
A i 05 /A0 15 20 03
JE3Y, S : :
_05.
T
—-1.0 1 0.5 E2) ?}b s DI
(b) Représentation point fixe
= xo = 1.80,
= = 9ac

x> x* — 1 avec a = 0.50, b = 1.90,
«O» «Fr « > «E>»

Figure: Exemple 2, méthode de la corde, o = 1, racine de f
Points fixes d'une fonction (dimension 1)

(a) représentation usuelle



€r+1 €k 1

€k #texemple 1 : pente=2.000 107 esexemple 2 : pente=1.000
-
Lo SISERRES oo 102
1074 107 107
1060
1072
1078 104
Lo
1072
107135 w07 10-®
10-158 107
10°°
o Lo
k €k [
) B} 2 5 1 10 1079 1078 10°% 10% 1072 10°® 107® 1076 1076 1075 104 103 102 10
(b) Représentation en échelle logarithmique de e,1 en fonction de e,. Les pentes
(a) Erreurs en fonctions des sont calculées numériquement
itérations
Figure: Exemples 1 et 2, méthode de la corde, o = 1, racine de f : x+— x? — 1
f(b)—f(a
Exemple 1 : u =2 et f'(a) =2 = convergence ordre 2.
f(b)—f(a
Exemple 2 : % = 2.400 # f’(a)) = 2 = convergence ordre 1.

«O>» «Fr «E»r» « E DA
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Méthode de Newton
Proposition: convergence de la méthode de Newton

dans ce voisinage, la suite (xx)kew définie par la méthode de Newton

Xk+1 = Xk —
est localement convergente d'ordre 2.

f(xk)

Fiix)’ vk

e IN.
"~ Recherche des zéros d'une fonction

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Soit f une fonction de classe C2 sur un certain voisinage d'une racine simple o de f. Soit xo donné

(21)

«4O>» «<Fr <> «E>» E DAl
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Exercice 7 4%

En —1700 av. J.-C., les babyloniens ne connaissaient que les
nombres rationnels (fractions) et ils utilisaient le systéme sex-
agésimal (base 60). Pour approcher la valeur /2, ils utilisaient
comme approximation (voir tablette YBC 7289)

aois2, 5L 10 s
N 60 602

60 21600
L'erreur commise est | — v/2| ~ 5.994e — 7.

Q.1

Comment feriez-vous pour trouver a la main une méthode permettant de trouver des nombres rationnels approchant /2.

Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de y/a o a est un réel positif.
Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de v/a ot a est un réel positif et n € IN*

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

«O> < Fr o«

E A

it
v
a




Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

o} D O:R— R,

X0 : donnée initiale, xo € R,

tol . la tolérence, tol € RT,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ator : un réel tel que [P (ato1) — atol| < tol

(ou m‘(:\;‘\\Hl

1: Fonction o < PtFixe( 9, xo, tol, kmax )

2: k — 0, Qo] < Q
3: X < Xp,
4 err<—tol+1
5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6: k—k+1
7 Xp < X
8: x «— ®(xp)
9: err — [x — xp|
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

[xp—x]|
= ou
x

+1

> Convergence

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

<D(x)=xf%

«O> «Fr o« >« > A

2024/10/24 59 / 85



Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

o} D O:R— R,

X0 . donnée initiale, xo € R,

tol . la tolérence, tol € RT,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol un réel tel que |®(ago1) — ator| < tol

S < lul)

(ou
1: Fonction o < PtFixe( 9, xo, tol, kmax )
k 0, ol — I
X < Xp,
err < tol + 1
Tantque err > tol et k < kmax faire
ke—k+1
Xp < X
X« ®(xp)
err — [x — xp|
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors
12: Qo] < X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction

© oI RN

= ou

x|

xp
X4

+1

= Convergence

Algorithme Méthode de Newton

Données :
f : f:R— R,
df la dérivée de f,
Xo donnée initiale, xp € R,
tol la tolérence, tol € R,
kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :
Qtol un réel tel que |®(ao1) — ol < tol
1: Fonction oy, < Newton( f, df, xg, tol, kmax )
2 k0,00 —
3 X < Xp,
4, err<tol+1
5.  Tantque err > tol et k < kmax faire
6 k—k+1
7 Xp < X
8 x « xp — f(xp)/df (xp) = df(xp) # 0
9 err < |x — xp|
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

«O> «Fr o« >« > A
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :
0] O R— R,
X0 . donnée initiale, xg € R,
tol . la tolérence, tol € R,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN* . .
Reésultat : Algorithme Méthode de Newton scalaire
ator : un réel tel que |P(ato1) — atol| < tol Données :
(o (o) —anall _ ¢ ) f : f:R—R,
u ol +1 s to df . la dérivée de f,
X0 . donnée initiale, xg € R,
1: Fonction ayo < PtFixe( @, xo, tol, kmax ) tol : la tolérence, tol € R+,
2 k<0, ato — kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
s
3 X< X, Résultat :
4. err <« tol +1 ol :un réel tel que
5:  Tantque err > tol et k < kmax faire i
6: ke—k+1 1: Fonction ay, < Newton( f,df, X, tol, kmax )
7. xp < x 2 O (x> x— f(x)/df(x))
8: x « ®(xp) 3 yol < PtFixe(®, xg, tol, kmax)
’ xp—x| 4: Fin Fonction
9: err « [x — xp| =>ou h
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

_ «O> < Fr o« >« > a>
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2.0
=y=0(x)
—y==z
30 =a
A / BT
5.5~ Dory=F(zo)(x = z) + f(z0) %
T =Diry= oo — o) + flz) 4
=Dy y=fwa)(x — m2) + flwa) /2
207Dy ym f(as)o— ) + flas) A /
5] /:5- bl - . :
z7 '
S} "\.,/‘
&
051
y _ P 0.5 +
I u 74 —
) 05 i R 20
Si—T
0.5 ’f
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| AR -
jfiuﬂ—;—/ A Mo 167 s 2.0

(a) représentation usuelle (b) Représentation point fixe avec

2
® x> x—xX=1
2x

Figure: Exemple 1, méthode de Newton, o = 1, racine de f : x — x? — 1 avec xo = 0.40,
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2.09
15 ~1 : \
1 bio X
1.5
0.5
f(ﬂ, 20 1.0 4
flay
054
101 —f: x s xlcosun '\. 054
=Dy sy ()l = 20) + flaw) N
] =Di:y=f(w)lx —x) + flar)
Tl D= (e )+ fla)
=Dy iy=f(ws)(w — w3) + fws) . . . x
-2.0 0.5 1.0 15" " 2
(a) représentation usuelle (b) Représentation point fixe avec
2
D x> oS

x2 sin(x)—2 x cos(x)

Figure: Exemple 2, méthode de Newton, a = 1 m, racine de f : x — x*cos (x) avec xo = 2.00,

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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sexemple : fx)
++exemple : (x)

10711

1071

k
[ 1 2 3 a 5

1077 1070 10 10 10 1072 10"

(a) Représentation de la convergence, e, en fonction (b) Représentation de I'ordre de convergence en échelle
de k

logarithmique, ex11 en fonction de e, . Ordre
théorique 2

Figure: Méthode de Newton, convergence et ordre
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Méthode de la sécante

Alternative a la méthode de Newton lorsque I'on ne connait pas la dérivée de la fonction f :

f/(Xk) ~ f(Xk) - f(Xk—l)
Xk — Xk—1

Proposition: Convergence méthode de la sécante (Admis)

Soit f une fonction de classe C? sur un certain voisinage d'une racine simple a de f. Soient x_; et

xo donnés dans ce voisinage tels que f(x_1) # f(xo) , la suite (xk)ken définie par la méthode de Ia
sécante

_ . Xk — Xk—1
Xk+1 = Xk —f<Xk) — f(Xk_]_) f(Xk), Vk e IN. (22)

est localement convergente d’ordre 1+2‘/§ ~ 1.618.

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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flaw - ~ —Fiz b scow
LA = Do ¢ (wr, flz1)) = o, flzo))
TN =Dy (o, flmod)— s fla)
RN =Dy, Sl (s fa)
) 4 NN =Dy ¢ (aa, floa)) > (a, fzs))
SIS =D, (s, fles) = (w0, faa))
1
flrgpy
flas
/‘ g
FiEy = N
flex g —6 1 o
— (@1, f(24) - (20, o)) o N
- 20, f(20)) — (a1, f(20))
P2 (@1, fl21)) = (22, flzz)) 81
L : (2, @) —+ (35, f(z))
L i B flza
(a) f(x) = x2 — 1, x_1 = 0.000 et xo = 2.000 (b) f(x) = x?cos (x), x_1 = 1.000 et xo = 3.000

Figure: Méthode de la sécante

«O>» «Fr «E»r» « Ay
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€k €k+1

1071 4 . +sexemple : f(z)=2°—1, pente=1.612
10721 eeexemple : f(z)=x2cosa, pente=1.608
10*34
10*5 4
10*54
1077 4
1077 4
.
1079 4 10
10-11] 10-11
10713 4 10-13 |
10715 -44exemple : f(
10-154
. . . . . . . k - - - - - - - . ek
0 2 4 6 8 10 12 10-° 1078 1077 107° 103 104 1073 1072
(a) Représentation de la convergence, e, en fonction (b) Représentation de I'ordre de convergence en échelle
de k logarithmique, ex11 en fonction de e, . Ordre

théorique # ~ 1.618

Figure: Méthode de la sécante, convergence et ordre
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© Résolution de systémes non linéaires
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Résolution de systémes non linéaires

Soit ¢ € R donné.

{

f1<X1,X2) = —Xf + Xo — L

2
h(x, %) = & (10 + 1) +

«4O0>» «F» «E» « >

= A
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Soient U < R" un ouvert et f € CO(U; RV)

Trouver a € U = RV tel que

On pose, par ex., ®(x) =x +f(x),: f(x) =0 < d(x) =x _
Trouver a € U < RN tel que

) =a —

®i(ay,...,an) = a;
S (a,...,an) = @
¢N(O£17...

~ Résolution de systémes non linéaires

ay

40> «F> «E» «E>» = Q>
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Point fixe

© Résolution de systémes non linéaires
o Point fixe

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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40> «Fr» «Z» « )

Théoréme : Point fixe de Banach  Y{TONYO%

Soit B un espace de Banach et U < B un sous-ensemble fermé. On suppose que ® : U — U
est une application strictement contractante, i.e.

ILe[0,1], [®(x)—®(y)| <Llx—y|, V(xy)eUxU. (24)

Alors

@ & admet un unique point fixe & € U (i.e. unique solution de x = ®(x))

@ La suite des itérés x[k+1 = &(x¥]) converge vers a pour toute valeur initiale x[%! € U.
@ Pour tout k € IN,

o= < 5 e

, 0<I<k (25)

E DA

2024/10/24 71/ 85
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Méthode de Newton

© Résolution de systémes non linéaires

o Méthode de Newton
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f : RN — RN une fonction suffisament réguliére. On défini la matrice Jacobienne de f, notée Jy,
par

ofh  Ofi of
ox 0x: e OX|
ofx  0f2 o
Jf _ X1 Ox2 e OXN
Ox1 Ox2 Tt Oxn
On a alors Vhe RN a 'ordre 1
f(x + h) ~ f(x) + I¢(x).h. (26)

«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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OnaVheRN alordre 1

fF(x+ h) ~ f(x) + J¢e(x).h.

trouver « tel que f(a) =0
Si x[k] est proche de @, alors avec x = x[*] et a = xK] + h

fla) ~ f(xI¥) + 3¢ (x1¥).h
On résoud le systéme linéarisé
f (x4 +I(xMhh=0 = Jf(x[k])], — _f(xIky

On pose ®(x) = x — (I (x)) " F(x). | _ s'écrit alors

Méthode de Newton

(28)

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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Théoréme : (Admis)

Soit f € C3(RM; RN). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en x, J¢(x) est inversible

dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors pour tout x[% suffisament proche de a la suite
définie par

=il
slk+1] _ [kl _ (( Jf(x[k])> f(x1¥1)

converge vers « et la convergence est d'ordre 2.

«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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Théoréme : (Admis)

Soit f € C3(RM; RN). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en x, J¢(x) est inversible
dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors pour tout x[? suffisament proche de a la suite
définie par

=il
slk+1] _ [kl _ (( Jf(x[k])> f(x1¥1)

converge vers « et la convergence est d'ordre 2.

On résoud le systéme linéaire
((3r(xt4)) b = —F(x)

Remarque : Si I'on ne connait pas explicitement la Jacobienne de f, il est possible de calculer une

approximation de celle-ci en utilisant des formules de _

«4O0>» «F» «E» « >
© Résolution de systémes non lindaires Méthode de Newton
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Méthode de Newton scalaire

Données :

> x « ®(xp)

f f:-R—R,
df la dérivée de f,
X0 donnée initiale, xg € IR,
tol la tolérence, tol € RY,
kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :
ol un réel tel que
1: Fonction oo < Newton( f,df, xg, tol, kmax )
2 k<0, at <
3 X < Xp,
4. err < tol+1
5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6: ke—k+1
7 Xp < X
8 x < xp — f(xp)/df (xp)
9 err « |x — xp|
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Méthode de Newton

O(x) = x — ((I5(x) " F(x)

«O>» «Fr «E»r» « Ay




Mét

hode de Newton scalaire

Données :

f f:-R—R,

df la dérivée de f,

Xo donnée initiale, xg € IR,

tol la tolérence, tol € RY,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol un réel tel que

1: Fonction oo < Newton( f,df, xg, tol, kmax )

2 k<0, at <

3 X < Xp,

4. err < tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6: ke—k+1

7 Xp < X

8 x <« xp — f(xp)/df(xp) > x « ®(xp)
9 err « |x — xp|
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Algorithme Méthode de Newton vectorielle

Données :
f f:RV— RN,
Jf la matrice Jacobienne de f,
x0 donnée initiale, x0 € RV,
tol la tolérence, tol € R*,
kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :
Qo) un élément de RV proche de a.
1. Fonction ay, < Newton( f, Jf, x0, tol, kmax )
2 k0, atl «— I
3 x <« x0,
4, err<tol+1
5:  Tantque err > tol et k < kmax faire
6: k—k+1
7 Xp — x
8 h < Solve(Jf(xp), —f (xp))
9: x<—xp+h
10: err < Norm(x — xp)
11:  Fin Tantque
12:  Si err < tol alors = Convergence
13: Qo] <— X
14:  Fin Si

15: Fin Fonction

Méthode de Newton

«O> < Fr o« > «E>» E DA
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Méthode de point fixe scalaire

Données :
(o) : o R—R,
X0 . donnée initiale, xo € R,
tol : la tolérence, tol € RY,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN* . -
Résultat : Algorithme Méthode de Newton scalaire
agol ¢ un réel tel que [P (agol) — aol| < tol Données :
(ou [Blaw)—anal < ) f © f:R—R,
avor|+1 ) df : la dérivée de f,
X0 : donnée initiale, xg € R,
1: Fonction ayo) «— PtFixe( @, Xo, tol, kmax ) tol : la tolérence, tol € R,
2 k <0, aol < I kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
3 X« X, fx — ®(xp), Résultat :
4 err < |fx — x| = ou ':jr‘l‘ agol 1 un réel tel que
5. Tantque err > tol et k < kmax faire . .
6 ke ka1 1: Fonction ay, < Newton( f,df, o, tol, kmax )
; e fx 2 & (x> x—f(x)/df(x))
8 i b(x) 3: Qtol < I.;'tFixe(dD,xo,tol,kmax)
i 4: Fin Fonction
9 err « |fx — x| = ou L\\Jr‘l‘
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

«O> «Fr o« >« > A
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Méthode de point fixe scalaire

Données : Algorithme Méthode de point fixe vectorielle
® o ¢:R—R, Données :
Xo : donnée initiale, xp € R, ® .o KN KN,
tol : la tolérence, tol € RY, x0 . donnée initiale, x0 € KV,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN* tol : la tolérence, tol € R,
Résultat : kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
agol : un réel tel que |P(ato1) — aol| < tol Résultat :
(ou (D“:.:"‘}iiw‘ < tol) @i ¢ un réel tel que |[D(aio) — @iol| < tol
1: Fonction a1 < PtFixe( ®, xg, tol, kmax ) ; Fo[r:c:u:)n g:”ll : glee\’eC( .20, tol, kmaxc )
2 k <0, ato < I (_’ 0(_
3 x e x, fx — D(x), i :H :ﬁ&ﬁixuum)’ oy 15
4 err « |fx — x| = ou 2= . X+
x[+1 5. Tantque err > tol et k < kmax faire
5. Tantque err > tol et k < kmax faire 6 ke—k+1
6 k—k+1 7 x « fx
7 x « fx 8 fx — ®(x)
B e () o e |fex| >ou [
9 err « |fx — x| >ou fl‘ 10:  Fin Tantque
10:  Fin Tantque 11:  Si err < tol alors
11:  Si err < tol alors = Convergence 12 Qol — X
12: Qo] < X 13:  Fin Si
13- Fin Si 14: Fin Fonction
14: Fin Fonction
A4O0> «F>» «E» « » = Qv
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Algorithme Méthode de point fixe vectorielle

Données :
[} c oKV S KV,
x0 . donnée initiale, x0 € KV,
- tol : la tolérence, tol € R*,
getho'de de Newton vectorielle kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
;)nnees : P RV Résultat :
Jf : Ia-matr;Jacobyienne de f G @ un réel tel que [®(aa) — awal < tol
. P N
:ol : ldo:nle’e |n|t|a|te,1x60]§+]R ' 1: Fonction @y, < PtFixeVec( ®,x0, tol, kmax )
ol : la tolérence, to
! ' 2 k0, il
Rl;rsr:lalatcat nombre maximum d'itérations, kmax € IN* 3 x ij ;;IH ¢®(X0), .
: —x
@ ¢ un éléement de RV proche de a. 4 e | —x| . & ol 1
5. Tantque err > tol et k < kmax faire
1: Fonction ay, < NewtonVec( f, Jf, x0, tol, kmax ) 6 k— g{+ 1
2 &« (x> x — Solve(Jf(x), f(x))) v ),;f ®
3 @yol « PtFixeVee(®, x0, tol, kmax) 8 — o) e
4: Fin Fonction 9 err « |[fix — x| B oU 1

10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors
12: Qo] < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

«O> < Fr o«

> < >

DA
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Exemples
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Représentation de 4 suites de Newton avec

c=-3/2
{ﬁ(xl,xZ) =
fz(X17X2)

1
—X1 tXx2—3

25 (10x + 1)

CcC— X1

=0

=0.

()

«
= (0.00; 1.45) 1
=(—0.31; — 0.98) i
44 :—-zof( 0.74; 1.46) i)
<y = (~0.90; —0.03) Jo
/’ I:
S |
’
3 ,' !
! 1
/ !
7 !
ki
7
2
c= —1.50 ,l' /
I
1 e
— *"’.‘ "
« .
o ~ . /Q_.__/
'<:. Si~e A
-1 —
-3 -2 1

Exemples
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A

o9 = (0.00; 1.45)
4z =(—0.31; — 0.98)

<

1
1
II II
4 - xxxy = (—0.74; 1.46) i)
<z = (—0.90; —0.03) ;o
/’ 1
III I: I
’ 1
3 l’ 1
III ‘l
Représentation de 4 suites de Newton avec /I
!
c=-3/2 o 2
S c=
fl(xl,XQ):—x13+x2—% =0
fz(Xl,Xz) = %(10X2+1)2+C—X1 =0.
1 :
Conclusion? o
0 =
<
-1
-3
~ Résolution de systémes non linéaires

£ 9Dae
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(a) Bassin d'attraction des racines

(b) Nombre d'itérations de convergence
Figure: Méthode de Newton
~ Résolution de systémes non linéaires
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Exemple complexe : z3 — 1 = 0, fractale de Newton

on peut poser z = x + 1y, et le systéme équivalent devient

{ﬂ(x,y>—x3—3xy2—1 -0

fa(x,y) = 3x?y — y3 =0.

(a) Bassin d'attraction des racines (b) Nombre d'itérations de convergence
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
e e e B



Exemple complexe :

73

— 1 =0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 1 sur les bassins d'attraction
«O» «F>» «E» «E>» DA™
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Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 2 sur les bassins d'attraction
«O» «F>» «E» «E>» DA™
~ Résolution de systémes non linéaires Exemples



Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 3 sur les bassins d'attraction
«O» «F>» «E» «E>» DA™
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Exemple complexe : z3 — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 1 sur les nombres d'itérations

«O>» «Fr «E»r» « > E DA
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Exemple complexe : z3

— 1 =0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 2 sur les nombres d'itérations
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
~ Résolution de systémes non linéaires Exemples



Exemple complexe : z3 — 1
P P

= 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 3 sur les nombres d'itérations
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
~ Résolution de systémes non linéaires Exemples



)

Exemple complexe : z° — 1 = 0, fractale de Newton

(a) Bassin d’attraction des racines (b) Nombre d'itérations de convergence

[~1.5,1.5] x [~1.5,1.5]
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Exemple complexe : z> — 2z 4+ 2 = 0, fractale de Newton

(a) Bassin d'attraction des racines. En rouge zéne de (b) Nombre d'itérations de convergence. En blanc
divergence z8ne de divergence

[—2,2] x [—2,2]
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