EXERCICE 6

Soit f une fonction de classe C! sur [a, b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et A = W. On note ®(x) = x — @

Q. 1 Montrer que si pour tout x € [a,b] on a

min(A(x —a), A\(z — b)) < f(z) < max(A(z — a), \(z — b)) (P-1)
alors ®([a, b]) < [a, b]. o
R. 1 Si A > 0, I'inéquation (P-1)) devient
Mz —0b) < f(z) <A(x—a)@a<x—@<b
sa<P(z)<b
Si A < 0, I'inéquation (P-1)) devient
Az —a) <f(x)<>\(x—b)<:>a<x—@<b
<a<P(x)<b
Q. 2 Montrer que si pour tout x € [a,b] on a
min(0,2)\) < f'(z) < max(0,2)) (P-2)

alors |®'(x)] < 1.



R. 2 Si A > 0, 'inéquation (P-2) devient

/
O<f’(a:)<2)\<:>0<f§\x) <2
/
@—1<1—f§$)<1
= -1<d(z) <1
Si A < 0, I'inéquation ([P-2|) devient
/
2)\<f’(zc)<0<:>0<f§\$)<2
/
@—1<1—f§x)<1

= -1 <d(z) < 1.

On se place sous les conditions (P-1)) et (P-2).

Soit xg € [a, b] donné et on note

Lyl = T — f(ik), Vk e IN.

Q. 3 Montrer que la suite (xk) est bien définie et qu’elle converge vers l'unique solution o € [a,b] de f(x) =0. ©

kelN

R. 3 Sous les hypothéses (P-1]) et (P-2) on a ®([a,b]) < [a,b] et Va € [a,b], |®'(z)| < 1. Comme f est de classe C! sur
[a, b], un fermé borné, la fonction ® I'est aussi et on a alors:

L < 1, tel que, Y € [a,b], |®'(z)] < L.

Les hypothéses du Théoréme de convergence globale du point fixe sont vérifées, et donc



e comme xp,1 = P(xy), la suite (x) est bien définie,
e la fonction ® admet un unique point fixe « € [a, b],
e la suite (x) converge vers ce point fixe.

Comme ®(a) = o — @ et ®(a) = «, on obtient f(a) = 0.
L’unicité de la racine est immédiate. Supposons qu'il existe 8 € |[a, b], tel que f(S) = 0. Dans ce cas on a ®(f)

b — @ = 3, et B est un point fixe de ® or celui-ci est unique, donc g = «.




