Théoréme : Convergence locale de la méthode du point fixe

Soit o un point fixe d'une fonction ® de classe C! au voisinage de a.

Si |[®'(a)] < 1, alors il existe § > 0 pour lequel z;, converge vers « pour tout xq tel que |xg — a| < §. De plus, si
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si ®'(a) # 0, la convergence est d’ordre 1 (exactement).
Proof. On va construire un intervalle fermé borné, noté V), pour lequel les hypothéses du Théoréme sont vérifiées.
Comme @’ est continue dans un voisinage de a avec |®'(a)| < 1, alors il existe 8 > 0 tel que
Vrela—B,a+ B[, [9(z) <1.
On propose ici une démonstration de ce résultat.

o En notant I le voisinage de a ot @ est C!, et comme @’ est continue en «, on a
Ve > 0, 946 > 0 tel que Yz € I, (\x—oc| < B= [d(z) - P(a)] < 5).

On note M = ®'(«) et on prend e = 1 — | M| qui est strictement positif car 0 = |M| = |®'(«)| < 1. Dans ce cas,
il existe > 0 tel que Ja — B, a + B[c I et

Veel, (\x—a\<ﬁ:> \@’(x)—M\<1—|M\>.

Soit x € I tel que |[x — a| < 3, c’est a dire x €]a — 5, + [, alors on a
D' (z) - M| <1—|M|e —-1+|M|<®(x)-M<1-—|M|
e —1+M+ M| <®(@)<1+M-—|M|
Comme —|M| < M < |[M|,ona M + |M|>0et M — |M| <0, ce qui entraine
D' (z) - M| <1—|M|= —-1<d(z)<1.



En posant § = $/2 (par ex.), on obtient, en définissant V = [a — §, a + 9],
VeeV, |®(z)<1.
Comme l'intervalle V est un fermé et que 'application |®’| est continue sa borne supérieure est atteinte dans V :

1z € V tel que |®'(Z)| = sup |9’ ()]
xeV

On a donc L = |®'(Z)| < 1.
Montrons que ®(V) < V. En effet, d’aprés la formule de Taylor-Lagrange:
Vo eV, 3¢ €] min(z, o), max(z, a)[< V tel que

On en déduit
[@(x) — ®(a)| = |z — af|®(£)] < 8|P()] <0

Comme ®(a) = «, on obtient |®(z) — a| < J i.e. (x) € V.
On peut donc appliquer le Théoréme avec [a,b] =V = [a — §,a + J]) ce qui permet de conclure.
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