EXERCICE 6

Soit a € R, I =]ar_, [ un voisinage de av et ¢ € C'(I). On suppose que a est un point fixe de ¢ tel que

[¢'(e)] < 1.

Q. 1 a. Montrer qu’il existe § > 0 tel que pour tout x € V = [a — b, + 8], |¢'(z)] < 1.
b. Montrer que ¢ est contractante surV et que ¢p(V) < V.

c. Citer précisemment le théoreme du cours qui, a partir de Q. 1{d. et [}permet d’en déduire la convergence de
lalgorithme du point fixe vers o au moins a [’ordre 1.

R. 1 a. Puisque ¢’ est continue et que |¢'(a)| < 1, il existe § > 0 et un intervalle fermé V = [a— 0, a + ] <]a—, ai|
tels que pour tout x € V, |¢/(z)| < 1.
On propose ici une démonstration de ce résultat.

o Comme ¢ est continue en «, on a
Ve >0, 38 > 0 tel que Vz € I, <|33—04\ <B= l¢(z) - ¢ ()| < 5).

On note M = ¢/(«) et on prend € = 1 — | M| qui est strictement positif car 0 > |M| = |¢'(«)| < 1. Dans ce
cas, il existe 5 > 0 tel que |a — 5, + Blc [ et

Veel, <|:C—oz]<5:> ]¢’(x)—M\<1—|M|>.



Soit x € I tel que |x — a| < 3, c’est a dire x €]la — 5, a + [, alors on a
¢/ (x) — M| <1—|M|< -1+ |M|<¢(@x)-M<1-|M|
e —1+M+ M <¢(x)<1+M-—|M|
Comme —|M| < M < |M|,ona M + |M|>=0et M — |M| <0, ce qui entraine
¢/ (2) — M| <1—|M|= —1<¢(x)<1.

On a donc,

Ve ela—B,a+ 8], |¢'(z)] < 1.
En posant 0 = /2 (par ex.), on obtient, en définissant V = [av — 0, a + 0],

VeeV, |¥(x) <Ll

b. On pose

L = sup|¢/(z)| = max|[¢/(z)].
zeY xey

Comme V est fermé, L < 1. Soient (z,y) € V2. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe & €lz,ylc V
telle que

Puisque |¢/(£)| < L, on obtient
V(w,y) € V?, |¢(x) — ¢(y)| < Lz —y],

ce qui signifie ¢ est contractante sur V. De plus, si x € V, en utilisant la formule précédente avec y = a € V, on
obtient
[¢(2) —af < Ljz —af < |z —af <0,

et donc ¢(x) € V. Ainsi on a ¢p(V) < V.

c. Voici le théoréme du cours:



Théoréme : Théoréme du point fire dans R, application contractante

Soient I < R un intervalle fermé, non vide, et ® une application contractante de I dans lui-méme. Alors, il
existe un unique point a € [ vérifiant ®(«) = «. Le point « est appelé point fixe de la fonction ®. Pour
tout zg € I, la suite

Lltr1 = (I)(Cl?k), Vk e N (P—l)

est bien définie et elle converge vers o avec un ordre 1 au moins.

Soit zg € V et la suite (x)pen définie par algorithme du point fixe.

Q. 2 Montrer que, si xg € V\{a}, alors

: Lp+1 — & /
lim ——— = : P-2
k—1>+oo T —Q ¢ (&) ( )

R. 2 Avec zg € V\{a}, d’aprés Q. 1, la suite définie par xp,1 = ¢(x), Yk € IN converge vers o & 'ordre 1 au moins.
Comme « est un point fixe de ¢, i.e. a = ¢(«) et 1 = ¢(x), Vk € N, avec xg # o, on a Yk € N, 2 # . On a

donc
g1 —a _ plzg) — o)

T — Q T — Q
Comme la suite (1 )reny converge vers «a avec Vk € IN, xp # « et que ¢ est dérivable en v on obtient

i 2WE) — ¢(a)

k—+0 Tl —

= ¢/(a).




Q. 3 Supposons maintenant que ¢ € C*(V) et que

a.

b.

C.

vie[Lp], ¢(a)=0.
Montrer que la méthode du point fixe est d’ordre p + 1 au moins.

Montrer que, si xg € V\{a}, alors

by Tkl Pt (a)

kot (x, — )Pt (p+ 1)1 (P-3)

Que peut-on dire si ¢ (a) # 07

R.

3

a. Comme ¢'(a) = 0, alors (en particulier) |¢'(a)| < 1. D’aprés la question 1, cela signifie que pour tout xg € V,
la suite (21 )rew définie par 'agorithme du point fixe (P-1)) converge vers a.
Soit k£ € IN. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, il existe & €] min(«, xy), max(«, z1)| tel que

p i 1
L m () — dla) = ST FEZ O gy 4 T P )
Tipr — @ = $lar) — (o) Zl g ¢:éa>+ TSR

c’est a dire ( )p+1
oo e (P-1)

De plus, ¢ € C*(V), $PT1) est continue sur V, un fermé borné et donc
3C > 0, tel que Yz e V, |pPD(2)] < C.
Comme & € V, on déduit de (P-4 que

LT+l — X =

C
o 1)"% _ glptl

|2k —af <

et donc la convergence est d’ordre (p + 1) au moins.



b. La fonction gb(pH) étant continue et limy ., & = o, on a

lim o7 V(&) = 6 (a).

k—+4o0

Comme zg € V\{a}, on a Yk € N, x;, # a et donc (P-4]) peut s’écrire

Tp —o PTY(E)
(z), — )™t (p+1)!

(P-5)

En prenant la limite, on obtient

. Lp+1 — & 1 (p+1)
1 = p :
B (xp — )Pt (p+ 1)!¢ (@)
c. Soit € > 0. En multipliant (P-5|) par (zp — «)~¢ > 0, on obtient
_ (p+1)
Tl+1 o _ (xk o Oé)_€¢ (fk‘)
(v — a)ptite (p+1)!

Or (x—a)¢ — +m, et pPTD(z) — P+ (a) £ 0, ce qui entraine

r—a r—a
_ (p+1)
lim k1 Oi = lim (xp — &)_5¢—(€k‘) = 4.
k—+oo () — )P i (p+ 1!

Done, Ve > 0, la convergence n’est pas d’ordre p + 1 + €. Elle est d’ordre (p + 1) (exactement).
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