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9 Racines/zéros d’un polynéme

o degré 2 : Babylonniens en 1600 avant J.-C.

o degré 3 : Scipio del Ferro (1465-1526, mathématicien italien) et Niccolo Fontana (1499-1557,
mathématicien italien)

degré 4 : Ludovico Ferrari (1522-1565, mathématicien italien)

degré 5 : Paolo Ruffini (1765-1822, mathématicien italien) en 1799, Niels Henrick Abel (1802-1829,

mathématicien norvégien) en 1824, montrent qu'il n'existe pas de solution analytique. @ Recherche des zéros d'une fonction g
o Méthode de dichotomie ou de bissection o
o Quelques définitions et résultats
o Points fixes d'une fonction (dimension 1) @ Reésolution de systémes non linéaires
e o Point fixe

o Méthode de Newton
o Exemples

© 0O

(a) Niccolo Fontana 1499-1557,

(b) Paolo Ruffini 1765-1822,
mathématicien italien

(c) Niels Henrick Abel 1802-1829,
mathématicien italien

mathématicien norvégien
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Plan

© Recherche des zéros d'une fonction ©

o Méthode de dichotomie ou de bissection g
o
Q

© o

o

o Q

o o
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Note
principe de la méthode de dichotomie : Soit / un intervalle contenant un unique zéro de la
fonction f, on le divise par son milieu en deux intervalles et on détermine lequel des deux contient
le zéro. On itére ce processus sur le nouvel intervalle.
° a9 = a, bo:betxo:%b,
e Vke N
dk+1 = bk+1 = Xk si f(Xk) = 0,
Ak+1 = Xk, brp1 = bk si f(be)f(x) <0,
k41 = ak, brky1 = xx sinon (i.e. f(ak)f(xx) <0.)
et
Xk+1 = (Ak+1 + brs1)/2.
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
i il caen das s | il 2 dletim i e il L
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Note

principe de la méthode de dichotomie : Soit / un intervalle contenant un unique zéro de la

fonction f, on le divise par son milieu en deux intervalles et on détermine lequel des deux contient
le zéro. On itére ce processus sur le nouvel intervalle.
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Exercice 1 &
On suppose que la fonction f est continue sur [a, b], vérifie f(a)f(b) < 0 et qu'il existe un unique
a €la, b[ tel que f(a) = 0.
Q.1 -
@ Montrer que les suites (ax) et (bx) convergent vers a.
@ En déduire que la suite (xx) converge vers a.
Q.2
@ Montrer que pour tout k € IN, |xx — a| < é’k;ﬁ.
. Ly . log(2=2
@ Soit € > 0. En déduire que si k > %(g(g)—) —1alors |xx — a| <e.
«40>» «F»>» «E>» «E>» = N&2
o e ikt oa 4o

2024/10/08 7 /85



Proposition

Soit f : [a,b] R — R une fonction continue vérifiant f(a)f(b) < 0 et admettant « €]a, b[
comme unique solution de f(x) = 0. Alors la suite (x)ken définie par la méthode de dichotomie
converge vers « et

—a

<W7 Vk e IN.

X — o

log(£52)

g

On a alors Ve > 0, Yk >
[xk —a| <e.
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Algorithme

o Que cherche-t'on?

Résultat

Qe un réel tel que |a. — o] < e.

e Quelles sont les données du problémes?
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Algorithme

o Que cherche-t'on?

o Quelles sont les données du problémes?
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Algorithme

o Que cherche-t'on?
Résultat

Qe un réel tel que |a. — o] < e.

e Quelles sont les données du problémes?

Données : a, b deux réels a < b,
f f :[a, b] € R — R vérifiant les hypothéses
de la proposition ,
€ un réel strictement positif.

40> «F»>» «E>» «E>» Q™
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Algorithme 1

Algorithme 1

b—a

|
o BCEED)

b—a
P E( log(*2) )

> E, partie entiére 1 log(2)

kmin

. Initialisation de xq

30 Qe Xkmin

) [Calcul de la suite (x)f™iz par dichotomie]\

: Pour k < 0 a ky;, — 1 faire

g A W N

> E, partie entiére

Calcul de la suite (xx4+1) par dichotomie
: Fin Pour
61 Qe < Xy
40> «F»>» «E>» «E>» = Q>
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Algorithme Méthode de dichotomie : version 1

a, b deux réels a < b,

f . f:la,b] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 8,
un réel strictement positif.

un réel tel que [x — a| < eps.

Données :

eps
Résultat : x

1: Fonction x « Dichotomiel( f, a, b,eps )
. kmin « E(log((b — a)/eps)/log(2))

3 A, B, X e Rkmintl = A(k + 1) contiendra a, ...

4 A(l) < a, B(1) < b, X(1) « (a+ b)/2

5. Pour k < 1 a kmin faire

6: Si f(X(k)) == 0 alors

7: Ak +1) < X(k), B(k+1) < X(k)

8 Sinon Si f(B(k))f(X(k)) < 0 alors

9 Ak +1) « X(k), B(k+ 1) < B(k)

10: Sinon

11: Ak +1) « A(k), B(k+1) « X (k)
12: Fin Si

13: X(k+1) «— (A(k+1)+B(k+1))/2
14:  Fin Pour

15 x < X(kmin + 1)

16: Fin Fonction

Er «=>» =
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Algorithme 1

b—a

I
L kin < B(%E50)

.
3: Pour k < 0 a ky;, — 1 faire
[Calcul de la suite (xx+1) par dichotomie

Algorithme 1

log(22)
E(Ser)

> E, partie entiére 1:

Kimin <

IR 2: a9« a, bp — b
3: X0<—a°;b°

4: Pour k < 0 a ky;, — 1 faire

5: Fin Pour

B Qe < Xuin 5. Sif(xx) == 0 alors
6: A1 < Xk, brr1 < Xk
7: Sinon Si f(x)f(bx) < 0) alors
8: a — Xk, b — b,
NG 4 LAt Ky brt1 K
9:  Sinon
10: A1 < Ak, b1 — X
11:  Fin Si
12: Xkl < %
13: Fin Pour
14: Qe < Xkpin

«O» «F» « » «E»

A
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Algorithme : versions 2, 3 et + si affinités

A+B

e A=a, B=bet xo =57,

o Vk e [0, kpin — 1],

A=B= Xk
A = xx, B inchangé

si f(Xk) = 0,
si f(B)f(x) <0,

B = xk, Ainchangé sinon (i.e. f(A)f(xc) <0.)

et
A+ B

2

Xk+1 =

AO> «Fr « ae
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Algorithme Méthode de dichotomie : version 2

Données : a, b deux réels a < b,

f : f:[a,b] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 8,
eps : un réel strictement positif.

Résultat : x un réel tel que |x — a| < eps.
1: Fonction x < Dichotomie2( f,a, b,eps )

2:  kmin « E(log((b — a)/eps)/log(2))

3 X e Rlmintl > X(k + 1) contiendra x, ...
4 A<—a B b X(1) < (A+B)/2

5. Pour k < 1 a kmin faire

6: Si f(X(k)) == 0 alors

7: A — X(k), B X(k)

8 Sinon Si f(B)f(X(k)) < 0 alors

9

: A — X(k) = B inchangé
10: Sinon
11: B «— X(k) = A inchangé
12: Fin Si

13 X(k+1) < (A+B)/2
14:  Fin Pour

15 x < X(kmin + 1)

16: Fin Fonction

40> «F»>» «E>» «E>» =
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Algorithme Méthode de dichotomie : version 4

Données : a, b : deuxréelsa< b,
f © feC%[a,b];R) et f(a)f(b) <0
eps @ un réel strictement positif.
Résultat :  x un réel tel que |x — a| < eps.

1: Fonction x — Di(:hot(nni(34( f,a, b, eps )
22 A BeR

33 A<«a, B—b x—(a+b))2
4:  Tantque |x — A| > eps faire

5: Si f(x) == 0 alors

6: A—x, B—x

7 Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors
8 A«—x

o: Sinon

10: B «— x

11: Fin Si

12: x—(A+B)/2

13:  Fin Tantque

14: Fin Fonction

= B inchangé

= A inchangé

2024/10/08 14 / 85

Algorithme Méthode de dichotomie : version 3

Données : a, b deux réels a < b,

f : f:[a,b] € R — R vérifiant
les hypotheses de la proposition 8,
eps : un réel strictement positif.

Résultat :  x un réel tel que |x — a| < eps.

1: Fonction x « Dichotomie3( f, a, b, eps )

2:  kmin < E(log((b — a)/eps)/ log(2))

33 A BeR

4 A<«a, B—b, x<—(at+bh)2

5. Pour k — 1 a kmin faire

6: Si f(x) == 0 alors

7 A—x, B—x

8: Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors

9: A—x = B inchangé
10: Sinon
11: B «— x > A inchangé
12: Fin Si

13: x<— (A+B)/2
14:  Fin Pour
15: Fin Fonction

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Méthode de dick B am b 1R

Que pensez vous de cet algorithme?

Algorithme Méthode de dichotomie : version 5

Données : a, b : deux réels a < b,
f : feC%[a,b];R) et f(a)f(b) <O.
Résultat :  x un réel tel que f(x) = 0.

1: Fonction x « Di(:hot()miu5( f,a, b )
2 A BeR

3 A<«—a B—b x—(a+h)/2, xp—a
4.  Tantque x ~=xp faire
5: Si f(B)f(x) < 0 alors
6 A—x

7 Sinon

8 B —x

9

> B inchangé

> A inchangé
: Fin Si

10: Xp «— X

11: x—(A+B)/2

12:  Fin Tantque

13: Fin Fonction

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Proposition: Formule de Taylor-Lagrange d’ordre n
Soit n€ IN et f € C"([a, b]) dont la dérivée n-iéme est dérivable sur ]a, b[. Alors
© Recherche des zéros d'une fonction ° e pour tout x, y dans [a, b], x # y, il existe { €] min(x, y), max(x, y)[ tel que
Qo
Z Quelques définitions et résultats ° 3 (k) (x —y)mt (n+1)
u u niti u f =f f f n 1
° () = Fly) + Z ) + T e &)
o 5 . B
8 5 e Vte [a,b], Vhe R* vérifiant (t + h) € [a, b], il existe & €] min(t, t + h), max(t, t + h)| tel quel
5 ) (k) pt1 (n+1)
f(t+h)="f(t f 4 2
(t+h) = )+Z O+ it @) 2
40> «F»>» «E>» «E>» = Q> 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
IR Echereheldza st ron d Unelfonction NI Qi lAEs dERRitions el Qi lATEs dERhitions el
@ Definition Exercice 2 &
Q.1
Soient (E, d) et (F,d) deux espaces métriques, et f : E — F une fonction Montrer que les fonctions lipschitziennes sont uniformément continues
Soient / un intervalle et f € C1(/; R)
e On dit que f est Lipschitzienne de rapport K € R, ou K-lipschitzienne sur A c E si
Q.2
On suppose que f’ est bornée, i.e.
Vixy) € A2, A(f(x), F(y) < Kd(x.y). Prosed
!
<
e On dit que f est contractante sur A c E si elle est lipschitzienne de rapport K € [0, 1] AL Ry, tel que ¥xel, [F()[<L
sur Ac E. Montrer que f est lipschitzienne de rapport L
e Toute application lipschitzienne est uniformément continue Soit L € R.;. On suppose f lipschitzienne de rapport L
e Toute application uniformément continue est continue. Montrer que f’ est bornée.
Les réciproques sont fausses.
40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
I e e e S T Ol T
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Soient (E,d) un espace métrique et (ulk]), .y une suite d’éléments de E convergeant vers a € £
@ Definition avec, Vk e IN, ulkl = q.
Soit p € [1, 4+0o0].
Soient (E,d) un espace métrique et (ulkl),cv une suite d’éléments de E convergeant vers La suite converge vers a a I'ordre 1 (exactement) si
ac E avec, Yke N, ulk + q. e
. . . L k+1
. u a
Soit p € [1, +o0[. On dit que cette suite converge vers o avec un ordre p au moins si Juel0,1], tel que ) lim d((i( = ) )) - 5)
—+00 ut"l
3JC >0, Fkg € IN, tels que Yk = ko, d(ul“H a) < Cdw, a)P. (3)
Dans ce cas la convergence est dite linéaire.
ot C<lsip=1.
On dit que cette suite converge vers a avec un ordre p (exactement) si elle converge a I'ordre . , o ) L.
p au moins et si e Si (5) n'est vérifiée pour aucun p €]0, 1], alors la convergence est dites sous-linéaire.

d(ul+1, @) e @ La suite converge vers o a I'ordre p > 1 (exactement) si

e Si (5) est vérifiee pour p = 0, alors la convergence est dites super-linéaire .

Ve > 07 kETOO d(u[k],a)P+5

d(u[kH],a)

Ju >0, telque lim ———~ =p. (6)
. k—+00 K] )P
Exemples de distances: o d(ul, @)
e d(x,y) =|x—y|dans R, C, Z ou Q et dans ce cas la convergence est super-linéaire.
o d(x,y) = |x — y| dans R", ou |.| est I'une quelconque des normes habituelles. La convergence d’ordre 2 (resp. 3) est dite quadratique (resp. cubique).
Ordre 1 : convergence linéaire, ordre 2 : convergence quadratique _ _ _ Plus I'ordre est éleve, plus la convergence est rapide _ _ _
«O» «F>» «F>» «E>» ] Q> «O» «F>» «F>» «E>» ] Qv
IR Echereheldza zeond Unelfonction NI Gzt i D & et 2024/10/ 0 M22Y/ 155 et i D it Gt
®(x) = sin (x) = point fixe: @ = 0 (P() = ). k Xk Ixc — af
. @ 0 1.0000e+00 1.0000e+00
Exercice 3 & Xer1 = O(x) 10 4.6296e-01 4.6296e-01
. N 2
Soient | = [0,7/2] et { A R . Soit xp € I\{0}. Pour tout k € IN, on pose Y 10° 1.6885e-01 1.6885e-01
x > sin(x) M 103 5.4593e-02 5.4593e-02
_ |y=2@ 10* 1.7314e-02 1.7314e-02
Xk+1 = P(xk). 147 s
10° 5.4770e-03 5.4770e-03
1.2 w -
Q.1 .
@ Montrer que la suite (xk)kew est bien définie. 1.0
@ Montrer que la suite converge vers a € | que |'on déterminera. oy -
S| S 107
Q.2 $(f§ é
@ Montrer que %
— £
lim M —1 4
k—+o  |xx — al 0.4 10-
@ La convergence est-elle linéaire? Justifier. i i
02 4 10° 10* 10? i 10° 104 10°
. e e . . , z Convergence sous-linéaire — trés leeeeent !!!
02 04 g 1o 12 14 16 E -

«40>» «F>r» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E» = Q™
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© Recherche des zéros d'une fonction

Qo
Qo
Q
Qo
Q

o Points fixes d'une fonction (dimension 1)

o Q
Q

o Qo
Qo Q
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Points fixes d'une fonction (dimension 1)

nar

Points fixes

Soit ¢ : [a, b] € R —> R une fonction donnée. Rechercher un point fixe de ® revient a

Trouver « € [a, b] tel que
a=d(a).
L'algorithme de la méthode du point fixe consiste en la construction, si elle existe, de la suite

Xk+1 = (D(Xk), VkeN (7)

avec xg € [a, b] donné.

Supposons que la suite soit bien définie et qu’elle converge vers un point fixe o de .
e Que peut-on dire si xg = a?

e Que peut-on dire si xg # a?

2024/10/08 26 / 85

Exercice 4 &%

«E>» «E>» E DAX
Poins fxe d e fonvion (dimenion 1)
Soient [a, b] un intervalle non vide de R et ¢ une fonction continue de [a, b] dans lui méme (¢([a, b]) = [a, b]). Soit xo € [a,b]. On @ Théoréme : Théoréme du point fixe dans R (application continue)
considére la suite (xi)kenv donnée par
Xk+1 = O(xx) Yk € IN. (1)
Soient [a, b] un intervalle non vide de R et ® une application continue de [a, b] dans lui-méme. Alors, il
existe au moins un point « € [a, b| vérifiant ®(«) = . Le point « est appelé point fixe de la fonction ®.
Montrer que la suite (1) est bien définie (x. existe pour tout k € IN). De plus, si ® est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0, 1[), c'est a dire
Montrer que si la suite (1) converge, alors elle converge vers un point fixe de ¢. L <1tq. [P(x)— (])(y)‘ < Lx — y‘ V(x,y) € [37 b]z7 (8)
Existence du point fixe : montrer qu'il existe «v € [a, b] tel que ¢(a) = alors ® admet un unique point fixe a € [a7 b]'
On suppose de plus que ¢ est contractante, c'est a dire que Pour tout xp € [37 b]v la suite
Xk+1 = O] Xk Vke N 9
3Le[0,1] tel que, ¥(x,y) € [a, b, [¢(x) — $(y)| < Lix — yl. * () ©)
est bien définie et elle converge vers a: avec un ordre 1 au moins.
a7 On a les deux estimations suivantes :
’ @ Montrer que ¢ admet un unique point fixe a € [a, b].
@® Montrer que la suite (xk)kew converge vers a, pour toute donnée initiale xo dans [a, b]. [xk —a| < Lk|Xo —al, Yk =0, (10)
5 _
[Algo] Ecrire I'algorithme du point fixe (fonction PointFixe) permettant de résoudre I'équation ¢(x) = x |X’< - al < 1-1L |Xk - Xk—1|7 Vk =0, (11)
«40>» «F>r» «E>» «E>» = Q™ 40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
el e o W oGS _ Points fxes d n fonction (dimension 1) Peints fixes d'une foncion (dimension 1)
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Exercice 5 &
Soient / < R un intervalle fermé, non vide, (par ex., avec a < b, [a, b], [a, +0[, ] —00,a] ou R ) et & : | —> | une application contractante.
Soit xp € /. On considére la suite (xi)kern donnée par
X1 = P(xx) Vk € IN. (1) .
Théoréme : Théoréme du point fixe dans R (application contractante)
Montrer que la suite (1) est bien définie (x existe pour tout k € IN). Soient | = R un intervalle fermé, non vide, et ® une application contractante de / dans lui-méme.
On va démontrer que la suite (1) est une suite de Cauchy. Alors, il existe un unique point a € | vérifiant () = a.. Le point « est appelé point fixe de la
Q.2 fonction ®. Pour tout xp € /, la suite
@ Montrer que
VkeN, |xei1— x| < L¥xa = xol. )
@ Montrer que Xk+1 = Cb(Xk), Vke N (12)
VkeN, VI =20, [Xepr— Xksri-1] < L/|xk — Xk—1- 3)
@ En déduire que, est bien définie et elle converge vers o avec un ordre 1 au moins.
— P
VkeN, Vp =2, [xkrp—xk| < 11 LLL"|X1—X0\. (4)
Q.3
@ Déduire de la question précédente que la suite (1) est une suite de Cauchy.
@ Montrer que la suite (1) converge vers un point fixe de ® a I'ordre 1 au moins.
@ Montrer ['unicité du point fixe.
«40>» «F>» «E>» «E>» = Q> 40> «F»>» «E>» «E>» = Q>
_ Recherche des séros d'une fonction Points fixes d'une fonction (dimension 1) Painealfixestdietonction](dimensioniy)
@ Théoréme : Théoréme du point fixe dans R (application C*) &
c € c P . g
Soient / < R un intervalle fermé, non vide, et ® € C*(/) vérifiant ®(/) < | et @ Théoréme : Convergence locale du point fixe &
L < 1tel que Vx e/, |9'(x)] < L, (13)
Soit o un point fixe d’une fonction ® de classe C! au voisinage de a.
Soit xp € | et (xk)kew la suite définie par x,11 = ®(xx). On a alors Si |9'(a)| < 1, alors il existe § > 0 pour lequel x, converge vers a pour tout xg tel que [xo—a| < 6.
@ la fonction ® admet un unique point fixe o € /, De plus, si xo # a, on a
® VkeNN, xcel lim L2 o (a). (15)
) ’ k—+00 Xk —
la suite (xx) converge vers a avec un ordre 1 au moins. . '
® (xe) & si ®’(a) # 0, la convergence est d'ordre 1 (exactement).
@ Si xg # «, alors
. Xk+1 — Q@
lim + =d'(a) (14)
k—+0 Xk —Q
et, si ®'(a) # 0, la convergence est d'ordre 1 (exactement).
(O> «Fr «Er» «=>» = A0 (O> «Fr «Er» «=r» = A0
_ Recherche des zéros d'une fonction Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Points fixes d'une fonction (dimension 1)
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Points fixes attractifs et répulsifs On s'interesse ici au point fixe a = 1 de la fonction ® : x — x.

Y
2.01
1.5
Soit ® : [a, b] — [a, b] une application de classe C admettant un point fixe « € [a, b]. 10
e Si |®'(a)| <1 alors v est un point fixe attractif,
e Si |®'(a)| > 1 alors « est un point fixe répulsif. 051
o . . ~ T
—my=2%@)  _1_o5 0.5 1.0 1.5
—y=0-1(2)=VF
iy
ea=2(a)
Yy =T 0.5

Figure: fonction x? et sa fonction réciproque /x sur [0, +o0[
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/ . —1ys .
o) - 2 EIHERGRNR CUmETE.
Y
y Yy
1
12
1.0
D(xp . & -0
o6 “’tﬁ
0.8 o
D(xy
0.6 1 O(zy
06 0.6
P(zs
.49 B(z,
0.4 Suh
P02, 02 0.2
Bz S e &
87 4 L3 glg 1 z - T o T T z
02 04 06 08 1013 14° 2 o 06? 0870 12 14 02 04 o06 08 16712 14 d2 o4 o067 08 M0 12 14
-0.2
(a) xo = 1.40 (b) xo = 0.200
(a) xo = 1.05 (b) xo = 0.950
) ) Figure: a = 1, point fixe attractif de ®7* : x — /x
Figure: a = 1, point fixe répulsif de x — x
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Y
—y=®(x)=a’-z+1 ! !
—y=x 20 —y=b@)=—z+2
y v
—y=®(z)=z>—z+1 = 15 R
vy 0 %
Dz, 7 G
i . ’ i
(o 01 B "
B N i
Vi | 3 o5 0
1.0 k3 7o) 05
o0
05 & 10 3 20 05 S 20 03 10 13 20
0s (a) xo = 1.50 (b) xo = 1.50 (c) xo = 1.10
" Figure: a = 1, point fixe de fonctions affines particuliéres
T T T T T T T
02 04 06 08 1.0 127714 02 04706 ‘é@ﬁ“l,o 12 1.4
(a) xo = 1.2, v point répulsif (b) xo = 0.50, « point attractif

Figure: a = 1, point fixe attractif ou répulsif de x — x> — x + 1
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Paints fxee dune foncton (dimenson 1)

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

1 L 1 3 1 3
Ordres ®(x) = (x —1)° + = — points fixes: x = —=V3+>, x==v3+=
2 2 2 2 2
z.of/ k  xx Xk [xk — af [k — af
1 B(z) =@ -1 +} 0 % 5.0000e-01 1.3397e-01 1.3397e-01
— . a ) 1 g 7.5000e-01 1.1603e-01 1.1603e-01
R R = i 2 45 5.6250e-01 7.14756-02 7.1475e-02
3 ;756 6.9141e-01 5.7432e-02 5.7432e-02
Soit p € IN*, et ® € CP*1(V) pour un certain voisinage V de « point fixe de ®. Si ¢()(a) = 0, 4 | 5.9523e-01 3.8744e-02 3.874de02
pour 1 < i < p, alors la méthode de point fixe associée a la fonction ® est d’ordre (p+ 1) au moins 104 ’ e ’ " ’ "
et ) - 5 6.6384e-01 2.9864e-02 2.9864e-02
. Xky1 — @ « G
lim = (e) (16) ;,{:
koo (i — )Pt (p+ 1)! 1]
Elle est d'ordre (p + 1) (exactement) si ¢(P+1)(a) £0. 10 : 6.2789e-01 6.0842e-03 6.0842e-03
voir exercice : 4% ¢enTIT T 15 7o .
20 : 6.3370e-01 2.7011e-04 2.7011e-04

1 3
a=—=V3+Z da)=a, @) =—3+1#0et|d'(a) <1 = convergence d'ordre_1
2 2 «O» «F P «E>» «E>» 2 Q¥

«40>» «F>r» «E>» «E>» = Q™
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®(x) = (x—1)> + 1 —> points fixes: x =1, x =2

Y
2.0 9
—y=®(x)=@—-12+1
—y==z
1.5+
()

0.5

a=1 ¢®a)=a, P()=0etd"(a)=2#0 =

Algorithme générique du point fixe

kX Xk [xk — «f [k — af
0 é 5.0000e-01 5.0000e-01 5.0000e-01
1 z 1.2500e+00 2.5000e-01 2.5000e-01
2 ig 1.0625e+00 6.2500e-02 6.2500e-02
3 5% 1.0039e+00 3.9062e-03 3.9062e-03
4 1.0000e+00 1.5259e-05 1.5259e-05
5 1.0000e+00 2.3283e-10 2.3283e-10
6 1.0000e+00 5.4210e-20 0.0000e+00
z |7 1.0000e+00 2.9387e-39 0.0000e+00

convergence d'ordre 2

40> «F»>» «E>» «E>»

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

XK+ = ¢(X(k)), vk e N, avec x© e [a, b] donné.

2024/10/08

Algorithme Méthode de point fixe :

tque formel

version Tan-

Répéter formel

Algorithme Méthode de point fixe

1: k<0 1. k<0

2: Tantque non convergence faire 2: Répéter

3: Xk4+1 < ‘D(Xk) 3: k<—k+1

4: k—k+1 4: Xy < ¢(Xk_1)

5: Fin Tantque 5: jusqu’'a convergence
6: (ol — Xk = le dernier calculé. 6: Qo] < Xk

= le dernier calculé.

e On n'est pas siir de converger = kmax: nb maximum d'itérations,

e Si on converge, on s'arréte dés que |®(xx) — x| = |xk+1 — xk| < tol.

40> «F»>» «E>» «E>»

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

¢(x)=(X—1)3+1: points fixes: x =1, x=2,, x=0

1.54

0

()

0.5

k X Xk [xk — @ |xk — af

0 é 5.0000e-01 5.0000e-01 5.0000e-01
1 ? 8.7500e-01 1.2500e-01 1.2500e-01
2 gTé 9.9805e-01 1.9531e-03 1.9531e-03

134317727

3 Boireg  1-0000e+00  7.4506e-09  7.4506e-09
4 . 1.0000e+00 4.1359e-25 0.0000e+00
5 .0000e+00 7.0747e-74 0.0000e+00
6 .0000e+00 3.5411e-220 0.0000e+00

a'% Ty 15

a=1 ®a)=a, ®(a)=0, ®"(a)=0et ®”(a) =60 = convergence d'ordre 3

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™

Algorithme Méthode de point fixe : version Tantque formel

avec critéres d'arrét

k<0

:err — |P(xg) — Xof

. Tantque err > € et k < kmax faire
k—k+1

Xk — D(xk—1)

err «— |®(xq) — xk|

: Fin Tantque

: Si err < tol alors

©@®N RN

: Fin Si

=
1S)

[®(x0)—xo|
[xol+1

[ (i) —xi|
[ +1

= Convergence
ol — Xk > |®(ago1) — o] < tol

Algorithme Méthode de point fixe : version Répéter formel
avec critéres d'arrét

© N Ws W N

k<0

: Répéter
err « |®(xg) — x| > ou %

X1 < D(xk)

k—k+1

: jusqu’a err < tol ou k > kmax
. Si err < tol alors

Qo < Xk = [®(agor) — o] < tol
. Fin Si

= Convergence
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Points fixes d'une fonction (dimension 1)

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™

2024/10/08 45 / 85




Algorithme Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :
®:R—R,

Xo donnée initiale, xo € R,

tol la tolérence, tol € R,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

Qo) un réel tel que |®(ayo1) — agol| < tol

(ou 7‘”“‘,‘”‘ J—teall < tol)

1: Fonction a1 < PtFixe( @, xo, tol, kmax )

k<0, o) — I

X x, fx — ®(x),

err « |fx — x|

Tantque err > tol et k < kmax faire

k—k+1

x « fx

fx < ®(x)
err « |fx — x|

10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors

Qo] <= X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Algorithme Méthode de point fixe : version Répéter avec critéres d'arrét

Données :

@ : ®:R—R,

Xo . donnée initiale, xcR,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol ¢ un réel tel que [P (aor) — o] < tol

(ou 7"’":: “‘1‘1‘ < tol)

1: Fonction o « PtFixe( ®, xo, tol, kmax )

2 k=0, 001 —

3 X< X

4: Répéter

5: Xp < X

6: x < D(xp)

. [x—xp
8:

[

err « |x — xp| =ou

B o jusqu’a err < tol ou k > kmax

10:  Si err < tol alors
11: ol — X

12 Fin Si

13: Fin Fonction

= Convergence
= Convergence

Xk+1 *
e Méthode de la corde :

40> «Fr <«

2LV G
46 / 85
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f
Xk+1:Xk—ﬂ, Vke N
Ak

intersection droite de pente qx passant par ((xk), f(xx)) avec (Ox)

e Méthode de la sécante :

ol x_1 et xp sont données,
e Méthode de Newton :

omg =1

f(Xk) — f(Xk_l)

Xk — Xk—1

qk =

en supposant f’ connu, on prend

qk = f’(Xk).

40> «F»>» «E>» «E>» =

nar

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Points fixes pour la recherche de racines

formule de taylor :

F(x) =0 = O(x) = x+ f(x)
si F € CO tel que F(0) = 0 alors

Flix) =0 = &)L x+ F(f(x))

f(x) + hgi = 0

Si gk # 0, on obtient la suite itérative xx+1 = xx + hie.

Méthode de la corde

Exercice 6 &

Soit f une fonction de classe C! sur [a, b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et A = %. On note ®(x) = x — =5

Q.1

Montrer que si pour tout x € [a, b] on a

alors ®([a, b]) < [a, b].

Q.2

Montrer que si pour tout x € [a, b] on a

alors [®'(x)| < 1.

On se place sous les conditions (1) et (2).

Soit X € [a, b] donné et on note

Q.3

Montrer que la suite (X“)ksm

2024/10/08 48 / 85

Xk+1 = Xk —

f(x)
Ak

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

min(0,2)) < f'(x) < max(0,2))

Xk+1 = Xk — @, Yk e IN.

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

, Vke N

= X.

= X.

fla) =0 = f(xx) + hf'(§) avec h = a — x.
Soit gk ~ f/(£) et h solution de

(17)

40> «Fr «

it
v
a
it
v
it

ax
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f(x)

min(A(x — a), A\(x — b)) < f(x) < max(A\(x — a),A\(x — b)) (1)

est bien définie et qu'elle converge vers I'unique solution « € [a, b] de f(x) = 0.

«40>» «F»>» «E>» «E>» = Q™
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X = )

b—a

a

b

On pose ®(x) = x — 7=7; (%), alors X1 = D(x).

Proposition: convergence, méthode de la corde

Soit f € C1([a, b]) tel que f(b) # f(a) et A = %. On suppose de plus que Vx € [a, b]

min(A(x — a), \(x — b)) < f(x) < max(A(x — a), A\(x — b)) (18)
min(0,2)) < f'(x) < max(0, 2)\)

—f(a)

—a

On note (xk)ken la suite donnée par xg € [a, b] et pour tout k >0

alors la suite (x) est bien définie et converge vers I'unique racine « € [a, b] de f.

f(x
Xk+1 :Xk*%-

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

f(x), Vk e .

@ Proposition: ordre de convergence de la méthode de la corde &

Soit f € CY([a, b]) tel que f(b) # f(a). Soit (xk)ken la suite définie par la méthode de la corde

b—a
Xk+1 = Xk — =~ (xx), Vk € IN avec xo € [a,b
k+1 k f-(b) — f(a) ( k)? 0 [ ) ]
(19) Si cette suite converge vers « €]a, b[ alors la convergence est au moins d’ordre 1.
De plus, si f est de classe C? sur un certain voisinage V de a et si f'(a) % alors la
convergence est au moins d'ordre 2.
(20)
«O0>» «Fr «E>» «E» = HAW «CO> «F> «Er» «E» E 9aQ

Points fixes d'une fonction (dimension 1)
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Meéthode de point fixe : version Tantque avec critéres d’arrét

Données :

¢ : ®:R—R,
X0 : donnée initiale, xp € R,
tol : la tolérence, tol € R,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :
gl ¢ un réel tel que [P (aor) — o] < tol
(ou sl < o1

1: Fonction oy, < PtFixe( ®, xo, tol, kmax )
2 k<0, ol = &

3; X < Xo

4 err«—tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 Xp < X

8 x — ®(xp)

9 err «— |x — xp|

10:  Fin Tantque

11: Si err < tol alors

12 Qo < X

13: Fin Si

14: Fin Fonction

& ou -

= Convergence

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

] : :R—R,

Xo : donnée initiale, xp € R,

tol : la tolérence, tol € R*,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

gl ¢ un réel tel que |P(aor) — aol| < tol

(ou sl <o)

1: Fonction | < PtFixe( ®,xo, tol, kmax )

2 k0, ago) < &
b—a 3 XX,

P(x) X_f(b)—f(a)f(x) 4 err«—tol+1
5. Tantque ecrr > tol et k < kmax faire
6: k—k+1
7 Xp X
8 x «— d(xp)
9 err « |x — xp| & ou !
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors = Convergence
12 (ol — X
13 Fin Si
14: Fin Fonction

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Algorithme Méthode de la corde

Données :

f : f:R—R,

a, b : deux réels tels que f(a) # f(b),

X0 : donnée initiale, xo € R,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

gl ¢ un réel tel que |f(agl)| < tol

1: Fonction o) « Corde( f, a, b, xo., tol, kmax )
2 k0, apol — I
3 q— __b-a
F(b)—F(a)
4 X« Xg
5 err« tol+1
6:  Tantque err > tol et k < kmax faire
7
8:
9

k—k+1

Xp — X

)
10: err « |x — xp|

11:  Fin Tantque

12:  Si err < tol alors
13: Qgol < X

14:  Fin Si

15: Fin Fonction

= Convergence

40> «F>r « > «E» = Q™
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :
] B ]R — ]R )
W il R exemple 1 exemple 2
Rz‘;:i:at : nombre maximum d'itérations, kmax € IN* 3‘::;:::1:8 Méthode de la corde utilisant la fonction PtFixe k Xk |X/< _ a‘ ‘)’5( _ a| Xk |Xk _ a‘ ‘)’5( _ a|
ar + un reel tel que [O(aga) — ool < tol . R R, 0 2 8.0000e-01 8.0000e-01| §  8.0000e-01 8.0000e-01
(ou [Pl o (o a b dewreels tels que (a) # f(b), s 3
! - domienle o 1 % 3.2000e-01 3.2000e-01 % 1.3333e-01 1.3333e-01
. . tol a tolérence, tol € R,
3 Fanction aui  PiFGe( &, ol lanex ) kamax . nombre maximum dierations, knnax ¢ ¥ 2 g?g 5.1200e-02 5.1200e-02 % 2.9630e-02 2.9630e-02
— U, ol ésultat :
soxe e el e que )] oL 3 | 350 1.3107e-03 1.3107e-03 | 10571 5.3041e-03 5.3041e-03
: Ta;tju: e > tol et k < kmax faire 5 Fonction a1 < Corde( £.2, b, o, to, kmax ) 4 : 8.5899e-07 8.5899e-07 : 8.9573e-04 8.9573e-04
+ 2 9 MR-
7 Xp =X 3 O (xx—qxf(x) = définition de fonction
o - e PU(©, 5.l k) 5 3.6893e-13 3.6893e-13 1.4962e-04 1.4962e-04
9; err «— |x — xp| =ou 5: Fin Fonction
O Tantaue - Convergence 6 6.8056e-26 0.0000e+00 2.4947¢-05 2.4947e-05
12: Qo] — X
. Fin Si
1431 Fin :onction
10 6.463e-408 1.9250e-08 1.9250e-08

1, racinede f : x — x2 —1

e exemple 1 : a =0.000, b = 2.000, xo = 1.800,
e exemple 2 : 2 = 0.5000, b = 1.900, xo = 1.800.

L'exemple 1 converge beaucoup plus rapidement

40> «Fr «

ax

> =

>«
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3.0
2.5 2.5
Sflzo Sflzo
2.0] 2.0]
/ 1.5 15
/
/
15 15
1.0 1.0
/ e e
N ()
0.5 051
//’ ‘I’(«'lfllr/
/
% p o . . 0.5 o 0.5
T2 5740 15 Y20
/a flan
—%5 ~0.5]
~1.01 o5 1 o 15 " 2.0 ~1.01 0.5 T, 15 0 20

(a) représentation usuelle

(b) Représentation point fixe

(a) représentation usuelle

(b) Représentation point fixe

x — x% — 1 avec a = 0.50, b =1.90, xo = 1.80,
«O» «F»r « > «E>» Q™
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Figure: Exemple 1, méthode de la corde, o = 1, racine de f : x — x*> — 1 avec a = 0.0ﬂg, b =2.00, xo0 = 1.%9, o Figure: Exemple 2, méthode de la corde, o = 1, racine de f
4« 0» « L Q
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ers1

Hexemple 1: pente=2.000

1070

weexemple 1
10-20 seencmple 2 10

10766

10-0

10712

103

107158

108

k e

i1
107t

esexemple 2 : pente=1.000

1070 107 107 10% 1077 100 107% 107

(b) Représentation en échelle logarithmique de e,41 en fonction de e. Les pentes

(a) Erreurs en fonctions des sont calculées numériquement

x—x2—1

40> «F»>» «E>» «E>» =

nar

itérations
Figure: Exemples 1 et 2, méthode de la corde, a = 1, racine de f
Exemple 1 : % =2 et f'(a) =2 = convergence ordre 2.
Exemple 2 : % =2.400 # f'(a)) = 2 = convergence ordre 1.
_ Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Exercice 7 &

En —1700 av. J.-C., les babyloniens ne connaissaient que les
nombres rationnels (fractions) et ils utilisaient le systéme sex-
agésimal (base 60). Pour approcher la valeur v/2, ils utilisaient
comme approximation (voir tablette YBC 7289)

24 51

1+ 242
« +60+602+

10 _ 30547
603 21600

L'erreur commise est |a — /2| ~ 5.994e — 7.

Q.1

Comment feriez-vous pour trouver a la main une méthode permettant de trouver des nombres rationnels approchant v/2.

Q.2

Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de /a ou a est un réel positif.

Q.3

Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de /a ou a est un réel positif et n € IN*.

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

«40>» «F>r» «E>» «E>» =

ae
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hode de Newton

@ Proposition: convergence de la méthode de Newton

Soit f une fonction de classe C? sur un certain voisinage d'une racine simple o de f. Soit xo donné
dans ce voisinage, la suite (xx)kew définie par la méthode de Newton

f(xx)

Xk+1 = Xk — 7 (Xk), Vk e IN. (21)

est localement convergente d’'ordre 2.

= =

ax
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Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

> P:R—R,

Xo donnée initiale, xp € R,

tol la tolérence, tol € R*,

kmax nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol un réel tel que |P(ao1) — aol| < tol

(ou (2l _til <))

1: Fonction ayo « PtFixe( @, xp, tol, kmax ) [Méthode de Newton :|
2 k=0, a0 — f(x)
3 X< X0, D(x) = x — i)
4:  err —tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6: k—k+1

7 Xp <« X

8: x < ®(xp)

9: err < |x — xp| = ou ‘\\LI
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] <— X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction

2024/10/08 58 / 85
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AO> «Fr « ae

2024/10/08 59 / 85

Points fixes d'une fonction (dimension 1)




Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

[} : o:R— R,

Xo : donnée initiale, xp € IR,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

agol ¢ un réel tel que [®(aol) — o] < tol

(ou % < tol)

1: Fonction ay « PtFixe( @, xp, tol, kmax )
o k=0, a0 = F

3 X < X,

4 err « tol + 1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6: ke—k+1

7 Xp < X

8 x «— ®(xp)

9: err < |x — xp|

10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors

12: Qo] < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

[xp—x

B ou LT

= Convergence

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

Algorithme Méthode de Newton

Données :

f : f:R—R,

df . la dérivée de f,

X0 : donnée initiale, xp € R,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

il ¢ un réel tel que [P(agol) — agol| < tol

1: Fonction o, < Newton( f,df, xo, tol, kmax )
k<0, apl — T
X < Xo,
err < tol + 1
Tantque err > tol et k < kmax faire
k—k+1
Xp «— X
x < xp — f(xp)/df (xp)
err — |x — xp)|
10:  Fin Tantque
11:  Sierr < tol alors
12: ol < X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction

© @ N RE N

= df(xp) # 0

= Convergence

30
—fiae -1
25~ Doiu=1'(w0)(e —a0) + f(zo) s
P =Dy ry=f(a) (@ - ) + () g
=Dy :y=f'(@:)(w — ) + f(w2) 7.
2.07-Dy : y=f(w3)(x — 23) + f(w3) a /-f‘
77
15 77
z7
s 7
0.5 —
/ -
i — A
05 T T 20
Ji—
7/
e
A P

(a) représentation usuelle

Figure: Exemple 1, méthode de Newton, o = 1, racine de f

Points fixes d'une fonction (dimension 1)

0.5 4

T T Tl T
o5 16° 15 2.0

(b) Représentation point fixe avec

2
D oxo> x— XL
2x

x — x2 — 1 avec xo = 0.40,

«0» «F>»

Er o«

nar
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :
[ : o:R—R,
X0 : donnée initiale, xp € R,
tol : la tolérence, tol € R*,
kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN* - -
Reésultat : Algorithme Méthode de Newton scalaire
agl @ un réel tel que [P(aol) — atol| < tol Données :
(o)) —anall 1] f f:R—R,
(ou = < o)) df la dérivée de f,
X0 : donnée initiale, xo € R,
1: Fonction o) « PtFixe( d, xo, tol, kmax ) tol la tolérence, tol € R*,
2 k<0, a — I kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
3; X < Xp, Résultat :
4 err < tol+1 a1 un réel tel que
5:  Tantque err > tol et k < kmax faire
6: ke—k+1 1: Fonction a, < Newton( f,df, X, tol, kmax )
7 Xp < X 2 O (x> x— f(x)/df(x))
s x — &(xp) 3 ayol < PtFixe(®, Xo, tol, kmax)
px 4: Fin Fonction
[ err < |x — xp| sou i

10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors
12: Qo] < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Plus simple, plus court ... 777/ oac

Paints fxee dune foncton (dimenson 1)

= Convergence

2.0
15 \
10 N
051
J‘w 0.5
Har
051
N\
o] S N\ 0s
= Do : y=F(wo) (& — x) + flwo) \
1 =)z - o) +fla)
o =J'(x)(x — ) + faz)
=D :y=fas)(zx —x3) + flaz) . . . T
-2.0 e — 05 1.0 15" 2b

(b) Représentation point fixe avec

. x2 cos(x)
¢ xe x2 sin(x)—2 x cos(x) +x

(a) représentation usuelle

Figure: Exemple 2, méthode de Newton, a = %77, racine de f : x ~— x?cos (x) avec xo = 2.00,
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Points fixes d'une fonction (dimension 1)




hode de la sécante

€rt1

wrexemple : i

10711 wexemple : 1
srexemple |

reexemple : i

pente=2.074
pente=1.953

Alternative a la méthode de Newton lorsque I'on ne connait pas la dérivée de la fonction f :

f(Xk) — f(Xk_l)

. f(x) ¥ ———22
* X — Xk—1
; o Proposition: Convergence méthode de la sécante (Admis)
a) Représentation de la convergence, e, en fonction b) Représentation de I'ordre de convergence en échelle . . . .. ] . . .
ge)k P ' vere “ ' fog)aritﬁmique elk+1 en fonction de :k .gOrdre Soit f une fonction de classe C? sur un certain voisinage d’une racine simple « de f. Soient x_; et
théorique 2 Xo donnés dans ce voisinage tels que f(x_1) # f(xp) , la suite (xk)ken définie par la méthode de la
sécante
: A Xk — Xk—1
Figure: Méthode de Newton, convergence et ordre Xkp1 = Xk — = F(xx), Vk e IN. (22)
fxk) — f(>xk-1)

est localement convergente d'ordre % ~ 1.618.

40> «F»>» «E>» «E>» = Q>

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
| Recherche des séros dume foncon | peints fixes dune foncvion (dimension 1) Peints fixes dune fenction (dimension 1)

ek

Ch+1
10-1 _, | esexemple: f(z)=s?-1, pente=1.612
p _ 107° 1 eeexemple : f(x) =x%cosw, pente=1.608
. =f:x e zicose _
A :t\ o 5 (21, 1) = (o, fz) 107 -5
= s fen e
o NN o, f123) 105
2 s 4 AN )
R _ \'\'Q\- ) 1077 4
S P NN 1077
R _ 2 NNUSS
L~ g v e O A SO NN - 1070 4
' e AMte ) e s = e @ 107
PR T~ 05 TS 2.0 25 30
_ % P \,\\, o 10-1 10714
flephy ;- ~ -~ -2 \\\\\
- s DN
05 1% 15 b NNCX =
fiw: Cpe " AN o 107
e > N
fla = AN -1 :
. = P X 10-15 +4exemple : f(x) -
flex //"/-//'/ -1130.<:,,./<:,))Am,ﬂn,)) o BN oeremple : A i
T =D, ¢ (ro, flxo) (a1 £7) ’ k ex
7 =D, : (a1, fla1) > (aa f22) s 0 7 a 6 8 10 2
Lo =Ds ¢ (22, flz2)) = (23, fizs)
LF fe) = (o fz2) P
(a) f(x) = x2 — 1, x_1 = 0.000 et xo = 2.000 (b) f(x) = x?cos(x), x_1 = 1.000 et xo = 3.000
(a) Représentation de la convergence, e, en fonction (b) Représentation de I'ordre de convergence en échelle
de k logarithmique, e,1 en fonction de e, . Ordre
Figure: Méthode de la sécante

sori 1445
théorique =52 ~ 1.618

Figure: Méthode de la sécante, convergence et ordre
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Paints fies d'une foncion (dimension 1)

_ echerche des séros dlune fonetion | Point fixes dune fonction (dimension 1)




Plan Résolution de systémes non linéaires

©000O0OO

£

© Résolution de systémes non linéaires
Q
°
°

Soit ¢ € R donné.
{fl(Xl,Xz) = *Xf + X *%

40> «F»>» «E>» «E>» = Q>
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fa(x1,x2) = % (10x2 + 1)2 +c—xx =0.

=0 (23)

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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¢=0.00

Soient U = RN un ouvert et f € CO(U; RN)

)

~ —0.82:
%// Trouver ac € U < RN tel que
fl(al,...,aN)
fa(as,...,ay)
N 2\, s EN
4 =
— fla) =0 < :
0 -05 00 05 10 fN(a1,~~~7aN)

c= — 1.5

—
0s Trouver e € U < RN tel que
Pl 7
g o ¢1(&’1,...,(1N) a1
\ <D2(a1,...,aN) Qo
. 0@ —a — 1 .
\ \ .
Q o <l>N(a17~~~7aN)

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Théoréme : Point fixe de Banach YIYIYO%X &

Soit B un espace de Banach et U — B un sous-ensemble fermé. On suppose que ® : U — U
est une application strictement contractante, i.e.

Q
. 0 SLef0.1], [9(x) ~ )| < Lix—yl, Vix.y)eUxU. (24)
’ Al
ors
° © Reésolution de systémes non linéaires ) o . . .
g o Point fixe @ & admet un unique point fixe @ € U (i.e. unique solution de x = ®(x)).
5 o ® La suite des itérés xt<+1] = & (x[*]) converge vers a pour toute valeur initiale x[% € U.
o o @ Pour tout k € IN, -
Ha —x[H H < 1L7L Hx[’“] —xlo<i<k (25)
40> «F»>» «E>» «E>» = Q> «O> «Fr «E>» «E>» = Q>
Point fixe 2024/10/08 70 / 85 Point fixe

f: RY — R" une fonction suffisament réguliére. On défini la matrice Jacobienne de f, notée Jf,
par

ofi  0f ofy
2 2 L
g Jf — :1 :2 :N
ofy  ofy o
© Reésolution de systémes non linéaires > 2 T D
°© On a alors Yhe RN a I'ordre 1
© Methode de Newton f(x + h) ~ F(x) + Jr(x).h. (26)
°
<O «Fr «Er <Er T DA <O «@r «Er (Er T DA

Méthode de Newton Méthode de Newson




OnaVYheRN alordre 1

f(x + h) ~ f(x) + Je(x).h. (27)

trouver a tel que f(a) = 0.
Si x[¥] est proche de a, alors avec x = x[¥ et a = x[¥ + A

f(e) ~ f(x!) + 3¢ (x!¥1).h
On résoud le systéme linéarisé

f(xI) + 3¢ (xM).h =0 < Jp(xK).h = —F(xIH]).
On pose ®(x) = x — ((I¢(x)) " F(x). la _ s'écrit alors
x4 = (k) = x4 (35(c)) " Fxl4) (28)
o> «F> «Er» «E» T DaAC

Méthode de Newton

Théoréme : (Admis)

Soit f € C3(RN; RM). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en x, J¢(x) est inversible
dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors pour tout x[% suffisament proche de a la suite
définie par

-1
skt 1] [k ((Jf(x[k])) £(x ()

converge vers a et la convergence est d'ordre 2.

On résoud le systéme linéaire

((3e(x)) b = —F(x)

Remarque : Si I'on ne connait pas explicitement la Jacobienne de £, il est possible de calculer une

approximation de celle-ci en utilisant des formules de _

40> «F»>» «E>» «E>» =

2LV G
Méthode de Newton
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Théoréme : (Admis)

Soit f € C3(RN; RM). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en x, J¢(x) est inversible
dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors pour tout x[% suffisament proche de a la suite
définie par

-1
skt 1] [k (( Jf(x[k])) £ (x ()

converge vers « et la convergence est d'ordre 2.

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Méthode de Newton

Méthode de Newton scalaire

Données :

f : f:R— R,

df : la dérivée de f,

X0 : donnée initiale, xo € R,

tol : la tolérence, tol € RT,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

atol  :un réel tel que

1: Fonction ayo < Newton( f,df, xo, tol, kmax )
22 k<0, ago —

¥oxe () = x = (3r() " F(x)
4 err—tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6 k—k+1

7 Xp « X

8 x « xp — f(xp)/df(xp) = x — &(xp)

9 err «— |x — xp|

10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors

12: Qo] < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

40> «F»>» «E>» «E>» = Q™
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Méthode de Newton




Méthode de Newton scalaire

Données :

f : f:R— R,

df . la dérivée de f,

X0 :  donnée initiale, xo € R,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

o1 ¢ un réel tel que

1: Fonction o, < Newton( f,df, o, tol, kmax )
22 k<0, ag — I

3 X <« Xp,

4:  err <« tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6 k—k+1

7

8

9

Xp < X

x « xp — f(xp)/df(xp) = x < ®(xp)

: err — |x — xp|
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors
12: Qo] < X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction

Algorithme Méthode de Newton vectorielle

Données :

f : f:RN —RV,

Jf : la matrice Jacobienne de f,

x0 : donnée initiale, x0 € RV,

tol : la tolérence, tol € RY,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*

Résultat :

un élément de RN proche de a.

Fonction ay, < Newton( f, Jf, x0, tol, kmax )
2 k=0, agol — I
x < x0,
err « tol + 1
Tantque err > tol et k < kmax faire

ke—k+1

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7
8:
9:

Xp — x
h — Solve(Jf(xp), —f (xp))
x—xp+h

10: err < Norm(x — xp)
11:  Fin Tantque

12:  Sierr < tol alors = Convergence
13: Qo] <— X
14:  Fin Si

15: Fin Fonction

Méthode de Newton

> « E

40> «Fr <«

Méthode de point fixe scalaire

Données :

[ : O:R—R,

X0 : donnée initiale, xp € R,

tol : la tolérence, tol e RT,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

gl ¢ un réel tel que [P (aol) — aol| < tol

(ou ittt < ol)
1: Fonction o) « PtFixe( , xo, tol, kmax )
2 k=0, a0 —

3 X < xp, fx « P(x0),

4 err « |fx —x|

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6 k—k+1

7 x « fx

8 fx — ®(x)

9: err — |fx — x|

10:  Fin Tantque

11:  Sierr < tol alors = Convergence
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Méthode de Newton

E DA
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Algorithme Méthode de point fixe vectorielle

Données :

® oKV KV,

x0 . donnée initiale, x0 € KV,

tol . la tolérence, tol € R*,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

a1 un réel tel que [[®(ao) — ol < tol

1: Fonction a1 « PtFixeVec( ®,x0, tol, kmax )

2 k<0, a0 —
3 x < x0, ix — d(x0),
e |f—x|
5.  Tantque err > tol et k < kmax faire
6: ke—k+1
7 x — fx
8: fx — ®(x)
o err « [ — x| Lt
10:  Fin Tantque
11:  Sierr < tol alors
12: Qo) — X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction
40> «F»r» «E»>» « E = Q>
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Méthode de point fixe scalaire

Données :

[} : O:R—R,

X0 : donnée initiale, xo € R,

tol : la tolérence, tol € RY,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

agl : un réel tel que [D(agor) — atol| < tol

(ou Pet-teatl < ol)
1: Fonction ayg) « PtFixe( ®, xo, tol, kmax )
2 k0, a0 — I

3 X< X, fx « D(x0),

4 err « |fx —x|

5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 X« fx

8 fx — ®(x)

o: err — |fx — x|

10:  Fin Tantque

11:  Sierr < tol alors

12: Qo] < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Algorithme Méthode de Newton scalaire

Données :

f : f:R— R,

df : la dérivée de f,

X0 : donnée initiale, x € R,

tol : la tolérence, tol € R™,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol : un réel tel que

2 wN e

: Fonction oo < Newton( f,df, xo, tol, kmax )
® — (x> x - F(x)/df(x))

o1 — PtFixe(®, Xo, tol, kmax)

: Fin Fonction

Méthode de Newton

40> «Fr «

>«

>

Algorithme Méthode de point fixe vectorielle

Méthode de Newton vectorielle

Données :

f : fF:RV—RV,

Jf : la matrice Jacobienne de f,

x0 : donnée initiale, x0 € RV,

tol : la tolérence, tol € R*,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

@yl @ un élément de RV proche de a.

1: Fonction @, < NewtonVec( f,Jf, x0, tol, kmax )

2 ® « (x> x — Solve(Jf(x),f(x)))

3 ol < PtFixeVec(®,x0, tol, kmax)

4: Fin Fonction

Données :

¢ KV — KV,
donnée initiale, x0 € KV,
la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

un réel tel que [®(ato1) — aor| < tol

1: Fonction ay, <+ PtFixeVec( ®,x0, tol, kmax )

k<0, a — J
x — x0, i — &(x0),

Méthode de Newton

err « |[fix — x| = ou %
Tantque err > tol et k < kmax faire
k—k+1
x — fx
fx — ®(x)
err o [ — x| =ou X
Fin Tantque
Si err < tol alors
Qo] < X
. Fin Si
14: Fin Fonction
40> «F»>» «E>» «E>» =
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Représentation de 4 suites de Newton avec /
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Il
. o 8 /
o filx, %) =—x3 +x— % =0 ]
o fz(xl,xz):%(10xz+l)2+c—x1 =0.
, . . L. 1
° @ Résolution de systémes non linéaires —
° o Conclusion?
)
o © 0
o o Exemples
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-3 -2 -1 0 1
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— (a) Bassin d’attraction des racines (b) Nombre d'itérations de convergence

-3 -2 -1 0 1 .
Figure: Méthode de Newton
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Exemple complexe : z3 — 1 = 0, fractale de Newton

Exemple complexe : z3 — 1 = 0, fractale de Newton
on peut poser z = x + 1y, et le systéme équivalent devient
Aly)=x>=3x2-1 =0
Bx.y) =3x%y —y° =0.

§ s
(a) Bassin d’attraction des racines (b) Nombre d'itérations de convergence

Méthode de Newton, zoom 1 sur les bassins d’attraction

40> «F»>» «E>» «E>»

E ©aw «O>» «(Fr «Er» «E» E QX
Exemples 2024/10/08 81/ 85 Exemples 2024/10/08 82 / 85
Exemple complexe : z3 — 1 = 0, fractale de Newton Exemple complexe : z3 — 1 = 0, fractale de Newton
Méthode de Newton, zoom 2 sur les bassins d’attraction Méthode de Newton, zoom 3 sur les bassins d’attraction
40> «F»>» «E>» «E>» = Q>
EXEmIEE
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Exemple complexe : z3 — 1

Méthode de Newton, zoom 1 sur les nombres d'itérations

Exemple complexe : z3

s

> «E»

40> «Fr « E
— 1 =0, fractale de Newton

21N Gg
2024/10/08
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Méthode de Newton, zoom 2 sur les nombres d'itérations
Exemple complexe : z°

B

> «E»

40> «Fr « E
— 1 =0, fractale de Newton

A
2024/10/08

Méthode de Newton, zoom 3 sur les nombres d'itérations
_ Résolution de systémes non linéaires

EXEmIEE

40> «Fr <«

(a) Bassin d'attraction des racines (b) Nombre d'itérations de convergence
[-1.5,1.5] x [—1.5,1.5]
Er «E>» E DAX

EXEmIE
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Er «E>» E 9DAC



Exemple

complexe : z3 — 2z + 2 = 0, fractale de Newton

(a) Bassin d’attraction des racines
divergence

En rouge zéne de

(b) Nombre d'itérations de convergence. En blanc
zdne de divergence

[-2,2] x [~2,2]

Exemples
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