Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Rappels d’Algébre Linéaire

1 Matrices Blocs

EXERCICE 1

On considére les matrices blocs suivantes

1201 0 100
340 1 cll 010
A:1000:<|o>etB:121
0100 3 43

avec par identification
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Q. 1 Calculer les matrices AB et BA en utilisant [’écriture bloc.

Q. 2 Exprimer les matrices A(A + B) et (2B — A)(B + A) en fonction des matrices C et |.

EXERCICE 2

Soient
-1 -1
1/0 0/3 3 3 8 8
A= 1,0 0|3 3 3 et B= B —
112 2/0 0 O 1 _o
-1 -2

Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.

EXERCICE 3

Soient A et B deux matrices de M,,(IR), bloc-carrés de 2 x 2 blocs dont le bloc (1, 1) est dans M;(R).
Q.1

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.

a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de AB.

Soient E et F deux matrices de M,,(RR), bloc-carrés de 2 x 2 blocs dont le bloc (2,2) est dans M; (R).
Q. 2

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer EF.

a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de EF.



Soient n un entier, n > 2, ay, ag, deux réels, u;, v1,us, V2, quatre vecteurs (colonne) de R", et A;, A,
deux matrices de M,,(R). On note

Vie[1,2], B;=

Q. 3 a. Quel est ’ensemble des produits matriciels par blocs possible entre les matrices By, Bo, Cq et
C,.

b. En utilisant, si possible, la multiplication par blocs, calculer B;Bs, B1Cy et C1Cs.

EXERCICE 4

Soient E € M,,,(K), F e M, (K) et |, la matrice identité de M, (R).

Q. 1 Démontrer par récurrence sur n que

E Om,n - In On,m _
det< Onm L, ) = det( O E > = det E.

Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-

cul:
A E | O J; | O
L0 | Iy O |F

ot J1 et Jo sont des matrices identités.

a

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.

a

Soient (A;);en+ une suite de matrices carrées (pouvant étre de dimensions différentes). Soit B,, la matrice
bloc-carrée diagonale décomposée en n X n blocs, n > 2, définie par

Ay O.ooenn 0
B, — 0
.6

[ PP 0 A,

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

detB,, = H det A;.
i=1

[ EXERCICE 5 ]

Soient E € M,,,(K), F e M, (K) et |, la matrice identité de M, (R).

Q.1 a. Démontrer par récurrence sur n que

E | O 1, .
det( R Iﬂ)—det( 0 E>—detE.

ot ® note des éléments quelconques



b. Que peut-on dire de
E | o I, | O
o
det(o |n> et det<. E)'
Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-

cul:
A E | O J; | O
T U H | Jy O |F

ot Jy1 et Iy sont des matrices identités et H une matrice.

a

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.

Soit B,, la matrice bloc-carrée triangulaire inférieure décomposée en n x n blocs, n = 2, définie par

B171 O.. ........ O
B1:7,1 ............ B,

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

detB,, = [ [ detB; .
i=1

2 Matrices

[ EXERCICE 6 ]

Soit A € M, ,(C) une matrice et (A, ) un élément propre de A avec |uf, = 1.

Q. 1 En s’aidant de la base canonique {ei,...,e,}, construire une base orthonormée {x1,...,T,} telle
que 1 = U. o
Notons P la matrice de changement de base canonique {eq,...,e,} dans la base {z1,...,z,}:
i i
P= T E AN i T,
I |

Soit B la matrice définie par B = P*AP.

Q. 2 a. Exprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs x;,
i€ [1,n].
B = P*AP.

b. En déduire que la premiére colonne de B est (),0,...,0)%.

Q. 3 Par récurrence sur l’ordre de la matrice, montrer que la matrice A peut s’écrire sous la forme
A = UTU*
ou U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. o

Q. 4 En supposant A inversible et la décomposition A = UTU* connue, expliquer comment résoudre
"simplement" le systéme linéaire Ax = b. o



3 Normes

[ EXERCICE 7

Soient x et y deux vecteurs de C".

Q. 1 Trouver a € C tel que {ax —y,x) = 0. o

Q. 2 En calculant |ax — y||§ , montrer que

[y | < |zl ;- (1)

]

Q. 3 Soit x # 0. Montrer alors que l'inégalité est une €égalité si et seulement siy = ax. o
[ EXERCICE 8

Q. 1 Soit la fonction f(t) = (1 —\) + Xt —t» avec 0 < X\ < 1. Montrer que pour tous a >0 et =0 on
a
B < ha+ (1-N)B. (2)

a

Soient & et y deux vecteurs non nuls de C™. Soient p > 1 et ¢ > 1 vérifiant % + % =1.

Q. 2 On poseu = I z_ et v = 2. En utilisant l’inégalite (ﬁ), montrer que l’on a l’inégalité

ES T,
Dluivil < = P+ = vl = 1. (3)
io1 L) 7=

Q. 3 En déduire l'inégalité de Holder suivante

@y | < ) el < |2, [l (4)
i=1
Quel est le lien entre l'inégalité de Holder et l'inégalité de Cauchy-Schwarz? o

EXERCICE 9

Etant donné une norme vectorielle ||o] sur K", on définit 'application |e| : M, (KK) — R* par

o Av

Al 2 o 201 o)
vei” V]|
v#0

Q. 1 Montrer que |l|, = 1. =

On note B = {v e K" ; |v| <1} la boule unitée de K" et S = {v € K" ; |v|| = 1} la sphére unitée de K.



Q. 2 a. Montrer que B et S sont des compacts.
b. Montrer que

IA]; = sup [Av| (6)
veS

c. En déduire que
|Al = sup |[Av] (7)
veB

d. En déduire que Uapplication ||, est bien définie sur M, (K) i.e. YA e M, (K), ||A[, < +o0.
Q. 3 a. Montrer
A, <inf{aeR:|Av| < alv|, VvoeK"}.
b. Montrer qu’il existe w € S tel que |A|, = |Aw]|.

c. En déduire que
|Al, =inf{aeR: |Av| < alv], YoeK"}. (8)

Q. 4 a. Montrer que Yv € K", |Av| < |A], |v] .

b. Soit A € K*. Montrer qu’il existe w € K™ tel que ||u| = |\| vérifiant

|Aul = (Al ]
a
Q. 5 Montrer que |||, est une norme matricielle. o
[ EXERCICE 10
Soit A € M,,(C). On note
! Az
Al % s 122
zeC" qul
z#0

la norme matricielle suboordonnée & la norme vectorielle ||, .
Q. 1 Montrer que

n
sup [Az|, < max Y |A;;l.
ecn jelln] /3

T
]l =1

Q. 2 a. Déterminer uny e C", |ly|, =1 tel que
Ay, = max Al
Ayl jeﬂl,n}];‘ il
b. Conclure.

Q. 3 [4lgo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Norml, calculant ||A; . o



EXERCICE 11

Soit A € M,,(C). On note

' |Az|
|Al, = s =

mzeilg HxHoo

la norme matricielle suboordonnée a la norme vectorielle |eof .

Q. 1 Montrer que

n
Az|, < DA
sup Az, < max ), |Ai]
I, =1 =t

Q. 2 a. Déterminer unye C", |yl =1 tel que

1Ay, = e DAl

j=1
b. Conclure.
o
Q. 3 [Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée NormInf, calculant |Al| . o
[ EXERCICE 12
Soit A e M,,(C). On note B = A*A.
Q. 1 Soit (A\,u) € C x C"\{0} un élément propre de B.
a. Montrer que la matrice B est hermitienne.
b. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles.
c. En déduire que
2
_ HAU||2
- 2.
Juelly

o

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’aprés le Théoréme de réduction 3.2 page 63, il
existe alors une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B = UDU*.

On note (Aiaei)ieﬂl,n}] les éléments propres de D. Les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique
de C" et /\1 = D”

Q. 2 a. Démontrer que les (\i,Vi)ic[1,n] Sont les éléments propres de B ot v; est le i-éme vecteur
colonne de U.

b. En déduire que {v1,...,v,} est une base orthonormée de C".

Soit & € C™ tel que |z||, = 1 décomposée dans la base {vi,...,v,}:

n
F(ag,...,an) € C", tels que z = 2 ;.
i=1



Q. 3 a. Montrer que

n
(@z)= | = 1.
i=1

b. Montrer que
sup |Av|3 < p(A*A).
egc™

v
[v],=1
c. Déterminer un vecteur w € C", tel que

[Aw[3 = P(A*A).

d. En déduire que

. Az
AL, 2 sup 22l _ e,

a::z;ejgg HxH2

Q. 4 a. Montrer que la norme ||, est invariante par transformation unitaire :

UU* = I — [A[, = [UAl, = [AU], = [U*AU, .

b. Montrer que st A est hermitienne alors

[Aly = P(A).
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