
Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Rappels d’Algèbre Linéaire

1 Matrices Blocs

Exercice 1

On considère les matrices blocs suivantes

A “

¨

˚

˚

˝

1 2 1 0
3 4 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

C I
I O

˙

et B “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0

1 2 1 2
3 4 3 4

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

I O
C C

˙

avec par identification

I “

ˆ

1 0
0 1

˙

, C “

ˆ

1 2
3 4

˙

et O “

ˆ

0 0
0 0

˙

Q. 1 Calculer les matrices AB et BA en utilisant l’écriture bloc. ˝

R. 1 On a
ˆ

I O
C C

˙

AB “

ˆ

C I
I O

˙

“

ˆ

CI ` IC CO ` IC
II ` OC IO ` OC

˙

et donc

AB “

ˆ

2C C
I O

˙

“

¨

˚

˚

˝

2 4 1 2
6 8 3 4

1 0 0 0
0 1 0 0

˛

‹

‹

‚

On a
ˆ

C I
I O

˙

BA “

ˆ

I O
C C

˙

“

ˆ

IC ` OI II ` OO
CC ` CI CI ` CO

˙

et donc

BA “

ˆ

C I
C2 ` C C

˙

“

¨

˚

˚

˝

1 2 1 0
3 4 0 1

8 12 1 2
18 26 3 4

˛

‹

‹

‚

Q. 2 Exprimer les matrices ApA ` Bq et p2B ´ AqpB ` Aq en fonction des matrices C et I. ˝
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R. 2 On a

A ` B “

ˆ

C I
I O

˙

`

ˆ

I O
C C

˙

“

ˆ

I ` C I
I ` C C

˙

ce qui donne
ˆ

I ` C I
I ` C C

˙

ApA ` Bq “

ˆ

I O
C C

˙

“

ˆ

IpI ` Cq ` OpI ` Cq II ` OC
CpI ` Cq ` CpI ` Cq CI ` CC

˙

c’est à dire

ApA ` Bq “

ˆ

I ` C I
2CpI ` Cq CpI ` Cq

˙

On a

ˆ

I ` C I
I ` C C

˙

p2B ´ AqpB ` Aq “

ˆ

2I ´ C ´I
2C ´ I 2C

˙

“

ˆ

p2I ´ CqpI ` Cq ´ IpI ` Cq p2I ´ CqI ´ IC
p2C ´ IqpI ` Cq ` 2CpI ` Cq p2C ´ IqI ` C ` 2CC

˙

ou encore

p2B ´ AqpB ` Aq “

ˆ

pI ´ CqpI ` Cq 2pI ´ Cq

p4C ´ IqpI ` Cq 2C2 ` 2C ´ I

˙

Exercice 2

Soient

A “

¨

˝

1 0 0 3 3 3
1 0 0 3 3 3

1 2 2 0 0 0

˛

‚ et B “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 ´1

0 0
0 0

´1 ´2
´1 ´2
´1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.

Correction La matrice A est une matrice bloc de 2 ˆ 3 blocs et A est une matrice bloc de 3 ˆ 1 blocs.
Le nombre de blocs colonnes de A et le nombre de blocs lignes de B sont identiques (3). De plus, pour
tout j P v1, 3w, le nombre de colonnes du bloc p1, jq de A est égale au nombre de lignes du bloc pj, 1q de
B. Le produit bloc de A par B est donc possible et le résultat est une matrice bloc de 2 ˆ 1 blocs, le bloc
p1, 1q étant dans M2,2pRq et le bloc p2, 1q étant dans M1,2pRq.
En notant Ai,j , @pi, jq P v1, 2w ˆ v1, 3w et Bi,j , @pi, jq P v1, 2w ˆ v1, 3w

¨

˝

B1,1

B2,1

B3,1

˛

‚

ˆ

A1,1 A1,2 A1,3

A2,1 A2,2 A2,3

˙

“

ˆ

A1,1B1,1 ` A1,2B2,1 ` A1,3B3,1

A2,1B1,1 ` A2,2B2,1 ` A2,3B3,1

˙

On a
A1,1B1,1 “

ˆ

´1 ´1
´1 ´1

˙

, A1,2B2,1 “

ˆ

0 0
0 0

˙

, A1,3B3,1 “

ˆ

´9 ´18
´9 ´18

˙
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et
A2,1B1,1 “

`

´1 ´1
˘

, A2,2B2,1 “
`

0 0
˘

, A2,3B3,1 “
`

0 0
˘

.

Ce qui donne

AB “

¨

˝

´10 ´19
´10 ´19

´1 ´1

˛

‚

˛

Exercice 3

Soient A et B deux matrices de MnpRq, bloc-carrés de 2 ˆ 2 blocs dont le bloc p1, 1q est dans M1pRq.

Q. 1 a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de AB.

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.
˝

R. 1 En spécifiant les dimensions, on note

A “

˜

1 n´1

1 A1,1 A1,2

n´1 A2,1 A2,2

¸

et B “

˜

1 n´1

1 B1,1 B1,2

n´1 B2,1 B2,2

¸

a. ‚ Le nombre de blocs colonnes de A et le nombre de blocs lignes de B sont identiques (“ 2).
‚ Le nombre de colonnes du premier bloc colonne de A est égale au nombre de lignes du premier

bloc ligne de B, c’est à dire 1.

‚ Le nombre de colonnes du deuxième bloc colonne de A est égale au nombre de lignes du
deuxième bloc ligne de B, c’est à dire n ´ 1.

Le produit matriciel bloc AB est donc possible. Le résultat est une matrice de MnpRq, bloc-carrés
de 2 ˆ 2 blocs dont le bloc p1, 1q est dans M1pRq et le bloc p2, 2q dans Mn´1pRq.

b. On a

ˆ

1 n´1

1 B1,1 B1,2

n´1 B2,1 B2,2

˙

AB “

ˆ

1 n´1

1 A1,1 A1,2

n´1 A2,1 A2,2

˙

“

ˆ

1 n´1

1 A1,1B1,1 ` A1,2B2,1 A1,1B1,2 ` A1,2B2,2

n´1 A2,1B1,1 ` A2,2B2,1 A2,1B1,2 ` A2,2B2,2

˙

Soient E et F deux matrices de MnpRq, bloc-carrés de 2 ˆ 2 blocs dont le bloc p2, 2q est dans M1pRq.

Q. 2 a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de EF.

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer EF.
˝

R. 2 En spécifiant les dimensions, on note

E “

˜

n´1 1

n´1 E1,1 E1,2

n E2,1 E2,2

¸

et F “

˜

n´1 1

n´1 F1,1 F1,2

1 F2,1 F2,2

¸
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a. ‚ Le nombre de blocs colonnes de E et le nombre de blocs lignes de F sont identiques (“ 2).
‚ Le nombre de colonnes du premier bloc colonne de E est égale au nombre de lignes du premier

bloc ligne de F, c’est à dire n ´ 1.

‚ Le nombre de colonnes du deuxième bloc colonne de E est égale au nombre de lignes du
deuxième bloc ligne de F, c’est à dire 1.

Le produit matriciel bloc EF est donc possible. Le résultat est une matrice de MnpRq, bloc-carrés
de 2 ˆ 2 blocs dont le bloc p1, 1q est dans MnpRq et le bloc p2, 2q dans M1pRq

b. On a

ˆ

n´1 1

n´1 F1,1 F1,2

1 F2,1 F2,2

˙

AB “

ˆ

n´1 1

n´1 E1,1 E1,2

1 E2,1 E2,2

˙

“

ˆ

n´1 1

n´1 E1,1F1,1 ` E1,2F2,1 E1,1F1,2 ` E1,2F2,2

1 E2,1F1,1 ` E2,2F2,1 E2,1F1,2 ` E2,2F2,2

˙

Soient n un entier, n ě 2, α1, α2, deux réels, uuu1, vvv1,uuu2, vvv2, quatre vecteurs (colonne) de Rn, et A1, A2,
deux matrices de MnpRq. On note

@i P v1, 2w, Bi “

¨

˚

˚

˝

αi

Ai vvvi

uuuti

˛

‹

‹

‚

et Ci “

¨

˚

˚

˝

αi uuuti

vvvi Ai

˛

‹

‹

‚

Q. 3 a. Quel est l’ensemble des produits matriciels par blocs possible entre les matrices B1, B2, C1 et
C2.

b. En utilisant, si possible, la multiplication par blocs, calculer B1B2, B1C1 et C1C2.
˝

R. 3 a. On peut effectuer les produits matriciels blocs B1B1, B1B2, B2B1, B2B2, C1C1, C1C2, C2C1,
C2C2.

b. Le calcul matriciel bloc de B1 par C1 n’est pas possible (incomptabilité des dimensions des blocs).
On a

¨

˚

˚

˝

α2

A2 vvv2

uuut2

˛

‹

‹

‚

B1B2 “

¨

˚

˚

˝

α1

A1 vvv1

uuut1

˛

‹

‹

‚

“

˜

n 1

n A1A2 ` vvv1uuu
t
2 A1vvv2 ` vvv1α2

1 uuut1A2 ` α1uuu
t
2 uuut1vvv2 ` α1α2

¸

et
¨

˚

˚

˝

α2 uuut2

vvv2 A2

˛

‹

‹

‚

C1C2 “

¨

˚

˚

˝

α1 uuut1

vvv1 A1

˛

‹

‹

‚

“

˜

1 n

1 α1α2 ` uuut1vvv2 α1uuu
t
2 ` uuut1A2

n vvv1α2 ` A1vvv2 vvv1uuu
t
2 ` A1A2

¸
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Exercice 4

Soient E P MmpKq, F P MnpKq et In la matrice identité de MnpRq.

Q. 1 Démontrer par récurrence sur n que

det

ˆ

E Om,n

On,m In

˙

“ det

ˆ

In On,m

Om,n E

˙

“ detE.

˝

R. 1 On note An la matrice de Mn`mpKq définie par

An “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

n m

1 0 0

0 n

0

0 0 1

m

On,m

Om,n E

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

On va alors démontrer par récurrence sur n P N˚ la proposition suivante

pPnq : detAn “ detE.

‚ Initialisation: montrons que pP1q est vraie.
On a

A1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0
0

0

E

˛

‹

‹

‹

‚

Pour le calcul du déterminant, on utilise la méthode des coffacteurs en développant par rapport à
la première ligne (on aurait pu aussi développer par rapport à la première colonne) pour obtenir

detA1 “

1`m
ÿ

j“1

p´1q1`jpA1q1,j detAr1,js

1

où Ar1,js

1 P MmpKq est la matrice obtenue en supprimant la ligne 1 et la colonne j de A1. On a alors

detA1 “ p´1q1`1 pA1q1,1
loomoon

“1

detAr1,1s

1 `

1`m
ÿ

j“2

p´1q1`j pA1q1,j
loomoon

“0

detAr1,js

1

Comme Ar1,1s

1 “ E, on en déduit que pP1q est vraie.

‚ Hérédité: Soit n P N˚, on suppose pPnq vraie et on va établir que pPn`1q est vérifiée. On peut
noter que

An`1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0
0

0

An

˛

‹

‹

‹

‚
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et donc detAn`1 “ detAn (voir initialisation). En utilisant l’hypothèse de récurrence, on en déduit

detAn`1 “ detE

c’est à dire que pPn`1q est vraie.

‚ Conclusion: La proposition pPnq est vraie, pour tout n P N˚.

La démonstration de

det

ˆ

E Om,n

On,m In

˙

“ detE.

est similaire en développant le déterminant par rapport à la dernière ligne ou la dernière colonne.

Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-
cul:

A “

ˆ

E O
O J2

˙ˆ

J1 O
O F

˙

où J1 et J2 sont des matrices identités.

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.
˝

R. 2 a. On rappelle le définition du produit matricielle blocs avec des matrices de 2ˆ 2 blocs. Soient
X P Mm1`m2,n1`n2

pKq et Y P Mp1`p2,q1`q2pKq les deux matrices blocs

X “

ˆ

n1 n2

m1 X1,1 X1,2

m2 X2,1 X2,2

˙

et Y “

ˆ

q1 q2

p1 Y1,1 Y1,2

p2 Y2,1 Y2,2

˙

Le produit matricielle bloc XY est possible si, le nombre de blocs colonne de X est égale au nombre
de blocs lignes de X (ce qui est la cas ici) et si, les nombres de colonnes des blocs de X sont
compatibles avec les nombres de lignes des blocs de Y, c’est à dire,

n1 “ p1 et n2 “ p2.

Dans ce cas, la matrice Z “ XY est une matrice de m1 ` m2 lignes et q1 ` q2 colonnes et on a

ˆ

q1 q2

n1 Y1,1 Y1,2

n2 Y2,1 Y2,2

˙

ˆ

n1 n1

m1 X1,1 X1,2

m2 X2,1 X2,2

˙

“

ˆ

q1 q2

m1 X1,1Y1,1 ` X1,2Y2,1 X1,1Y1,2 ` X1,2Y2,2

m2 X2,1Y1,1 ` X2,2Y2,1 X2,1Y1,2 ` X2,2Y2,2

˙

On va donc appliquer cela à cet exercice en posant

X “

ˆ

m ?

m E O
? O J2

˙

et Y “

ˆ

? n

? J1 O
n O F

˙

Pour déterminer les dimensions manquantes, on utilise la définition du produit matriciel blocs pour
obtenir

X “

ˆ

m n

m E O
? O J2

˙

et Y “

ˆ

? n

m J1 O
n O F

˙
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On finalise en notant que les matrices identités sont des matrices carrées et donc

X “

ˆ

m n

m E Om,n

n On,m J2

˙

et Y “

ˆ

m n

m J1 Om,n

n On,m F

˙

Sous ces conditions de dimensions le produit matriciel bloc XY est possible et on a

ˆ

m n

m Im Om,n

n On,m F

˙

XY “

ˆ

m n

m E Om,n

n On,m In

˙

“

ˆ

m n

m EIm ` Om,nOn,m EOm,n ` Om,nF
n On,mIm ` InOn,m On,mOm,n ` InF

˙

“

ˆ

m n

m E Om,n

n On,m F

˙

.

b. Comme le déterminant d’un produit de matrices carrées est le produit des déterminants des matrices
carrées, on a

detA “ det

ˆˆ

E O
O J2

˙ˆ

J1 O
O F

˙˙

“ det

ˆ

E O
O J2

˙

det

ˆ

J1 O
G F

˙

.

En utilisant les résultats de la question 1, on en déduit

detA “ detEdetF.

Soient pAiqiPN˚ une suite de matrices carrées (pouvant être de dimensions différentes). Soit Bn la matrice
bloc-carrée diagonale décomposée en n ˆ n blocs, n ě 2, définie par

Bn “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

A1 O O

O

O
O O An

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

detBn “

n
ź

i“1

detAi.

˝

R. 3 On va alors démontrer par récurrence sur n ě 2 la proposition suivante

pQnq : detBn “

n
ź

i“1

detAi.

‚ Initialisation: pour n “ 2, celà a été fait en question 2.

‚ Hérédité: Soit n ě 2, on suppose pQnq vraie et on va établir que pQn`1q est vérifiée.
On a

Bn`1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A1 O O O

O

O
O O An O
O O An`1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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On note que les n premiers blocs lignes et colonnes de Bn`1 correspondent à Bn, et donc, on peut
aussi écrire

Bn`1 “

¨

˚

˚

˝

An`1

Bn O

O

˛

‹

‹

‚

D’après la question 2, on a
detBn`1 “ detBn detAn`1.

Or, par hypothèse de récurrence, pQnq est vérifiée. On en déduit alors que

detBn`1 “

n
ź

i“1

detAi detAn`1,

et donc pQn`1q est vraie.

‚ Conclusion: La proposition pQnq est vraie, pour tout n ě 2.

Exercice 5

Soient E P MmpKq, F P MnpKq et In la matrice identité de MnpRq.

Q. 1 a. Démontrer par récurrence sur n que

det

ˆ

E O
‚ In

˙

“ det

ˆ

In ‚

O E

˙

“ detE.

où ‚ note des éléments quelconques

b. Que peut-on dire de

det

ˆ

E ‚

O In

˙

et det

ˆ

In O
‚ E

˙

?

˝

R. 1 a. On note En l’ensemble des matrices de Mn`mpKq définies par

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

n m

1 0 0

0 n

0

0 0 1

m

‚

Om,n E

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

On va alors démontrer par récurrence sur n P N˚ la proposition suivante

pPnq : @An P En, detAn “ detE.
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‚ Initialisation: montrons que pP1q est vraie.
Soit A1 P E1. On a

A1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 ‚ ‚

0

0

E

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Pour le calcul du déterminant, on utilise la méthode des coffacteurs en développant par rapport
à la première colonne pour obtenir

detA1 “

m`1
ÿ

i“1

p´1qi`1pA1qi,1 detAri,1s

1

où Ari,1s

1 P MmpKq est la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la colonne 1 de A1. On
a alors

detA1 “ p´1q1`1 pA1q1,1
loomoon

“1

detAr1,1s

1 `

m`1
ÿ

i“2

p´1qi`1 pA1qi,1
loomoon

“0

detAri,1s

1

Comme Ar1,1s

1 “ E, on en déduit que pP1q est vraie.
‚ Hérédité: Soit n P N˚, on suppose pPnq vraie et on va établir que pPn`1q est vérifiée. Soit

An`1 P En`1. On peut noter que

An`1 “

n+1 m

n+1

m

˜

In`1 On`1,m

Om,n`1 E

¸

“

1 n m

1

n

m

¨

˚

˝

1 O ‚

O In ‚

O O E

˛

‹

‚

“

1 n+m

1

n+m

¨

˚

˚

˚

˝

1 uuu˚

O An

˛

‹

‹

‹

‚

avec An P En et uuu P Kn`m, uuui “ 0, @i P v1, nw. On a donc detAn`1 “ detAn (voir initialisation).
En utilisant l’hypothèse de récurrence, on en déduit

detAn`1 “ detE

c’est à dire que pPn`1q est vraie.
‚ Conclusion: La proposition pPnq est vraie, pour tout n P N˚.

La démonstration de

det

ˆ

E Om,n

‚ In

˙

“ detE.

est similaire en développant le déterminant par rapport à la dernière colonne (à faire en exercice).

b. On a
@A P Kn, detpA˚q “ detA

On en déduit donc

det

ˆ

E ‚

O In

˙

“ det

ˆ

In O
‚ E

˙

“ detE.

Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-
cul:

A “

ˆ

E O
H J2

˙ˆ

J1 O
O F

˙

où J1 et J2 sont des matrices identités et H une matrice.

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.
˝
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R. 2 a. On rappelle le définition du produit matricielle blocs avec des matrices de 2ˆ 2 blocs. Soient
X P Mm1`m2,n1`n2pKq et Y P Mp1`p2,q1`q2pKq les deux matrices blocs

X “

ˆ

n1 n2

m1 X1,1 X1,2

m2 X2,1 X2,2

˙

et Y “

ˆ

q1 q2

p1 Y1,1 Y1,2

p2 Y2,1 Y2,2

˙

Le produit matricielle bloc XY est possible si, le nombre de blocs colonne de X est égale au nombre
de blocs lignes de X (ce qui est la cas ici) et si, les nombres de colonnes des blocs de X sont
compatibles avec les nombres de lignes des blocs de Y, c’est à dire,

n1 “ p1 et n2 “ p2.

Dans ce cas, la matrice Z “ XY est une matrice de m1 ` m2 lignes et q1 ` q2 colonnes et on a

ˆ

q1 q2

n1 Y1,1 Y1,2

n2 Y2,1 Y2,2

˙

ˆ

n1 n1

m1 X1,1 X1,2

m2 X2,1 X2,2

˙

“

ˆ

q1 q2

m1 X1,1Y1,1 ` X1,2Y2,1 X1,1Y1,2 ` X1,2Y2,2

m2 X2,1Y1,1 ` X2,2Y2,1 X2,1Y1,2 ` X2,2Y2,2

˙

On va donc appliquer cela à cet exercice en posant

X “

ˆ

m ?

m E O
? H J2

˙

et Y “

ˆ

? n

? J1 O
n O F

˙

Pour déterminer les dimensions manquantes, on utilise la définition du produit matriciel blocs pour
obtenir

X “

ˆ

m n

m E O
? H J2

˙

et Y “

ˆ

? n

m J1 O
n O F

˙

On finalise en notant que les matrices identités sont des matrices carrées et donc

X “

ˆ

m n

m E Om,n

n H J2

˙

et Y “

ˆ

m n

m J1 Om,n

n H F

˙

et donc H P Mn,mpKq.

Sous ces conditions de dimensions le produit matriciel bloc XY est possible et on a

ˆ

m n

m Im Om,n

n On,m F

˙

A “ XY “

ˆ

m n

m E Om,n

n H In

˙

“

ˆ

m n

m EIm ` Om,nOn,m EOm,n ` Om,nF
n HIm ` InOn,m HOm,n ` InF

˙

“

ˆ

m n

m E Om,n

n H F

˙

.

b. Comme le déterminant d’un produit de matrices carrées est le produit des déterminants des matrices
carrées, on a

detA “ det

ˆˆ

E O
H J2

˙ˆ

J1 O
O F

˙˙

“ det

ˆ

E O
H J2

˙

det

ˆ

J1 O
O F

˙

.

En utilisant les résultats de la question 1, on en déduit

detA “ detEdetF.
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Soit Bn la matrice bloc-carrée triangulaire inférieure décomposée en n ˆ n blocs, n ě 2, définie par

Bn “

¨

˚

˚

˚

˝

B1,1 O O

O
Bn,1 Bn,n

˛

‹

‹

‹

‚

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

detBn “

n
ź

i“1

detBi,i.

˝

R. 3 On va alors démontrer par récurrence sur n ě 2 la proposition suivante

pQnq : detBn “

n
ź

i“1

detBi,i.

‚ Initialisation: pour n “ 2, celà a été fait en question 2.

‚ Hérédité: Soit n ě 2, on suppose pQnq vraie et on va établir que pQn`1q est vérifiée.
On a

Bn`1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

B1,1 O O O

B2,1

O
Bn,1 Bn,n´1 Bn,n O

Bn`1,1 Bn`1,n Bn`1,n`1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

On note que les n premiers blocs lignes et colonnes de Bn`1 correspondent à Bn, et donc, on peut
aussi écrire

Bn`1 “

¨

˚

˚

˝

Bn`1,n`1

Bn O

‚

˛

‹

‹

‚

D’après la question 2, on a
detBn`1 “ detBn detBn`1,n`1.

Or, par hypothèse de récurrence, pQnq est vérifiée. On en déduit alors que

detBn`1 “

n
ź

i“1

detBi,i detBn`1,n`1,

et donc pQn`1q est vraie.

‚ Conclusion: La proposition pQnq est vraie, pour tout n ě 2.

2 Matrices

Exercice 6

Soit A P Mn,npCq une matrice et pλ,uuuq un élément propre de A avec }uuu}2 “ 1.

11



Q. 1 En s’aidant de la base canonique teee1, . . . , eeenu , construire une base orthonormée txxx1, . . . ,xxxnu telle
que xxx1 “ uuu. ˝

R. 1 La première chose à faire est de construire une base contenant uuu à partir de la base canon-
ique teee1, . . . , eeenu. Comme le vecteur propre uuu est non nul, il existe j P v1, nw tel que xuuu,eeejy ‰ 0. La
famille tuuu,eee1, . . . , eeej´1, eeej`1, . . . , eeenu forme alors une base de Cn car uuu n’est pas combinaison linéaire des
teee1, . . . , eeej´1, eeej`1, . . . , eeenu.
On note tzzz1, . . . , zzznu la base dont le premier élément est zzz1 “ uuu :

tzzz1, . . . , zzznu “ tuuu,eee1, . . . , eeej´1, eeej`1, . . . , eeenu.

On peut ensuite utiliser le procédé de Gram-Schmidt, rappelé en Proposition B.20, pour construire
une base orthonormée à partir de cette base.
On calcule successivement les vecteurs xxxi à partir de la base tzzz1, . . . , zzznu en construisant un vecteur wwwi

orthogonal aux vecteurs xxx1, . . . ,xxxi´1.

wwwi “ zzzi ´

i´1
ÿ

k“1

xxxxk, zzziyxxxk

puis on obtient le vecteur xxxi en normalisant

xxxi “
wwwi

}wwwi}

Notons P la matrice de changement de base canonique teee1, . . . , eeenu dans la base txxx1, . . . ,xxxnu :

P “

¨

˝ xxx1 . . . xxxn

˛

‚

Soit B la matrice définie par B “ P˚AP.

Q. 2 a. Exprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs xxxi,
i P v1, nw.

B “ P˚AP.

b. En déduire que la première colonne de B est pλ, 0, . . . , 0qt.
˝

R. 2 a. En conservant l’écriture colonne de la matrice P on obtient

B “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

xxx˚
1

xxx˚
2

...
xxx˚
n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

A

¨

˝ x1x1x1 xxx2 . . . xxxn

˛

‚“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

xxx˚
1

xxx˚
2

...
xxx˚
n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˝ Ax1x1x1 Axxx2 . . . Axxxn

˛

‚

Ce qui donne

B “

¨

˚

˚

˚

˝

xxx˚
1Ax1x1x1 x1x1x1

˚Axxx2 . . . x1x1x1
˚Axxxn

xxx˚
2Ax1x1x1 xxx˚

2Axxx2 . . . xxx˚
2Axxxn

...
...

...
xxx˚
nAx1x1x1 xxx˚

nAxxx2 . . . xxx˚
nAxxxn

˛

‹

‹

‹

‚

On a donc
Bi,j “ xxx˚

i Axjxjxj , @pi, jq P v1, nw2

.

12



b. On a Auuu “ λuuu, }uuu} “ 1, la base txxx1, . . . , xxxnu est orthonormée et xxx1 “ uuu. on obtient alors

B “

¨

˚

˚

˚

˝

λuuu˚uuu uuu˚Axxx2 . . . uuu˚Axxxn

λxxx˚
2uuu xxx˚

2Axxx2 . . . xxx˚
2Axxxn

...
...

...
λxxx˚

nuuu xxx˚
nAxxx2 . . . xxx˚

nAxxxn

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

λ uuu˚Axxx2 . . . uuu˚Axxxn

0 xxx˚
2Axxx2 . . . xxx˚

2Axxxn

...
...

...
0 xxx˚

nAxxx2 . . . xxx˚
nAxxxn

˛

‹

‹

‹

‚

Q. 3 Par récurrence sur l’ordre de la matrice, montrer que la matrice A peut s’écrire sous la forme

A “ UTU˚

où U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. ˝

R. 3 On veut démontrer, par récurrence faible, la proposition suivante pour n ě 2

pPnq @A P MnpCq, DU P MnpCq unitaire, DT P MnpCq triangulaire supérieure, telles que A “ UTU˚.

Initialisation : Montrons que pP2q est vérifié.
Soit A2 P M2pCq. Elle admet au moins un élément propre pλ,uuuq (voir Proposition B.41 par ex.)
avec }uuu} “ 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire P2 P M2pCq telle que la matrice B2 “ P2A2P˚

2 ait comme premier vecteur colonne pλ, 0qt.
La matrice B2 est donc triangulaire supérieure et comme P2 est unitaire on en déduit

A2 “ P˚
2B2P2.

On pose U2 “ P˚
2 matrice unitaire et T2 “ B2 matrice triangulaire supérieure pour conclure que la

propostion pP2q est vraie.

Hérédité : Supposons que pPn´1q soit vérifiée. Montrons que pPnq est vraie.
Soit An P MnpCq. Elle admet au moins un élément propre pλ,uuuq (voir Proposition B.41 par ex.)
avec }uuu} “ 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire Pn P MnpCq telle que la matrice Bn “ PnAnP˚

n s’écrivent

Bn “

¨

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚
n´1

0
... An´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

où cccn´1 P Mn´1,1pCq et An´1 P Mn´1pCq. Par hypothèse de récurrence, DUn´1 P Mn´1pCq unitaire
et Tn´1 P Mn´1pCq triangulaire supérieure telles que

An´1 “ Un´1Tn´1U˚
n´1

ou encore
Tn´1 “ U˚

n´1An´1Un´1.

Soit Qn P MnpCq la matrice définie par

Qn “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

.

La matrice Qn est unitaire. En effet on a

QnQ˚
n “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... U˚

n´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1U˚

n´1
looooomooooon

“In´1

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ In.
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On note Tn la matrice définie par Tn “ Q˚
nBnQn. On a alors

Tn “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... U˚

n´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚
n´1

0
... An´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚
n´1

0
... U˚

n´1An´1

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚
n´1U˚

n´1

0
... U˚

n´1An´1Un´1
loooooooomoooooooon

“Tn´1

“

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

La matrice Tn est donc triangulaire supérieure et on a par définition de Bn

Tn “ Q˚
nPnAnP˚

nQn.

On note Un “ P˚
nQn. Cette matrice est unitaire car les matrices Qn et Pn le sont. En effet, on a

UnU˚
n “ P˚

nQnpP˚
nQnq

˚
“ P˚

n QnQ˚
n

loomoon

“In

Pn “ P˚
nPn “ In.

On a Tn “ U˚
nAnUn et en multipliant cette équation à gauche par Un et à droite par U˚

n on
obtient l’équation équivalente An “ UnTnU˚

n. La propriété pPnq est donc vérifiée. Ce qui achève la
démonstration.

Q. 4 En supposant A inversible et la décomposition A “ UTU˚ connue, expliquer comment résoudre
"simplement" le système linéaire Axxx “ bbb. ˝

R. 4 Résoudre Axxx “ bbb est équivalent à résoudre

UTU˚xxx “ bbb. (1)

Comme U est unitaire, on a UU˚ “ I et U˚ inversible. Donc en multipliant (1) par U˚ on obtient le
système équivalent

U˚U
loomoon

“I

TU˚xxx “ U˚bbb ðñ TU˚xxx “ U˚bbb.

On pose yyy “ U˚xxx. Le système précédent se résoud en deux étapes

a. on cherche yyy solution de Tyyy “ U˚bbb. Comme U est unitaire on a detpUqdetpU˚q “ detpIq “ 1 et donc

detpAq “ detpUTU˚q “ detpUqdetpTqdetpU˚q

“ detpTq

Or A inversible équivalent à detpAq ‰ 0 et donc la matrice T est inversible. La matrice T étant
triangulaire supérieure on peut résoudre facilement le système par la méthode de remontée.

b. une fois yyy déterminé, on résoud U˚xxx “ yyy. Comme U est unitaire, on obtient directement xxx “ Uyyy.
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3 Normes

Exercice 7

Soient xxx et yyy deux vecteurs de Cn.

Q. 1 Trouver α P C tel que xαxxx ´ yyy,xxxy “ 0. ˝

R. 1 ‚ Si xxx “ 0, alors α quelconque.

‚ Si xxx ‰ 0, alors

xαxxx ´ yyy,xxxy “ 0 ðñ α xxxx,xxxy ´ xyyy,xxxy “ 0

Or xxx ‰ 0, ce qui donne

α “
xyyy,xxxy

xxxx,xxxy
.

et , comme xxxx,xxxy P R et xyyy,xxxy “ xxxx,yyyy , on obtient

α “
xxxx,yyyy

xxxx,xxxy
. (2)

Q. 2 En calculant }αxxx ´ yyy}
2
2 , montrer que

| xxxx,yyyy | ď }xxx}2 }yyy}2 . (3)

˝

R. 2 On a

}αxxx ´ yyy}
2
2 “ xαxxx ´ yyy, αxxx ´ yyyy

“ α xαxxx ´ yyy,xxxy ´ xαxxx ´ yyy,yyyy

“ ´ xαxxx ´ yyy,yyyy , car xαxxx ´ yyy,xxxy “ 0

“ ´α xxxx,yyyy ` xyyy,yyyy

En utilisant (2), on obtient alors

}αxxx ´ yyy}
2
2 “ ´

xyyy,xxxy

xxxx,xxxy
xxxx,yyyy ` xyyy,yyyy

“
´ xyyy,xxxy xxxx,yyyy ` xyyy,yyyy xxxx,xxxy

xxxx,xxxy

Comme xyyy,xxxy “ xxxx,yyyy, on a xyyy,xxxy xxxx,yyyy “ | xxxx,yyyy |2 et donc

}αxxx ´ yyy}
2
2 “

1

xxxx,xxxy

´

´| xxxx,yyyy |2 ` }xxx}
2
2 }yyy}

2
2

¯

(4)

ě 0.

On a alors
| xxxx,yyyy |2 ď }xxx}

2
2 }yyy}

2
2

La fonction x ÞÑ
?
x étant croissante sur r0;`8r, on obtient (3).
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Q. 3 Soit xxx ‰ 0. Montrer alors que l’inégalité (3) est une égalité si et seulement si yyy “ αxxx. ˝

R. 3 Soit xxx ‰ 0. On veut montrer que

| xxxx,yyyy | “ }xxx}2 }yyy}2 ðñ yyy “ αxxx

ð On suppose yyy “ αxxx. On a alors

xxxx,yyyy “ α xxxx,xxxy “ α }xxx}
2
2 ùñ | xxxx,yyyy | “ |α| }xxx}

2
2 .

Comme }yyy}2 “ |α| }xxx}2 , on a aussi

}xxx}2 }yyy}2 “ |α| }xxx}
2
2 .

On en déduit alors
| xxxx,yyyy | “ }xxx}2 }yyy}2 .

ñ On suppose | xxxx,yyyy | “ }xxx}2 }yyy}2 . Avec cette hypothèse, l’équation (4) devient

}αxxx ´ yyy}
2
2 “ 0

et donc αxxx ´ yyy “ 0, c’est à dire yyy “ αxxx.

Exercice 8

Q. 1 Soit la fonction fptq “ p1 ´ λq ` λt ´ tλ avec 0 ă λ ă 1. Montrer que pour tous α ě 0 et β ě 0 on
a

αλβ1´λ ď λα ` p1 ´ λqβ. (5)

˝

R. 1 L’inégalité (5) est vérifiée si α “ 0 ou β “ 0. Il nous reste donc à la vérifier pour α ą 0 et β ą 0.
Dans ce cas (5) s’écrit

ˆ

α

β

˙λ

ď λ
α

β
` p1 ´ λq

c’est à dire
fp

α

β
q ě 0.

Montrons que fptq ě 0, @t Ps0,`8r.
On a f 1ptq “ λp1 ´ tλ´1q et

f 1ptq “ 0 ô 1 ´ tλ´1 “ 0, car λ ‰ 0

De plus, on a tλ´1 “ epλ´1q lnptq et comme λ ´ 1 ‰ 0, on obtient

f 1ptq “ 0 ô t “ 1.
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• Etudions la fonction sur s0, 1r. On a pour t Ps0, 1r, lnptq ă 0 et donc pλ ´ 1q lnptq ą 0. Comme la
fonction exp est croissante, on en déduit expppλ ´ 1q lnptqq ą 1 et alors f 1ptq ă 0.

• Etudions la fonction sur s1,`8r. On a pour t Ps1,`8r, lnptq ą 0 et donc pλ´ 1q lnptq ă 0. Comme
la fonction exp est croissante, on en déduit 0 ă expppλ ´ 1q lnptqq ă 1 et alors f 1ptq ą 0.

Le minimum de f est donc atteint en t “ 1 et on a

@t Ps0,`8r, fpxq ě fp1q “ 0.

L’inégalité (5) est donc vérifiée @α ě 0, @β ě 0 et @λ Ps0, 1r.

Soient xxx et yyy deux vecteurs non nuls de Cn. Soient p ą 1 et q ą 1 vérifiant 1
p ` 1

q “ 1.

Q. 2 On pose uuu “ xxx
}xxx}p

et vvv “
yyy

}yyy}q
. En utilisant l’inégalite (5), montrer que l’on a l’inégalité

n
ÿ

i“1

|uivi| ď
1

p

n
ÿ

i“1

|ui|
p `

1

q

n
ÿ

i“1

|vi|
q “ 1. (6)

˝

R. 2 On pose λ “ 1
p Ps0, 1r. on a alors 1 ´ λ “ 1

q . On pose

α “ |ui|
p ě 0, β “ |vi|

q ě 0.

En utilisant (5), on obtient directement

|ui||vi| ď
1

p
|ui|

p `
1

q
|vi|

q, @i P v1, nw.

En sommant sur i on obtient:
n
ÿ

i“1

|uivi| ď
1

p

n
ÿ

i“1

|ui|
p `

1

q

n
ÿ

i“1

|vi|
q “

1

p
}uuu}

p
p `

1

q
}vvv}

q
q

Comme par construction }uuu}p “ }vvv}q “ 1, on obtient

n
ÿ

i“1

|uivi| ď
1

p
`

1

q
“ 1.

Q. 3 En déduire l’inégalité de Holder suivante

| xxxx,yyyy | ď

n
ÿ

i“1

|xiyi| ď }xxx}p }yyy}q . (7)

Quel est le lien entre l’inégalité de Hölder et l’inégalité de Cauchy-Schwarz? ˝

R. 3 Par construction, on a
n
ÿ

i“1

|uivi| “
1

}xxx}p }yyy}q

n
ÿ

i“1

|xiyi|
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et donc en utilisant l’inégalité (7) on obtient

n
ÿ

i“1

|xiyi| ď }xxx}p }yyy}q .

De plus

| xxxx,yyyy | “ |

n
ÿ

i“1

xiyi| ď

n
ÿ

i“1

|xiyi| “

n
ÿ

i“1

|xiyi| ď }xxx}p }yyy}q .

Pour p “ q “ 2, l’inégalité de Hölder entraine l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 9

Etant donné une norme vectorielle }‚} sur Kn, on définit l’application }‚}s : MnpKq Ñ R` par

}A}s
def
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
(8)

Q. 1 Montrer que }I}s “ 1. ˝

R. 1 On a immédiatement
}I}s “ sup

vvvPKn

vvv‰0

}Ivvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

}vvv}

}vvv}
“ 1.

On note B “ tvvv P Kn ; }vvv} ď 1u la boule unitée de Kn et S “ tvvv P Kn ; }vvv} “ 1u la sphère unitée de
Kn.

Q. 2 a. Montrer que B et S sont des compacts.

b. Montrer que
}A}s “ sup

vvvPS
}Avvv} (9)

c. En déduire que
}A}s “ sup

vvvPB
}Avvv} (10)

d. En déduire que l’application }‚}s est bien définie sur MnpKq i.e. @A P MnpKq, }A}s ă `8.
˝

R. 2 a. Les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de l’application continue vvv ÞÑ

}vvv} par le fermé borné r0, 1s (pour la boule) et le singleton t1u (pour la sphère).

b. On a
}A}s “ sup

vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

›

›

›

›

A
vvv

}vvv}

›

›

›

›

“ sup
uuuPS

}Auuu}
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c. Comme S Ă B on a aussi
sup
vvvPB

}Avvv} ě sup
vvvPS

}Avvv} . (11)

On peut aussi remarquer que
sup
vvvPB

}Avvv} “ sup
vvvPB
vvv‰0

}Avvv} (12)

De plus, @www P Bzt0u, en posant uuu “ www
}www}

P S. on a www “ }www}uuu et

}Awww} “ }www} }Auuu} ď }Auuu} car }www} ď 1.

Or on a
}Auuu} ď sup

vvvPS
}Avvv} .

et on obtient alors
sup
wwwPB
www‰0

}Awww} ď sup
vvvPS

}Avvv} .

En utilisant (11) et (12), on en déduit

sup
wwwPB

}Awww} “ sup
uuuPS

}Auuu} .

d. L’application vvv ÞÑ }Avvv} est continue donc son sup sur la sphère unitée qui est compacte est atteint.

Q. 3 a. Montrer
}A}s ď inf tα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Knu .

b. Montrer qu’il existe www P S tel que }A}s “ }Awww} .

c. En déduire que
}A}s “ inf tα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Knu . (13)

˝

R. 3 a. Comme }‚}s est bien définie il existe α P R` tel que }A}s ď α. Soit α P R` tel que }A}s ď α.
On a

}A}s ď α ô sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
ď α

ô
}Avvv}

}vvv}
ď α, @vvv P Knzt0u

ô }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Knzt0u

ô }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Kn

On en déduit que
}A}s ď inftα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Knu (14)

b. Comme S est compact et l’application vvv ÞÑ }Avvv} est continue, il existe www P S tel que

}A}s “ sup
vvvPS

}Avvv} “ }Awww} .

c. On en déduit }A}s }www} “ }Awww} car }www} “ 1. On a alors

}A}s P tα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Knu

et donc
inftα P R : }Avvv} ď α }vvv} , @vvv P Knu ď }A}s .

On conclut en utilisant (14).
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Q. 4 a. Montrer que @vvv P Kn, }Avvv} ď }A}s }vvv} .

b. Soit λ P K˚. Montrer qu’il existe uuu P Kn tel que }uuu} “ |λ| vérifiant

}Auuu} “ }A}s }uuu} .

˝

R. 4 a. On a par définition du sup

}A}s “ sup
uuuPKn

uuu‰0

}Auuu}

}uuu}
ě

}Avvv}

}vvv}
, @vvv P Knzt0u.

et donc
}Avvv} ď }A}s }vvv} , @vvv P Knzt0u.

qui est équivalent à
}Avvv} ď }A}s }vvv} , @vvv P Kn.

b. D’après la Q. 3 b. ,il existe www P S tel que }A}s “ }Awww} . Soit λ P K˚ et uuu “ λwww ‰ 0. On a }uuu} “ |λ|

et
}A}s “ }Awww} “

›

›

›

›

A
uuu

}uuu}

›

›

›

›

“
1

}uuu}
}Auuu} ô }A}s }uuu} “ }Auuu}

Q. 5 Montrer que }‚}s est une norme matricielle. ˝

R. 5 • }A}s “ 0 ðñ As “ O ?
ðù trivial.
ùñ Soit A P MnpKq.

}A}s “ 0 “ sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
ùñ }Avvv} “ 0, @vvv P Knzt0u

ùñ Avvv “ 000, @vvv P Knzt0u

Soit teee1, . . . , eeenu la base canonique de Kn. On a alors @j P v1, nw, Aeeej “ 000 et on en déduit que

ai,j “ xeeei,Aeeejy “ 0, @pi, jq P v1, nw.

et donc A “ O.

• Montrons que }αA} “ |α| }A}, @α P K, @A P MnpKq,.
Soient α P K et A P MnpKq. On a αA P MnpKq (car MnpKq est un espace vectoriel) et

}αA}s “ sup
vvvPKn

vvv‰0

}αAvvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

|α| }Avvv}

}vvv}
car }αuuu} “ |α| }uuu}

“ |α| sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
“ |α| }A}s .
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• Montrons que }A ` B}s ď }A}s ` }B}s , @ pA,Bq P MnpKq2

Soient A et B deux matrices de MnpKq. On a A ` B P MnpKq car MnpKq est un espace vectoriel
et

}A ` B}s “ sup
vvvPKn

vvv‰0

}pA ` Bqvvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

}Avvv ` Bvvv}

}vvv}

ď sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv} ` }Bvvv}

}vvv}
par inégalité triangulaire dans Kn

ď sup
vvvPKn

vvv‰0

}Avvv}

}vvv}
` sup

vvvPKn

vvv‰0

}Bvvv}

}vvv}
“ }A}s ` }B}s .

• Montrons que }AB}s ď }A}s }B}s , @ pA,Bq P MnpKq2.
Soient A et B deux matrices de MnpKq. On a AB P MnpKq par définition du produit matriciel et

}AB}s “ sup
vvvPKn

vvv‰0

}pABqvvv}

}vvv}
“ sup

vvvPKn

vvv‰0

}ApBvvvq}

}vvv}

ď sup
vvvPKn

vvv‰0

}A}s }Bvvv}

}vvv}
car }Auuu} ď }A}s }uuu} @uuu P Kn

ď }A}s sup
vvvPKn

vvv‰0

}Bvvv}

}vvv}
“ }A}s }B}s .

Exercice 10

Soit A P MnpCq. On note

}A}1
def
“ sup

xxxPCn

xxx‰0

}Axxx}1

}xxx}1

la norme matricielle suboordonnée à la norme vectorielle }‚}1 .

Q. 1 Montrer que

sup
xxxPCn

}xxx}1“1

}Axxx}1 ď max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j |.

˝

R. 1 Soit xxx P Cn tel que }xxx}1 “ 1. On a

}Axxx}1 “

n
ÿ

i“1

|pAxxxqi| “

n
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ai,jxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

|Ai,jxj | “

n
ÿ

j“1

˜

|xj |

n
ÿ

i“1

|Ai,j |

¸

ď

˜

max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j |

¸

n
ÿ

j“1

|xj | “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j | car }xxx}1 “

n
ÿ

j“1

|xj | “ 1.

On obtient donc

sup
xxxPCn

}xxx}1“1

}Axxx}1 ď max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j |.
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Q. 2 a. Déterminer un yyy P Cn, }yyy}1 “ 1 tel que

}Ayyy}1 “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j |.

b. Conclure.
˝

R. 2 a. Soit k P v1, nw tel que
n
ÿ

i“1

|Ai,k| “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j |.

On a

}Ayyy}1 “

n
ÿ

i“1

ˇ

ˇpAyyyqi
ˇ

ˇ “

n
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ai,jyj
ˇ

ˇ.

Pour obtenir
n
ÿ

i“1

|Ai,k| “

n
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ai,jyj
ˇ

ˇ

on prend yj “ δk,j , @j P v1, nw, c’est à dire yyy “ eeek le kème vecteur de la base canonique. Dans ce
cas on a }yyy}1 “ 1 et

}Ayyy}1 “ }Aeeek}1 “ }A:,k}1

“

n
ÿ

i“1

|Ai,k| “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j |.

b. D’après la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

}A}1 “ sup
xxxPCn

}xxx}1“1

}Axxx}1 .

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

}A}1 “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|Ai,j |.

Q. 3 [Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Norm1, calculant }A}1 . ˝

R. 3 Voici une possibilité de fonction:
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Algorithme 1 Fonction Norm1 permettant de calculer }A}1

Données : A : matrice de MnpCq.
Résultat : r : le réel r “ maxjPv1,nw

řn
i“1 |ai,j |

1: Fonction r Ð Norm1( A )
2: n Ð nb de lignes de A
3: r Ð 0
4: Pour j Ð 1 à n faire
5: S Ð 0
6: Pour i Ð 1 à n faire
7: S Ð S ` |Api, jq|

8: Fin Pour
9: Si r ă S alors

10: r Ð S
11: Fin Si
12: Fin Pour
13: Fin Fonction

Exercice 11

Soit A P MnpCq. On note

}A}8

def
“ sup

xxxPCn

xxx‰0

}Axxx}8

}xxx}8

la norme matricielle suboordonnée à la norme vectorielle }‚}8 .

Q. 1 Montrer que

sup
xxxPCn

}xxx}8“1

}Axxx}8 ď max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j |.

˝

R. 1 Soit xxx P Cn tel que }xxx}8 “ 1. On a

}Axxx}8 “ max
iPv1,nw

|pAxxxqi| “ max
iPv1,nw

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ai,jxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j ||xj |

ď max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j | car |xj | ď max
iPv1,nw

|xi| “ }xxx}8 “ 1.

On obtient donc

sup
xxxPCn

}xxx}8“1

}Axxx}8 ď max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j |.
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Q. 2 a. Déterminer un yyy P Cn, }yyy}8 “ 1 tel que

}Ayyy}8 “ max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j |.

b. Conclure.
˝

R. 2 a. Soit k P v1, nw tel que
n
ÿ

j“1

|Ak,j | “ max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j |.

On a, pour tout yyy P Cn,

}Ayyy}8 “ max
iPv1,nw

ˇ

ˇpAyyyqi
ˇ

ˇ “ max
iPv1,nw

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ai,jyj
ˇ

ˇ.

On va construire un vecteur yyy P Cn, }yyy}8 “ 1, tel que

max
iPv1,nw

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ai,jyj
ˇ

ˇ “

n
ÿ

j“1

|Ak,j |.

On sait déjà que, si }yyy}8 “ 1,

@i P v1, nw,
ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ai,jyj
ˇ

ˇ ď

n
ÿ

j“1

|Ak,j |.

On va donc construire yyy P Cn, }yyy}8 “ 1, de telle sorte que

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ak,jyj
ˇ

ˇ “

n
ÿ

j“1

|Ak,j |.

Il suffit pour celà de prendre,

@j P v1, nw, yj “

$

&

%

|Ak,j |

Ak,j
si Akj ‰ 0

1 si Ak,j “ 0
.

et on a bien }yyy}8 “ 1. On a alors

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ak,jyj
ˇ

ˇ “

n
ÿ

j“1

|Ak,j | et @i P v1, nw,
ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Ai,jyj
ˇ

ˇ ď

n
ÿ

j“1

|Ak,j |

et donc

}Ayyy}8 “

n
ÿ

j“1

|Ak,j | “ max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j |.

b. D’après la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

}A}8 “ sup
xxxPCn

}xxx}8“1

}Axxx}8 .

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

}A}8 “ max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|Ai,j |.
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Q. 3 [Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée NormInf, calculant }A}8 . ˝

R. 3 Voici une possibilité de fonction:

Algorithme 2 Fonction NormInf permettant de calculer }A}8

Données : A : matrice de MnpCq.
Résultat : r : le réel r “ maxiPv1,nw

řn
j“1 |ai,j |

1: Fonction r Ð NormInf( A )
2: n Ð nb de lignes de A
3: r Ð 0
4: Pour i Ð 1 à n faire
5: S Ð 0
6: Pour j Ð 1 à n faire
7: S Ð S ` |Api, jq|

8: Fin Pour
9: Si r ă S alors

10: r Ð S
11: Fin Si
12: Fin Pour
13: Fin Fonction

Exercice 12

Soit A P MnpCq. On note B “ A˚A.

Q. 1 Soit pλ,uuuq P Cˆ Cnzt0u un élément propre de B.

a. Montrer que la matrice B est hermitienne.

b. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles.

c. En déduire que

λ “
}Auuu}

2
2

}uuu}
2
2

.

˝

R. 1 a. Il faut montrer que B “ B˚. Or on a

B˚ “
`

A˚A
˘˚

“ A˚
`

A˚
˘˚

“ A˚A “ B.

b. Comme pλ,uuuq est un élément propre de B, on a Buuu “ λuuu. On en déduit que

xBuuu,uuuy “ xλuuu,uuuy “ λ xuuu,uuuy “ λ }uuu}
2
2 .
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De plus par propriété du produit scalaire, on a

xBuuu,uuuy “ xuuu,B˚uuuy .

Comme B est hermitienne, on obtient

xBuuu,uuuy “ xuuu,Buuuy

“ xuuu, λuuuy “ λ xuuu,uuuy “ λ }uuu}
2
2 .

On a donc
λ }uuu}

2
2 “ λ }uuu}

2
2

et comme }uuu}2 ‰ 0 (uuu est un vecteur propre) on obtient λ “ λ, c’est à dire λ P R.

c. On a

xBuuu,uuuy “ xA˚Auuu,uuuy

“ xAuuu,Auuuy par propriété du produit scalaire

“ }Auuu}
2
2 .

De plus, on a vu que xBuuu,uuuy “ λ }uuu}
2
2 avec }uuu}2 ą 0. On en déduit alors

λ “
}Auuu}

2
2

}uuu}
2
2

ě 0.

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’après le Théorème de réduction 3.2 page 63, il
existe alors une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B “ UDU˚.

On note pλi, eeeiqiPv1,nw les éléments propres de D. Les vecteurs eeei sont les vecteurs de la base canonique
de Cn et λi “ Dii.

Q. 2 a. Démontrer que les pλi, vvviqiPv1,nw sont les éléments propres de B où vvvi est le i-ème vecteur
colonne de U.

b. En déduire que tvvv1, . . . , vvvnu est une base orthonormée de Cn.
˝

R. 2 a. On a B “ UDU˚. Or U est unitaire, donc inversible d’inverse U˚. En multipliant à gauche
par U˚ et à droite par U on obtient

U˚BU “ U˚pUDU˚qU “ pU˚UqDpU˚Uq “ D.

On obtient alors

Deeei “ λieeei ðñ U˚BUeeei “ λieeei

ðñ BUeeei “ λiUeeei.

C’est à dire en posant vvvi “ Ueeei (i-ème vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les
pλi, vvviqiPv1,nw. On peut noter que vvvi ‰ 0 car U est inversible.

b. On a

U “

¨

˝ vvv1 . . . vvvn

˛

‚ et U˚ “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

vvv˚
1

vvv˚
2

...
vvv˚
n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

26



On a donc

U˚U “

¨

˚

˚

˚

˝

vvv˚
1v1v1v1 v1v1v1

˚vvv2 . . . v1v1v1
˚vvvn

vvv˚
2v1v1v1 vvv˚

2vvv2 . . . vvv˚
2vvvn

...
...

...
vvv˚
nv1v1v1 vvv˚

nvvv2 . . . vvv˚
nvvvn

˛

‹

‹

‹

‚

et donc
@pi, jq P v1, nw2, pU˚Uqi,j “ vvv˚

i vvvj “ xvvvi, vvvjy .

Comme U est unitaire, on a U˚U “ I et donc

@pi, jq P v1, nw2, pU˚Uqi,j “ δi,j .

On en déduit alors
@pi, jq P v1, nw2, xvvvi, vvvjy “ δi,j .

tvvv1, . . . , vvvnu est donc une base orthonormée de Cn.

Soit xxx P Cn tel que }xxx}2 “ 1 décomposée dans la base tvvv1, . . . , vvvnu:

Dpα1, . . . , αnq P Cn, tels que xxx “

n
ÿ

i“1

αivvvi.

Q. 3 a. Montrer que

xxxx,xxxy “

n
ÿ

i“1

|αi|
2 “ 1.

b. Montrer que
sup
vvvPCn

}vvv}2“1

}Avvv}
2
2 ď ρpA˚Aq.

c. Déterminer un vecteur www P Cn, tel que

}Awww}
2
2 “ ρpA˚Aq.

d. En déduire que

}A}2
def
“ sup

xxxPCn

xxx‰0

}Axxx}2

}xxx}2
“
a

ρpA˚Aq.

˝

R. 3 a. On peut voir que

xxxx,xxxy “

C

n
ÿ

i“1

αivvvi,
n
ÿ

j“1

αjvvvj

G

“

n
ÿ

i“1

αiαj xvvvi, vvvjy

“

n
ÿ

i“1

αiαi car xvvvi, vvvjy “ δij

“

n
ÿ

i“1

|αi|
2.

De plus }xxx}
2
2 “ xxxx,xxxy “ 1.
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b. On a

}Axxx}
2
2 “ xAxxx,Axxxy “ xA˚Axxx,xxxy “ xBxxx,xxxy

“

C

n
ÿ

i“1

αiBvvvi,
n
ÿ

j“1

αjvvvj

G

“

C

n
ÿ

i“1

αiλivvvi,
n
ÿ

j“1

αjvvvj

G

“

n
ÿ

i“1

αiλi

n
ÿ

j“1

αj xvvvi, vvvjy

“

n
ÿ

i“1

λi|αi|
2 car λi P R et xvvvi, vvvjy “ δij

ď
`

max
iPv1,nw

λi

˘

n
ÿ

i“1

|αi|
2 “ ρpA˚Aq car λi ě 0 et

n
ÿ

i“1

|αi|
2 “ 1.

On en déduit alors
sup
vvvPCn

}vvv}2“1

}Avvv}
2
2 ď ρpA˚Aq.

c. Pour démontrer que l’on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant, c’est à dire un
vecteur www P Cn, }www}2 “ 1, tel que

}Awww}
2
2 “ max

iPv1,nw
λi

où les λi sont positifs ou nuls (valeurs propres de B. Pour celà on note k P v1, nw l’indice tel que
λk “ maxiPv1,nw λi. En choisissant www “ vvvk (qui est de norme 1) on obtient alors

}Avvvk}
2
2 “ xAvvvk,Avvvky “ xA˚Avvvk, vvvky “ xλkvvvk, vvvky “ λk “ ρpA˚Aq.

d. D’après la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

}A}2 “ sup
xxxPCn

}xxx}2“1

}Axxx}2 .

En utilisant les résultats de Q.3, 2. et 3., on obtient

}A}2 “
a

ρpA˚Aq.

Q. 4 a. Montrer que la norme }‚}2 est invariante par transformation unitaire :

UU˚ “ I ùñ }A}2 “ }UA}2 “ }AU}2 “ }U˚AU}2 .

b. Montrer que si A est hermitienne alors

}A}2 “ ρpAq.

˝

R. 4 a. Soit U P MnpCq unitaire, i.e.
UU˚ “ U˚U “ I.

‚ Montrons que }A}2 “ }UA}2 .

On a }A}2 “
a

ρpA˚Aq et donc

}UA}2 “

b

ρppUAq
˚UAq “

a

ρpA˚pU˚UqAq “
a

ρpA˚Aq “ }A}2 .
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‚ Montrons que }A}2 “ }AU}2 .
On a

}AU}2
def
“ sup

xxxPCn

xxx‰0

}AUxxx}2

}xxx}2
.

En posant yyy “ Uxxx, on a xxx “ U˚yyy car U-1 “ U˚ (U étant unitaire). Comme U est inversible on
a

␣

U˚yyy, @yyy P Cnzt0u
(

“ Cnzt0u

sup
xxxPCn

xxx‰0

}AUxxx}2

}xxx}2
“ sup

yyyPCn

yyy‰0

}Ayyy}2

}U˚yyy}2
.

De plus, on a
}U˚yyy}

2
2 “ xU˚yyy,U˚yyyy “ xyyy,UU˚yyyy “ xyyy,yyyy “ }yyy}

2
2

et donc }AU}2 “ }A}2 .

‚ Montrons que }A}2 “ }U˚AU}2 .
Ceci découle des deux égalités précédentes. En effet,

}U˚AU}2 “ }U˚pAUq}2 “ }AU}2 car U˚ unitaire
“ }A}2 car U unitaire
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