Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Rappels d’Algébre Linéaire

1 Matrices Blocs

EXERCICE 1

On considére les matrices blocs suivantes

(S w a-
(3 8 o3 o

Q. 1 Calculer les matrices AB et BA en utilisant [’écriture bloc.

WO
=N = O
w = o o
=N OoO O
Il
/N

1
3
1
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avec par identification

o O
N———

R.1 Ona
I |O
c|C
ag_ (S ! [ Cl+IC [CO+IC
“\1]o ~\r+oc [10+ocC
et donc
2C | C
AB_( | o)‘
On a
C |
| 0
ga_ (11O _( IC+o0I | I1+00
~\c|c —\ cC+cCI[CI+cCO
et donc

Q. 2 Exprimer les matrices A(A + B) et (2B — A)(B + A) en fonction des matrices C et I.




R. 2 On a

C| 1 110 I+C | I
oo (515)(¢f8)-(12614)
ce qui donne
I+C | 1
I |O I1+C)+0(1+C) | Il+0C
A(A+B)=(C c) Z(C(I+C)+C(I+C) |C|+CC)
c’est & dire L4 C |
A(A+B)=(2C(|+C) |C(I+C)>
On a
I+C ||
I+C | C
20—-C | —I (21— C)(1+C) —I(1+C) (21—C)I—IC
(2BA)(B+A>=<2C_. 2c> :((QC—I)(I+C)+2C(I+C) |(2C—I)I+C+2CC
ou encore (l B C)(l i C) 2(| - C)
(QB—A)(B-I—A)—( (4C—|)(|+C) |2c2+2c_|>
r EXERCICE 2
Soient 1 1
0 0
110 0/3 3 3
A=| 1003 3 3| e B= 01 02
102 2/0 0 0 1
-1 -2

Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.
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Correction La matrice A est une matrice bloc de 2 x 3 blocs et A est une matrice bloc de 3 x 1 blocs.
Le nombre de blocs colonnes de A et le nombre de blocs lignes de B sont identiques (3). De plus, pour

tout j € [[1, 3], le nombre de colonnes du bloc (1,7) de A est égale au nombre de lignes du
B. Le produit bloc de A par B est donc possible et le résultat est une matrice bloc de 2 x 1
(1,1) étant dans My o(R) et le bloc (2,1) étant dans My 2(R).

En notant A; ;, V(¢,7) € [1,2] x [1,3] et B; ;, V(¢,7) € [1,2] x [1,3]

Bi1
Ba1
Bs.1

A1 |A1,2 |A1,3
Az |A2,2 |A2,3

(5

A11Bii + A pBo iy + A 3Bs
Az 1Bi1 + AxoBo i + Ag3Bs

—18
—18

On a

0 0 -9
)7 AI,QBQ,I = ( 0 0 )7 A1,3B3,1 = ( -9

-1

A11B11 = ]

3 s

bloc (j,1) de
blocs, le bloc

)



et
ApiBii= (-1 —=1), ApsBo1=(0 0), AysBsi=(0 0).

)

Ce qui donne

—-10 —-19
AB = —-10 -19
-1 -1

EXERCICE 3

Soient A et B deux matrices de M,,(R), bloc-carrés de 2 x 2 blocs dont le bloc (1,1) est dans M (R).
Q.1 a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de AB.

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.

R. 1 En spécifiant les dimensions, on note

1 n—1 1 n—1
1 A1 Ao 1 Bi1 Bi,o
A= : : t B= : :
n—1 ( Ag_yl A272 ) ¢ n—1 ( Bg_yl 8272 >
a. e Le nombre de blocs colonnes de A et le nombre de blocs lignes de B sont identiques (= 2).

e Le nombre de colonnes du premier bloc colonne de A est égale au nombre de lignes du premier
bloc ligne de B, c’est a dire 1.
e Le nombre de colonnes du deuxiéme bloc colonne de A est égale au nombre de lignes du
deuxiéme bloc ligne de B, c’est a dire n — 1.
Le produit matriciel bloc AB est donc possible. Le résultat est une matrice de M,,(R), bloc-carrés
de 2 x 2 blocs dont le bloc (1,1) est dans M;(R) et le bloc (2,2) dans M,,_1(R).

b. On a
1 n—1
1/ By | Bipo
n—1 ( BQJ BQ’Q )
1 n—1 1 n—1
AB — 1( Arq | Ag ) B 1( A1 1Bi1 + A1 2Ba |A1,1B1.2 + A1,2B22 )
n—1\ A1 | Azp n—1\ Ag1Bi 1+ Az2Bs; |A2,1Bl,2 + Az2B2 2

Soient E et F deux matrices de M., (RR), bloc-carrés de 2 x 2 blocs dont le bloc (2,2) est dans M; (R).
| Q. 2 a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de EF.

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer EF.

R. 2 En spécifiant les dimensions, on note

n—1 1 n—1 1

n—1 Einx Eio n—1 Fi1 Fio
E= - t F= : :
n ( E2,1 E2,2 > ¢ 1 ( F2,1 F2,2 )



a. e Le nombre de blocs colonnes de E et le nombre de blocs lignes de F sont identiques (= 2).

e Le nombre de colonnes du premier bloc colonne de E est égale au nombre de lignes du premier
bloc ligne de F, c’est a dire n — 1.

e Le nombre de colonnes du deuxiéme bloc colonne de E est égale au nombre de lignes du
deuxiéme bloc ligne de F, c’est a dire 1.

Le produit matriciel bloc EF est donc possible. Le résultat est une matrice de M,,(R), bloc-carrés
de 2 x 2 blocs dont le bloc (1,1) est dans M,,(R) et le bloc (2,2) dans M;(R)

b. On a

n—1 1
n—1 F171 F172
1( Fai | F22 >
n—1 1 n—1 1
AB :"_1< Eii | Eie > _n—1< Ei1Fi1 +EioF2n | Ei1Fi2+Ei2F22 )
1\ Eon | Eop 1\ Ex1Fi1 +E2aFa; | Es1Fi2 + EgpoFop

Soient n un entier, n > 2, a1, ag, deux réels, u, v1,us, V2, quatre vecteurs (colonne) de R™, et Ay, A,
deux matrices de M,,(R). On note

Vie[l,2], B;=

Q. 3 a. Quel est ’ensemble des produits matriciels par blocs possible entre les matrices By, Bo, Cq et
C,.

b. En wutilisant, si possible, la multiplication par blocs, calculer B;Bs, B1Cy et C1Cs.

R. 3 a. On peut effectuer les produits matriciels blocs B1By, B1Bs, BsB1, BoBs, C;Cy, C1Cy, CoCy,

C,Co.
b. Le calcul matriciel bloc de By par C; n’est pas possible (incomptabilité des dimensions des blocs).
On a
Ay | v
’U,E [6D)
n 1
B.B Al V1 n A1A2 + v1u§ | Al’UQ + V10
122 = Tl ulAs + aqud | utvy + o
’U,E (651
et
(6] ug
Vo A2
aq ’U,E 1 n
c.C 1 a1 + Uti’UQ | alug + ’U,11:A2
=2 V1 A T n Vi + Ajvg | 'vlug + AjAs



EXERCICE 4

Soient E € M,,,(K), F e M,,(K) et |,, la matrice identité de M,,(R).

Q. 1 Démontrer par récurrence sur n que

E Omm In On,m
det( O I, ) = det< On E > = det E.

R. 1 On note A, la matrice de M, 1, (K) définie par

n m
1 ():. ....... 0
0. Onm |
An = O-cnonnnl ; :0... 1
Om.n E m

On va alors démontrer par récurrence sur n € IN* la proposition suivante
(Pn) : detA, = detE.

e Initialisation: montrons que (P;) est vraie.
On a

Pour le calcul du déterminant, on utilise la méthode des coffacteurs en développant par rapport a
la premiére ligne (on aurait pu aussi développer par rapport a la premiére colonne) pour obtenir

1+m )
detAr = Y (—1)" (A1) det AL

j=1

ou Agl’j le M, (K) est la matrice obtenue en supprimant la ligne 1 et la colonne j de A;. On a alors

14+m )
det Ay = (—1) (A1 det ALY 4+ D7 (—1)1H (A det AT
~—— ~——

j=2
=1 J

=0
Comme Agl"l] = E, on en déduit que (Py) est vraie.

e Hérédité: Soit n € IN*, on suppose (P,,) vraie et on va établir que (P,,41) est vérifice. On peut
noter que




et donc det A, 11 = det A, (voir initialisation). En utilisant I'hypothése de récurrence, on en déduit
det A, 1 = detE
c’est a dire que (Pp41) est vraie.
e Conclusion: La proposition (P,) est vraie, pour tout n € IN*.

La démonstration de
E Om

O I, = det E.

det

est similaire en développant le déterminant par rapport a la derniére ligne ou la derniére colonne.

Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-

cul:
A_(ELO J; |0
0 |J; 0O |F

ot Ji et Jo sont des matrices identités.

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.

R. 2 a. On rappelle le définition du produit matricielle blocs avec des matrices de 2 x 2 blocs. Soient
X € Mo, 4momi+ns (K) et Y € My, 40y 01440 (IK) les deux matrices blocs

ni ng q1 q2
mi [ X1 | Xio pif Y11 | Y12
X="" : : t Y= : :
m(xm Xo2 ) © p2\ Ya1 | Yoo
Le produit matricielle bloc XY est possible si, le nombre de blocs colonne de X est égale au nombre

de blocs lignes de X (ce qui est la cas ici) et si, les nombres de colonnes des blocs de X sont
compatibles avec les nombres de lignes des blocs de Y, c’est a dire,

ny =p; et ng = po.

Dans ce cas, la matrice Z = XY est une matrice de my + ms lignes et ¢; + ¢2 colonnes et on a

q1 q2
nif Yi1 | Yi2
nz( You1 | Yoo )
ni ni q1 q2
my ( Xy | Xip ) om ( XiaYi1 + Xi2Y21 | Xi11Y12 + X1 2Y20 )
ma \ X211 | Xa22 " ma X1 Y11+ Xo2Y2 1 | X21Y1,2 +X22Y22

On va donc appliquer cela a cet exercice en posant

m ? ? n

m E (0] ? Jl 0
X_?<o Jg>etY_n<o F)

Pour déterminer les dimensions manquantes, on utilise la définition du produit matriciel blocs pour

obtenir
m n ? n

m E 0 m J 1 (0]
X=?(o Jg)etY=n<C)+F>



On finalise en notant que les matrices identités sont des matrices carrées et donc

m n m n
m E om,,n _m J 1 onL,n
X=n< Onm | 3 ) et Y_n< Onm | F )

Sous ces conditions de dimensions le produit matriciel bloc XY est possible et on a

m n
m L O
n On,m F
XY = m E Om,n _m Elm + OnL,non,nL | Eom,n + OnL,nF
h n On,m In h n Onmlm + Inon,m | On,mom,n + InF

m({ E |Oumn
"\ Opm | F )

b. Comme le déterminant d’un produit de matrices carrées est le produit des déterminants des matrices
carrées, on a

E|O Ji |0 E|O Ji |0
aerne ((515) (G %)) - (o) e (5 F)

En utilisant les résultats de la question 1, on en déduit

det A = detEdet F.

Soient (A;);ew+ une suite de matrices carrées (pouvant étre de dimensions différentes). Soit B,, la matrice
bloc-carrée diagonale décomposée en n X n blocs, n > 2, définie par

Al. O.. ....... O
O....... 0] A,

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

detB,, = H det A;.
i=1

R. 3 On va alors démontrer par récurrence sur n > 2 la proposition suivante
n
(Qn) : detB, =] [ detA;.
i=1

e Initialisation: pour n = 2, cela a été fait en question 2.

e Hérédité: Soit n > 2, on suppose (Q,,) vraie et on va établir que (Q,,4+1) est vérifice.

On a
AL O e O O
o . i
(o P 0 A, 0
0. ... 0 Anii



On note que les n premiers blocs lignes et colonnes de B,, 1 correspondent & B,,, et donc, on peut
aussi écrire

D’aprés la question 2, on a
det B,,+1 = det B,, det A, 1.

Or, par hypothése de récurrence, (Q,,) est vérifice. On en déduit alors que

n
det Bn,+1 = H det A, det A,,,_;,_l,

i=1
et donc (Q,,+1) est vraie.

e Conclusion: La proposition (Q,,) est vraie, pour tout n > 2.

EXERCICE 5

Soient E € M,,(K), F e M,,(K) et |, la matrice identité de M,,(R).

Q.1 a. Démontrer par récurrence sur n que

E | O l, | o
det<. |n>=det<o E>=detE.

ol e note des éléments quelconques

b. Que peut-on dire de

R. 1 a. On note &, 'ensemble des matrices de M., 1, (IK) définies par

1. 0-oeennnn 0
0 . n
e U °
O-vvvvns ) '1

Omm E m

On va alors démontrer par récurrence sur n € IN* la proposition suivante

(Pn) : YA, €&,, detA, =detE.



e Initialisation: montrons que (P;) est vraie.
Soit Al € 51. On a

s IR

Pour le calcul du déterminant, on utilise la méthode des coffacteurs en développant par rapport
a la premiére colonne pour obtenir

m+1
detAr = > (~1)" (A1) det Al
1=1

ol AEZ"” € M,,(K) est la matrice obtenue en supprimant la ligne 7 et la colonne 1 de A;. On

a alors
m+1 ) )
det Ay = (=1 (Ar)1 g det ALY 4 D7 (<1)7 1 (A)); 1 det A
‘_\/1_/ i \_\6_/
Comme Agl’l] = E, on en déduit que (P;) est vraie.

o Hérédité: Soit n € IN*, on suppose (P,,) vraie et on va établir que (P,41) est vérifiée. Soit
A,i1 € Epr1- On peut noter que

1 n m <—>(—)*
n m > 1
+1 1101 e Il 1 u
A B ) | Ont1,m In+1: oTi s I“ B
n+1 om,n+1 | E Im 5 n = Im 0 A, nim

avec A, € &, etu e K™ u; = 0,Vi € [1,n]. On adonc det A, 11 = det A, (voir initialisation).
En utilisant 'hypothése de récurrence, on en déduit

detA,11 =detE

c’est a dire que (Pp+1) est vraie.

e Conclusion: La proposition (P,) est vraie, pour tout n € IN*.

La démonstration de
Om,n

In

det = det E.

est similaire en développant le déterminant par rapport a la derniére colonne (a faire en exercice).

b. On a
VA € K", det(A*) = det A

E | o I, | O
det(o |n>=det(. E)zdetE.

Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-

cul:
A_(ELO J; |0
H | J, 0O |F

ot Ji et Jo sont des matrices identités et H une matrice.

On en déduit donc

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.



R. 2 a. On rappelle le définition du produit matricielle blocs avec des matrices de 2 x 2 blocs. Soient
X € Mo, 4mans+ns (K) €t Y € Mp, 1 0144 (K) les deux matrices blocs

ni no q1 q2
mi 1,1 1,2 o Y1 | Yie
X — 3 ] et Y — t] )
ma < Xo1 | Xap2 > P2 ( Yo1 | Yoo )
Le produit matricielle bloc XY est possible si, le nombre de blocs colonne de X est égale au nombre

de blocs lignes de X (ce qui est la cas ici) et si, les nombres de colonnes des blocs de X sont
compatibles avec les nombres de lignes des blocs de Y, c’est a dire,

np =py et no = po.

Dans ce cas, la matrice Z = XY est une matrice de mj 4+ mo lignes et g; + g2 colonnes et on a

q1 q2
ni( Y11 | Yip
TLQ( You1 | Yoo )
ni ni q1 q2
my ( Xig | Xip ) omy ( XiaYi1 +Xi2Y21 | Xi1Y12 +X12Y22 )
ma \ Xo1 | Xapo Cma Xo1Yi1 4+ Xe2Yo | X21Y1,2 +X22Y2 2

On va donc appliquer cela a cet exercice en posant

m ? ? n

m E 0 ? Jl (0]
x_?(H Jz)etY_n<o F)

Pour déterminer les dimensions manquantes, on utilise la définition du produit matriciel blocs pour

obtenir
m n ? n

m E (0] m Ji 0
X:?(H Jg> etY:n( 0 F)

On finalise en notant que les matrices identités sont des matrices carrées et donc

m n m n
m E Omﬁn _m Jl om,n
XZ(%) EtYn(H F )
et donc He M,, ,,,(K).

Sous ces conditions de dimensions le produit matriciel bloc XY est possible et on a

m n
m Im Om,n
n On,m F
m( E |Onn m [ Eln + 0mnOnm | EOmn + OmnF

m n

Cm( E | Opnn
"W\ H[ F )

b. Comme le déterminant d’un produit de matrices carrées est le produit des déterminants des matrices
carrées, on a

E|O J; |0 E|oO J; |0
ene (5 3) (o 8 )) e (o) e (51w )

En utilisant les résultats de la question 1, on en déduit

det A = det Edet F.

10



Soit B,, la matrice bloc-carrée triangulaire inférieure décomposée en n x n blocs, n > 2, définie par

Bl,l O.. ........ O
BT.L’1 ............ B,

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

detB,, = | [detB; .
i=1

R. 3 On va alors démontrer par récurrence sur n = 2 la proposition suivante
n
(Q,) : detB, = Hdet B .
i=1

e Initialisation: pour n = 2, celd a été fait en question 2.

e Hérédité: Soit n > 2, on suppose (Q,,) vraie et on va établir que (Q,,11) est vérifiée.

On a
Bl,l (@ T (0] (0]
B2
Bn+1 - .. O :
Bn,l """" Bn,nfl Bn,n 0o
B”_’_171 ............... Bn,+1,n Bn,+1,n+1

On note que les n premiers blocs lignes et colonnes de B,, 1 correspondent & B,,, et donc, on peut
aussi écrire

B. O
Bn+1 =

L B'n,+1,’n,+1
D’aprés la question 2, on a
detB,,+1 = det B,, det B, 41, n41-

Or, par hypothése de récurrence, (Q,,) est vérifice. On en déduit alors que

n

det By = [ [detB;;det By i,

i=1
et donc (Q,,+1) est vraie.

e Conclusion: La proposition (Q,,) est vraie, pour tout n = 2.

2 Matrices

EXERCICE 6

Soit A € M, ,(C) une matrice et (\,u) un élément propre de A avec |uf, = 1.

11



Q. 1 En s’aidant de la base canonique {ei,...,e,}, construire une base orthonormée {x1,...,T,} telle
que T1 = U. o

R. 1 La premiére chose a faire est de construire une base contenant uw a partir de la base canon-
ique {e1,..., €,}. Comme le vecteur propre w est non nul, il existe j € [1,n] tel que (u,e;) # 0. La
famille {u,eq,...,e;_1,€;41,...,€,} forme alors une base de C™ car u n’est pas combinaison linéaire des
{61, e €5—1,€541,. .. ,Cn}.

On note {z1,..., z,} la base dont le premier élément est z; = u :

{z1,..., 2o} = {u,e1,...,€j_1,€j41,...,€,}.

On peut ensuite utiliser le procédé de Gram-Schmidt, rappelé en Proposition [B:20] pour construire
une base orthonormée & partir de cette base.

On calcule successivement les vecteurs x; a partir de la base {z1,..., 2,,} en construisant un vecteur w;
orthogonal aux vecteurs @1, ...,%;_1.

1—1
w; =2; — 2 (T, 2i) T
k=1

puis on obtient le vecteur z; en normalisant

w;
T, = ——
lwi
Notons P la matrice de changement de base canonique {eq,...,e,} dans la base {z1,...,2,}:
| |
[ [
P = T i ‘e i T,
1 I

Soit B la matrice définie par B = P*AP.

Q. 2 a. Exprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs x;,
i€ [1,n].
B = P*AP.

b. En déduire que la premiére colonne de B est (),0,...,0)%.

R. 2 a. En conservant I’écriture colonne de la matrice P on obtient

% *
T T
»»»»»»»» [ 1 1 1 R S 1 1 1
2 D 2 i Lo
B=|"""""" S A xl:.’l,‘gi..i.’l:n = | T Az 1:A.‘l‘2i. iA.’L'n
VVVVVVVV : o i | | ,,,,,,,,:,,,,,,,. i | |
* *
z’!L xn
Ce qui donne
riAT 1Az ... 2 FAZ,
iAzy  ziAxzy, ... ziAz,
xiAzy  xiAxy, ... ziAz,

On a donc
Bivj = Z;kA_’L‘j, V(’L,j) € [LnﬂQ

12



b. On a Au = \u, |[ul| = 1, la base {1, ..., ,} est orthonormée et £; = u. on obtient alors

u*u ;U*AZQ u*Azx,, A ;"U,*A.TQ u*Azx,,

Aziu ! TiAzy, ... ziAx, 0 ! TiAzy, ... ziAz,
B = ' - '

AxFu ; ziAT, ... ziAz, 0 ; xEATy, ... xEAZ,

Q. 3 Par récurrence sur l’ordre de la matrice, montrer que la matrice A peut s’écrire sous la forme
A = UTU*

ot U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. o

R. 3 On veut démontrer, par récurrence faible, la proposition suivante pour n > 2
(Pn) YAe M,(C), U e M,,(C) unitaire, IT € M,,(C) triangulaire supérieure, telles que A = UTU*.

Initialisation : Montrons que (P3) est vérifié.
Soit Ay € M5 (C). Elle admet au moins un élément propre (A,u) (voir Proposition par ex.)
avec |ul| = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire Py € My (C) telle que la matrice By = P2A9P¥ ait comme premier vecteur colonne (A, 0)?.
La matrice By est donc triangulaire supérieure et comme Py est unitaire on en déduit

Ay = PEB,P,.

On pose Uy = P3 matrice unitaire et To = By matrice triangulaire supérieure pour conclure que la
propostion (Pz) est vraie.

Hérédité : Supposons que (P,_1) soit vérifiée. Montrons que (P,,) est vraie.
Soit A,, € M, (C). Elle admet au moins un élément propre (A,u) (voir Proposition [B.41] par ex.)

avec |ul| = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire P,, € M,,(C) telle que la matrice B,, = P,,A, P} s’écrivent
Aloehy
R
B, = o
|

ouc,—1 € My,_11(C) et A,—1 € M,,_1(C). Par hypothese de récurrence, 3U,,_1 € M,,_1(C) unitaire
et T,—1 € M, _1(C) triangulaire supérieure telles que

Anfl = Unfl-rnfluﬂ<

n—1

ou encore

Tnfl = U;klflAnflunfl'
Soit Q,, € M,,(C) la matrice définie par

L0 0
Qn - . I
. i U,_1
0
La matrice Q,, est unitaire. En effet on a
; , 110 0
110 0\ (1L0 o N B
R 0 !
QnQ: = . ! . ! = i U,L_1U* 1 = lp.
c U, _ - * | #
| n—1 i n—1 ! |
O O 0! o

13



On note T,, la matrice définie par T,, = Q*B,,Q,,. On a alors

L0 0N/ AL ey 110 0
0 0T 0o, T
T, = ! | !
s U* A D U
'i n—1 0 | n—1 0 ; n—1
O | | I
! I A E c:—lu’:—l
AL ey 110 0 T
O | e i
S 0 = LUt AU
L . . n—1"\n—-1Yn—-1 =
SUE AL D Uno NG
0 5 0 : . =Tn_1
. - 0 !

La matrice T,, est donc triangulaire supérieure et on a par définition de B,,
On note U,, = P%Q,,. Cette matrice est unitaire car les matrices Q,, et P,, le sont. En effet, on a

UTLU;I: = P:;Qn(P;len)* = P: QnQ: Pn = P:Pn = In-
———

=,

On a T, = U*A,U, et en multipliant cette équation a gauche par U,, et a droite par U¥ on
obtient I’équation équivalente A,, = U,,T,,U%. La propriété (P,) est donc vérifiee. Ce qui achéve la
démonstration.

Q. 4 En supposant A inversible et la décomposition A = UTU* connue, expliquer comment résoudre
"simplement" le systéme linéaire Ax = b. o

R. 4 Résoudre Az = b est équivalent & résoudre
UTU*z = b. (1)

Comme U est unitaire, on a UU* = | et U* inversible. Donc en multipliant par U* on obtient le
systéme équivalent
U*U TU*z = U*b <= TU*z = U*b.
—
=

On pose y = U*z. Le systéme précédent se résoud en deux étapes
a. on cherche y solution de Ty = U*b. Comme U est unitaire on a det(U) det(U*) = det(l) = 1 et donc
det(A) = det(UTU*) = det(U) det(T) det(U*)
= det(T)

Or A inversible équivalent a det(A) # 0 et donc la matrice T est inversible. La matrice T étant
triangulaire supérieure on peut résoudre facilement le systéme par la méthode de remontée.

b. une fois y déterminé, on résoud U*z = y. Comme U est unitaire, on obtient directement & = Uy.
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3 Normes

EXERCICE 7

Soient x et y deux vecteurs de C™.

| Q. 1 Trouver a € C tel que {ax —y,z) = 0. o

R. 1 e Six =0, alors a quelconque.
e Sizx # 0, alors
<Oz.’l:7y,fl,'>:0 = a<:l"7‘1">7<’.'/7a'.>:0

Or x # 0, ce qui donne

-_ vz
(x,z)
et , comme (z,z) € R et {y,x) = {(x,y), on obtient
A7) @)
@)
Q. 2 En calculant |ax — y||§ , montrer que
[yl < lzly .- 3)

R. 2 On a

(ox —y, 0 —y)

alax —y,z) —(ox —y,y)

= —{ax—y,y), car {ax —y,x)=0
= —alzy + @y

2
o _yH2

En utilisant , on obtient alors

oz 9} = -2 @y @
_ )y + @y e
(x, )
Comme (y,z) = (x,1), on a (y,z){(x,y) = |{x,y)|? et donc
foa—ul} = oo (<@ + i3 i) 4

\%

0.

On a alors
2 2
[y |* < |z |yl

La fonction x — /2 étant croissante sur [0; +00[, on obtient ().
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I Q. 3 Soit x # 0. Montrer alors que l'inégalité (@ est une égalité si et seulement siy = azx. o

R. 3 Soit £ # 0. On veut montrer que
[@.y)| = lzl;lyl, <= y=ox
On suppose y = az. On a alors
2 2
(@,y) =alz.x)=alz|, = [{z,y)]=|of|z]5.
Comme [y|, = |a| |z[,, on a aussi

2
[l lylly = lallz]; -

On en déduit alors
[ @y | = lzlly Iyl -

On suppose | {x,y)| = ||z[, [ly[l, - Avec cette hypotheése, I’équation (4) devient
oz —yl5 =0

et donc ax —y = 0, c’est a dire y = az.

EXERCICE 8

Q. 1 Soit la fonction f(t) = (1 — ) + Xt — t* avec 0 < A\ < 1. Montrer que pour tous o =0 et 3 =0 on

a
B < A+ (1 - N8 (5)

[m]

R. 1 L’inégalité est vérifiée si a = 0 ou S = 0. Il nous reste donc a la vérifier pour o > 0 et 5 > 0.

Dans ce cas s’écrit
A
(a> <)\g+(1—)\)

B B
c’est a dire

f(3)=0.

a
B
Montrons que f(t) = 0, Vt €]0, +00|.
Ona f'(t) = M1 —t 1) et

Ft)=0 = 1—-t"1=0,carA#0

De plus, on a t*~1 = eA=DI®) ot comme A\ — 1 # 0, on obtient

ff)=0=t=1.
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e Etudions la fonction sur |0, 1[. On a pour ¢ €]0,1[, In(¢) < 0 et donc (A — 1)In(¢) > 0. Comme la
fonction exp est croissante, on en déduit exp((A — 1)1In(¢)) > 1 et alors f/(¢) < 0.

e Etudions la fonction sur 1, 4+0o[. On a pour ¢ €]1, +oo[, In(¢) > 0 et donc (A —1)In(t) < 0. Comme
la fonction exp est croissante, on en déduit 0 < exp((A —1)In(¢)) < 1 et alors f'(¢) > 0.

Le minimum de f est donc atteint en £ = 1 et on a
vt €]0, +o0, f(z) = f(1) = 0,

L’inégalité (5] est donc vérifiee Voo = 0, V3 = 0 et VA €]0, 1].

Soient & et y deux vecteurs non nuls de C™. Soient p > 1 et ¢ > 1 vérifiant 1—1) + % =1.

Q. 2 On poseu = 2— etv = 2. En utilisant l’inégalite (ﬁ), montrer que l’'on a l’inégalité

[z, Iyl
Dlwivi] < = D7 fuiP 4 = Y i = 1. (6)
izl e 19,3

R. 2 On pose A = = €]0,1[. on a alors 1 — A = %. On pose

1
P
a=luP =0, B=lvl?=0.

En utilisant , on obtient directement
il [oi] < SJul? + SJos]?, Vi e [1,n]
7 2 T 3 ) ) N
p q
En sommant sur i on obtient:
< 1 & 1 & 1 1
wivg] < = ) JwilP 4+ = ) uil? = = |ulf + = o2
;1|”| p;\zl q;" o Il qu

Comme par construction [uf, = [[v], = 1, on obtient

Z|uzvz \1 1=1.

p g

Q. 3 En déduire l'inégalité de Holder suivante

@y | < ) el < |2, lyll, (7)
i=1
Quel est le lien entre l'inégalité de Holder et l'inégalité de Cauchy-Schwarz? o

R. 3 Par construction, on a

n 1 n
2 uivi| = T 2 |zl
= RENTT

i=1
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et donc en utilisant I'inégalité @) on obtient

2 iyl < 2], [yll, -

De plus
n
[@,y)| = | ), Tayi| < Z Ziyi| = 2 lzayil < [, lyl, -
i=1

Pour p = ¢ = 2, I'inégalité de Holder entraine 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

EXERCICE 9

Etant donné une norme vectorielle [o| sur K™, on définit I'application [e|, : M,,(IK) — R* par

y |Av]|
|Al, = sup (®)
veK” Tl

| Q. 1 Montrer que [I], = 1. o

R. 1 On a immeédiatement H H H H
v

'veJK” H veJK"

On note B = {v € K" ; |v| < 1} la boule unitée de K" et S = {v e K" ; |jv|| = 1} la sphére unitée de
K™

Q. 2 a. Montrer que B et S sont des compacts.

b. Montrer que

IAl = sup |[Av| (9)
vesS
c. En déduire que
|Al = sup |[Av| (10)
veB

d. En déduire que Uapplication ||, est bien définie sur M, (K) i.e. YA e M, (K), ||A[, < +o0.

R. 2 a. Les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de I’application continue v —
[v]| par le fermé borné [0, 1] (pour la boule) et le singleton {1} (pour la sphére).
b. On a

H v|
IAl, =
ool ook
v£0

A’U‘ = sup ||Au
[l

ueS
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c. Comme S < B on a aussi

sup |Av| = Sup |Av]. (11)
On peut aussi remarquer que
sup |[Av|| = sup |Av| (12)
veB velB
v#0
De plus, Vw € B\{0}, en posant u = HWH eS.onaw = |w|u et
[Aw] = w] [Au] < [Au] car Jw] <1

Or on a
|Aul < sup |Av].

et on obtient alors
sup [Aw]| < sup |Av] .
'w;éO

En utilisant et , on en déduit

sup |Aw| = sup [|Au] .
weB ueS

d. L’application v — |Av| est continue donc son sup sur la sphére unitée qui est compacte est atteint.

Q. 3 a. Montrer
JAl, <inf{aeR: |Av] <alv], vweK).
b. Montrer qu’il existe w € S tel que |A|, = |Aw]|.
c. En déduire que
[Al, =inf{a e R: |Av| < alp|, Yve K"}. (13)
a
R. 3 a. Comme |e|, est bien définie il existe v € RT tel que A, < a. Soit v € RT tel que |A[, <
On a
A
Al < 0 = sup 121
vek” V]
v#0
A
LB
< ||Av| < afv, Yo e K™\{0}
< [Av] < alof, YoeK"
On en déduit que
|Al; <inflaeR : [Av] < afv], voe K"} (14)

b. Comme S est compact et I'application v — [|Av| est continue, il existe w € S tel que

|Alls = sup [[Av] = [[Aw] .
veS
c. On en déduit |Al|, |w| = |Aw]| car |w| = 1. On a alors

|Alge{aeR: [Av] < afof, Voe K"}

et donc
inflaeR : |Av| <alv|, Voe K"} < |A|,.
On conclut en utilisant .
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Q. 4 a. Montrer que Yv € K", |Av| < |A], [v].

b. Soit A € K*. Montrer qu’il existe w € K™ tel que ||u| = |\| vérifiant
|Aul = (Al fu].
a
R. 4 a. On a par définition du sup
|Au| _ |Av]
A, = sup —— = ——, Ywve K"\{0}.
we® [u] v
u#0
et donc
|Av[ < Al vl Vo e K™\{0}.
qui est équivalent &
|Av] < Al o], Vv eK".
b. Daprés la Q. [B][b] il existe w € S tel que |A], = |Aw] . Soit A € K* et u = Aw # 0. On a [u = ||
et
AL = Al = A = o Tl < AL ul = [Aul
: ful | :
| Q. 5 Montrer que ||o| est une norme matricielle. o
R. 5 o [Al,=0<—=A,=07?
< | trivial.
= | Soit A e M,,(K).
A
A, = 0= sup PO ja) = 0, o e &\ 0]
‘ vek” |||
v#0
— Av =0, Yv e K"\{0}
Soit {e1,..., e,} la base canonique de K". On a alors ¥j € [1,n], Ae; =0 et on en déduit que

Ai)j = <ei,Aej> = 0, V(’L,]) € [[1,’17,]].
et donc A = O.

Montrons que [aA|| = |af [A], Vo € K, YA € M,,(K),.
Soient v € K et Ae M,,(K). On a aA € M, (K) (car M,, () est un espace vectoriel) et

loAv| |af |Av|
laA[, = sup = sup car lou| = |af |u]
vern V] pexr |
v#0 v#0
|Av]
= |a] sup '8 = [a [A], .
e V]
v#0
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e Montrons que |A + B[, < |A], +[B],, ¥ (A,B) € M,(K)?
Soient A et B deux matrices de M,,(K). On a A + B € M,,(K) car M,,(K) est un espace vectoriel

et
A+B)v Av + Bu
I 0 B -
vek” || ver” V]
v#0 v#0
Av| + ||B
< sup M par inégalité triangulaire dans K"
ve” |V
v#0
Av] HBUH
< + s = [All, + 1Bl -
vek V] ve]K el
v#£0

e Montrons que [AB|, < |A], [B],. V(A,B) e M, (K)%.
Soient A et B deux matrices de M,,(IK). On a AB € M,,(KK) par définition du produit matriciel et

AB A(B
e, = sup (B oy 1BV
veK"™ H'UH veK"™ HUH
v#0 v#0
Al . |Bv
< 1AL 18] [Au| < A u] Vue K"
ver [Vl
v#0
HBvH
gHAH sup = Al Bl -

EXERCICE 10

Soit A e M, (C). On note
| Az,

meC" H Hl
T#0

def
|AlL = s

la norme matricielle suboordonnée a la norme vectorielle ||ef; .
Q. 1 Montrer que

sup |Az], < 2|A,J|
o selind
R

R. 1 Soit x € C™" tel que |z[|;, = 1. On a

el = ) lhe) ii

1=1
n n n n
< ZZ 0,54 Z <|x3|Z|A7|)
i=1j=1 Jj=1 i=1
n n
< (maX > |A”> D, oyl = max Z |Aigl car ol = ) oyl = 1.
jell,n] = Jo} jel1, n}] Jo}

On obtient donc

sup [|Az|, < max A
sup [Az], < ma HZ\ il

], =1
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Q. 2 a. Déterminer uny e C", |y, =1 tel que

= max
Ayl = ielh ]]Zl il

b. Conclure.

R. 2 a. Soit k€ [1,n] tel que

n

n
2, Aanl = ma 314
i1

On a

|Ayll, = Z}Ay —ii Ai i)

Pour obtenir

Z | A k| = Z | ZAi,jyj}
i=1 i=1 j=1

on prend y; = 0y j, Vj € [1,n], c’est & dire y = ej le k*™° vecteur de la base canonique. Dans ce
cason a [y|, =1et

IAylly |Aer ]y = Akl

n
Akl = A
IR gﬁmxﬂ& !

b. D’aprés la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a
|Aly = sup [Az], .
zeC"
lzl,=1

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

IAlL = e 2 Al

| Q. 3 [4lgo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Norm1, calculant ||Al; . o

R. 3 Voici une possibilité de fonction:
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Algorithme 1 Fonction Norml permettant de calculer |A[,

Données : A : matrice de M,,(C).
Résultat : r : leréel r = maxjeq,, 2y |ail

1: Fonction r « Norm1( A )
2:  n < nb de lignes de A
3 r<—20

4.  Pour j < 1 an faire

5 S0

6: Pour i < 1 a n faire
7 S — S+ |A(i,7)]

8: Fin Pour

9: Si r < S alors

10: r—S_S

11: Fin Si

12: Fin Pour
13: Fin Fonction

EXERCICE 11

Soit A € M,,(C). On note

Il 2 sup 1Alo

zeC" (/P
la norme matricielle suboordonnée & la norme vectorielle [|e_ .
Q. 1 Montrer que
cup A, < e 140

] =1

R. 1 Soit x € C" tel que [z, =1. On a

2 A jx;

Az = ma = ma
1Azl ie[[1,}r§1]|( il = ze[[l}ﬁ:}]

< Z A

< éf[lflifﬂ A jll;]

< max Z |A; ;| car|z;| < max \a:z\ = |z|, =1
i€[1, n]]

On obtient donc

sup Az, < H[[llaxﬂ Z | Al
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Q. 2 a. Déterminer uny e C", |ly||, = 1 tel que
n
A = ma A,
1Ayl i&[ﬁﬁ]}é' il

b. Conclure.

R. 2 a. Soit k € [1,n] tel que
Z |Ak,j| = Inax Z |A27]|
o1 i€[[1,n] 21
On a, pour tout y € C",

n

1Ayl = max, |(Ay)i| = max | > A; -

i€[1,n] izl
On va construire un vecteur y € C", |ly[, = 1, tel que
n n
s |;1 Aijyi| = ]; Akl
On sait déja que, si |y[, = 1,
n n
Vie[Ln], | D Ay < D) 1Akl
j=1 j=1

On va donc construire y € C, |y| ., = 1, de telle sorte que

n n
| > Ayl = D 1Ak,
j=1 j=1

11 suffit pour cela de prendre,

sl si Ay 0

Viell,n], y; = - .
S1 kg =

et on a bien [y[,, = 1. On a alors
| 2 Ak,jyj} = Z |Akj| et VZ € [[17TLH, ’ 2 Ai,jyﬂ < Z |Ak_’j|
i=1 j=1 j=1 =1

et donc

Ayl = A 5| = max Al
= 33 1Al = e 330

b. D’aprés la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

1Al = sup - [[Az] -

], =1

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient
n
Al = ma A, -
AL, iéfﬁl,’éﬂj;' il
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| Q. 3 [Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée NormInf, calculant [|A],, .

R. 3 Voici une possibilité de fonction:

Algorithme 2 Fonction NormInf permettant de calculer |A[_

Données : A : matrice de M, (C).
Résultat : r : leréel r = maxc o] Z?’Zl la; ;|

1: Fonction r < NormInf( A )
2:  n < nb de lignes de A

3 r<20

4 Pour ¢ — 1 a n faire

5 S0

6: Pour j < 1 a n faire
7 S — S+ |A(i,7)]

8: Fin Pour

9: Si r < S alors

10: r—y_S

11: Fin Si

12: Fin Pour
13: Fin Fonction

EXERCICE 12

Soit A e M,,(C). On note B = A*A.

Q. 1 Soit (A\,u) € C x C"\{0} un élément propre de B.
a. Montrer que la matrice B est hermitienne.
b. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles.

c. En déduire que
2
A

5
|5

R. 1 a. Il faut montrer que B = B*. Or on a
B* = (A*A)" = A*(A*)" = A*A = B.
b. Comme (\,u) est un élément propre de B, on a Bu = Au. On en déduit que

(Bu,u) = O, u) = Xu,u) = X |ulf3.
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De plus par propriété du produit scalaire, on a
(Bu,u) = (u,B*u).
Comme B est hermitienne, on obtient
(Bu,u) = (u,Bu)
= (u, M) = \(u,u) = Auls .

On a donc
2 T2
AMuly = Al

et comme [uf, # 0 (u est un vecteur propre) on obtient A = A, c’est a dire A € R.
c. On a
(Bu,u) = (A*Au,u)
= (Au,Au) par propriété du produit scalaire

2
= [Aul -
De plus, on a vu que (Bu,u) = A HuHi avec [luf, > 0. On en déduit alors

2
A}

2 =
(s

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’aprés le Théoréme de réduction 3.2 page 63, il
existe alors une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B = UDU*.

On note (A, €;)ie[1,] les éléments propres de D. Les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique
de C™ et )\z = D“

Q. 2 a. Démontrer que les (N\i,V;)ic[1,n] Sont les éléments propres de B ot v; est le i-éme vecteur
colonne de U.

b. En déduire que {v1,...,v,} est une base orthonormée de C™.

R. 2 a. On a B = UDU*. Or U est unitaire, donc inversible d’inverse U*. En multipliant & gauche
par U* et & droite par U on obtient

U*BU = U*(UDU*)U = (U*U)D(U*U) = D.
On obtient alors

Dei = /\iel— — U*BU61 = )\iei

C’est a dire en posant v; = Ue; (i-éme vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les
(Xisvi)ier1,n]- On peut noter que v; # 0 car U est inversible.

b. On a
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On a donc

vivy vi*vy ... uvitv,
. vivy vivy ... viv,
U*U =
* * *
vivy vive ... viv,
et donc
L 2 * *
V(i,5) € [Ln]?, (UU)iy = v, = (w3v,).
Comme U est unitaire, on a U*U = | et donc

V(i,j) € [1,n]?, (U*U);; =6 ;.

On en déduit alors
V(i,j) € [L,n]?, <vi,v;) =6 ;.

{vy,...,v,} est donc une base orthonormée de C".
Soit € C™ tel que x|, = 1 décomposée dans la base {v1,...,v,}:

Q.

n
e, ...,a,) € C", tels que x = Z ;.
i=1

3 a. Montrer que

n
@ay = | = 1.
=1

b. Montrer que
sup ||Av\|§ < p(A*A).
veC™

lvl,=1
c. Déterminer un vecteur w € C", tel que

[Aw]3 = P(A*A).

d. En déduire que

. Ax
AL, # sup 1822 _ | foaway.

%ﬁg HmHZ

R.

3 a. On peut voir que

(z,z)

Il
/\
[
C
=
R
gﬁ

n

= Z(T,oz, car (V;,v;) = d;;
i=1
n

= 2ol

i=1

De plus [z]3 = (x,z) = 1.
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b. On a
|Az|

(Az,Az) = (A*Az,z) = (Bz,z)

n n

= Z O[,‘B’Ui, Z ;0
i=1 j=1
n n

= Z ai)\ivia Z Oéj’l)j>
i=1 j=1

n

n
A Y, ;@)
j=1

1=1

= Z)\Z|01L|2 car /\ieRet <vi,vj>=5ij

n
=1

~.

N

( max_\;) Z loi|? = P(A*A)  car \; =0 et Z loi|? = 1.
i=1 i=1

i€[1,n]

On en déduit alors
sup |Av|; < P(A*A).
C

c. Pour démontrer que 'on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant, c’est a dire un
vecteur w € C", |w|, = 1, tel que

|Aw]? = max X,
s

i€[1l,n

ou les \; sont positifs ou nuls (valeurs propres de B. Pour cela on note k € [1,n] V'indice tel que
Ak = MaX;e[1 ] Ai- En choisissant w = vy, (qui est de norme 1) on obtient alors

AV = (Avg, Avg) = (A*Avg, vi) = ok, v) = A = P(A*A).

d. D’apreés la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

|Al, = sup [Az],.
eC™

T
=1

En utilisant les résultats de Q.3, 2. et 3., on obtient

|Aly = /P(A*A).

Q. 4 a. Montrer que la norme ||, est invariante par transformation unitaire :

UU* = I = [A[, = [UAll, = [AU], = [U*AU, .

b. Montrer que st A est hermitienne alors

[Ally = P(A).

R. 4 a. Soit Ue M, (C) unitaire, i.c.
Uu* =U*u =1

e Montrons que |A[, = [UA|,.
On a |A], = 4/P(A*A) et donc

[UAJ, = /P((UA)*UA) = /p(A*(U*U)A) = /p(A*A) = A, .
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e Montrons que |Al, = [|AU|, .

On a AU
y z
U], ¥ sup B2l
o el
z#0

En posant y = Uz, on a £ = U*y car U™ = U* (U étant unitaire). Comme U est inversible on
a

{Umy, vy e C\[0}} = €"\{0)
AUzl LAyl

sect 2]y yecr [U*yly
x#0 y#0

De plus, on a )
2
[U*yl; = (U*y,U*y) =y, UU%y) = Cy.y) =yl
et donc AU, = [A], -
e Montrons que |A[, = [U*AU, .
Ceci découle des deux égalités précédentes. En effet,
[U*AU||, = [U*(AU)|, = |AU], car U* unitaire

= ||AH2 car U unitaire
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