Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Chapitre 6: Intégration numérique

1 Exercices du cours

EXERCICE 1

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dx par Q,(f,a,b) une

(f7a' b b—a sz z (11)

ou les () sont des points distincts 2 & 2 dans [a, ] et les (w;), sont des réels.

formule de quadrature élémentaire

Q.1
Démontrer que Uapplication f — Q,(f,a,b) définie de C°([a,b];R), muni de la norme infini, a valeurs dans R est

linéaire et continue.

2
Soit k € N. Montrer que Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k si et seulement si

b
Vre [0,k], Qn(z— z" a,b) = f z"dx.

a

(1.2)
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Correction
R. 1
On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans € C%([a,b];R), et X et pu deux réels. Alors \f + ug €

C%([a,b];R), et on a

Qu(Af + g, a,b) = (b—a) Y wi(\f + pg)(;)
7=0

=(b—a), 2, i (M () + ng(=;))

Q

Ab—a) ijf zj) + pb—a) ijg (x5)
j=0 7=0
_)\Qn( b)"‘/fon(gvaab)
L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que
30 >0, tel que |Qu(f,a,0)| < C|fly . ¥YfeC([a,b]; R).
Or, on a, pour tout f € C%([a,b]; R),

w; f(x;)]

M:

1Qn(f;a,0)] = [(b—a)

0

<.
Il

|wj||.f ()]

=

<(b—-a)
0

J

<C|f|,, avec C=(b—a) Z |w;| indépendant de f.




= Soit 7 € [0, k], Comme z > 2" est dans C°([a, b]; R), et que la formule de quadrature est exacte pour tout polynome
de degré inférieur ou égal a k, on en déduit

b
Qn(x— 2" a,b) = J x"dx, Vre[0,k].

a

< Soit P € R;[X]. On peut le décomposer dans la base des monomes: il existe (a;)F_, réels tels que

k
1=0

Par linéarité de lapplication f — Q,,(f,a,b), on a

Q,(x — P(x) ZaianL»—»x a, b).

=0

Par hypothése, on a
b

Qn(z— 2" a,b) = J a"dx, Vre|0,k]

a

et donc
k b
Qn(z — P(x),a,b) = Z aif x'dx.
i=0 Ya

Par linéarité de 'intégrale, on obtient

Za, de—J P(z)da.

i=0

Qn(x — P J

On en déduit donc que Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k.

EXERCICE 2

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dx par Q,(f,a,b) une
formule de quadrature élémentaire

(f7ab b_a sz z (21)

ou les () sont des points distincts 2 & 2 dans [a, ] et les (w;), sont des réels.
On note = = p(t) = a + Bt, B € R*, le changement de variable affine, t; = ¢~ !(x;), Vi € [0,n], et

Qu(g. o (a), o7 (1) = (27" (0) — ¢ (@) X wig(t:). (2.2)
Q. 1
Expliciter o~ 1.
Soit k e IN.
Q. 2
Montrer que si Q,(f,a,b) est de degré d’ezactitude k alors Q,(g, o (a), o~ 1(b)) est de degré d’ezactitude k.
Q.3

Montrer que si Q,(g, 0 *(a), o~ 1(b)) est de degré d’ezactitude k alors Q,(f,a,b) est de degré d’ezactitude k.
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Correction



R. 1
On a p 1(z) = 5.

R. 2
Soit Q € Ri[X]. On a

()
J. f Qo H(x)d.
~1(a)

1 1

Or ¢~ est un polynome de degré 1 et Q o ™" est la composé de deux polynoémes: c’est donc un polyndéme de degré
le produit des degrés des deux polynomes, i.e. Qo ¢! e Ri[X]. Comme Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k, on en
déduit que

b n n
J Qoo Na)dr = Qu(Qoyp ", a,b) = (b—a) 2 wiQo N (z;) = (b—a) 2 w; Q(t;).

On a alors

or

On en conclu donc que Q,,(g, »~*(a), p~ (b)) est de degré d’exactitude k.

R. 3
Soit P € Ri[X]. On a

o (b)

f x)dx = BJ P o o(t)dt.
~(a)

Or ¢ est un polynéme de degré 1 et P o o~ ! est la composé de deux polyndmes: c’est donc un polynéme de degré le

produit des degrés des deux polynomes, i.e. Po ¢ € Ri[X]. Comme Q,(g,¢ 1(a),p (b)) est de degré d’exactitude k,
on en déduit que

1(b)
f ., Fowlni= Q,(Pop, o (a), o (b))
e (a

On a alors

b n
f P(z)dz = (cp’l(b) - @71(@) Z w; P (x;)
i=0

a

et comme ¢~ 1(b) — ¢~ 1(a) = 1’77“, on en déduit que Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k.

‘ EXERCICE 3

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles, n € IN et (x;)7, des points distincts 2 & 2 dans [a, b]. On souhaite

approcher SZ f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire,

Qn(f,a, b) (b—a) Zwlf ;) (3.1)

1=0

ou les (w;)_, sont des réels a déterminer.



Q.1
Démontrer que (3.1) est de degré d’exactitude k (au moins) si et seulement si

—ai g e vr e [0, k] (3.2)
P r+1 - '

Les points (x;)1, étant fizés, montrer qu’il existe alors une unique formule de quadrature élémentaire | a(n+1)
points de degré d’evactitude n au moins.

Correction

R. 1

° Si la formule (3.1) est de degré d’exactitude k, elle est donc exacte pour tout polynéme de Ri[X] et plus
particuliérement pour tous les monémes 1, X, X2,..., X*. Soit r € [0,k]. En prenant f(z) = 2", la formule (3.1)
étant exacte par hypothése, on obtient

Q,(z— 2" a,b) —az Thypf 2T dx =

br+1 _ ar+1

r+1

° On suppose que 'on a . Soit P € Rg[X]. On va montrer que la formule de quadrature est alors
exacte.
Le polynéme P peut s’écrire comme combinaison linéaire des monémes de {1, X, X2,..., X*}, base de Ry[X].
On propose ici deux démonstrations.

— lére démonstration: On a donc
k
= Z a;a’, Yo e R.
§=0

En prenant f = P, la formule de quadrature (3.1) donne

n

Qn(P,a,b) = (b—a) Z w;P(z;) = (b—a) Zwl 2 ol

=0 1=0 7=0
De plus, par linéarité de l'intégrale, on a

bj+1 aj+1

JbP(:c)dm: i f e — 2% 1

7=0

et en utilisant (3.2) on obtient
b k )
J P(z)dx = (b—a) Z a; 2 w;]
a j=0 =0

Ce qui donne

b
f P(a)dz — O (P, a,b).

a

La formule de quadrature est donc de degré d’exactitude k.

— 2éme démonstration:
On a donc

k
P= > a;X’
j=0

et par linéarité de lapplication f — Q,,(f,a,b) (voir Proposition ??) on obtient

k
Qn(Paavb) = QH(Z anj,a,b)

7=0

k
Z Q. (X7, a,b).




Par hypothése, on a (3.2) et, comme par définition X7 est le polynéme z +— 7, on obtient

, v [0 b pi+l _ gi+1
Vje[0,k], Qn(X7, a,b) = | X/ (z)dx = f rldx = — 1
a a j
De plus, par linéarité de I'intégrale, on a
b k 1 1
pit Jt+
JP(x)dx:Zajijdx—Zaj ]+(i

@ j=0
et donc

b k
J P(z)dr = Y] 0;Qn(X7,a,b) = Qn(P,a,b).

a J=0

En fixant les points (xi)ie[[o,n]} deux a deux distincts, pour obtenir explicitement la formule de quadrature de type (3.1]) il
faut déterminer les n + 1 poids (wi)ie[[om]]. Or, de (3.2)), en prenant k£ = n, on obtient exactement n + 1 équations linéaires
en les (w;) s’écrivant matriciellement sous la forme :

11 1\ [wo b-a
b"—a
ZTo X Tp w1 )
(b—a)| . . . =
n n n n+1l__ _n+1l
xg oy Ty Wy, b —a™

n+1

La matrice intervenant dans le systéme précédent s’appelle la matrice de Vandermonde et elle est inversible (car les
(z;) sont deux a deux distincts, voir Exercice [13). Ceci établi donc 'existence et I'unicité de poids (w;)efo,n] tels que la
formule de quadrature élémentaire soit d’ordre (au moins) n.

Il est aussi possible de démontrer I'unicité classiquement. Supposons qu'il existe (w;)efo,n] €t (Wi)ie[o,n] tels que pour

tout P € R,[X], on ait
b n n
f P(@)dz = (b—a) > wiP(z:) = (b—a) 3 TP(1).
i=0 i=0

a

On a alors VP € R, [X],
Z (z;) = 0. (R3.1)

On rappelle que les fonctions de base de Lagrange associées aux (n + 1) points (;);e[o,n] notées L;, sont dans R, [X] et

vérifient
Lz(l‘]) = (Si,j, V] € [O,HH

Soit j € [0,n]. En choisissant P = L; dans (R3.1)), on obtient

(w; — ;) Lj(w;) = (w; — wy)

Il

1=0

ce qui prouve 'unicité.

EXERCICE 4

Soient (z;)"_, (n + 1) points donnés et distincts 2 & 2 d’un intervalle [a,b] (e < b). Ecrire une fonction algorithmique
WeightsFromPoints permettant de déterminer les poids (w;)!_, de telle sorte que la formule de quadrature élémentaire
associée soit de degré d’exactitude n au moins en s’inspirant de résultats obtenus dans la démonstration de la Proposition 77.
On pourra utiliser la fonction algorithmique & < Solve(A,b) permettant de résoudre le systéme linéaire Az = b.
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Correction Nous avons vu, dans la Proposition ??, que pour avoir une formule de quadrature élémentaire de degré



d’exactitude n, il est nécessaire et suffisant que les (n + 1) poids (w;)!_, soient solution du systéme linéaire suivant:

1 1 .- 1 wo b—a
b%2—a?
i) Tq e T w1 —5
b—a)| . . . =
n n n prtl_gntl
Ty ] xn Wy, nﬂ

Algorithme 1 Fonction WeightsFromPoints retournant le tableau des poids w associé & un tableau de points  donnés (points
2 a 2 distincts) appartenant a un intervalle [a, b].

Données : =z : tableau de R"*! contenant (n + 1) points distincts deux a deux
dans un intervalle [a, b] avec la convention
.’L‘(Z) = Ti—1, Vi e [[1,n + ].]]
a, b : deux réels, a <b.
Résultat : w : vecteur de R" ™! avec w(i) = w;_1, Vi€ [1,n + 1]

1: Fonction w <« WeightsFromPoints( z,a,b )

2: b On+1

3: A~ On+1,n+1

4: Pour i<« 1an+1 faire

5: Pour j — 1 an+1 faire

6 A, j) — ()" (i — 1)

7: Fin Pour

8: b(i) — (b"i—a™i)/(i* (b—a))
9: Fin Pour

10:  w < Solve(A,b)
11: Fin Fonction

EXERCICE 5

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dz par Q,(f,a,b), une
formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qn(fvaab) = (b_a) szf(‘rl) (51)
i=0
ou les () sont des points distincts 2 & 2 dans [a, D] et les (w;)I~, sont des réels vérifiant

T+ Tp_s a+b

Vi e [0,n], 5 == et w; = Wp_. (5.2)
Q.1
a. Donner explicitement un exemple de points (z;)7—, vérifiant (5.2) (n restant quelconque).
b. Etablir que
. a+b a+b
Vie[0,n], x;— 5 :—(:ﬂni— B >
) ) ) . a+b
c. Sin est impair, montrer que Vi € [0,n], x; # —
. . oo . . a+b
d. Sin est pair, montrer qu’il existe un unique i € [0,n] tel que z; = 5
Q. 2

Démontrer que lapplication f — Q,(f,a,b) définie de f € C°([a,b];R), muni de la norme infini, a valeurs dans R
est linéaire et continue.

Soient m € IN* et P un polynome de degré 2m + 1 s’écrivant sous la forme

2m+1

P(x) = Z a;x’
j=0



2m+1
J=0

avec (aj) des réels et as,, 41 # 0.
a. Calculer les dérivées PR+ e p2m+2) |

b. Montrer que

P(z) = C (a? ¢ ; b>2m+1 + R(x) (5.3)

en déterminant le degré maximum de R et en exprimant C en fonction des (aj)?foﬂ.

Q. 4
Montrer que
b 2k+1
+5b
Vk e N, f (a: - ‘L> dz = 0. (5.4)
o 2
Q.5
On suppose que la formule de quadrature élémentaire (5.1)) est exacte pour les polynémes de Ropm[X].
a. Déduire de (5.3)) et (5.4) que la formule de quadrature élémentaire (5.1)) est exacte pour P si et seulement si
n 2m+1
a+b
(b—a) Z w; (ch - ) =0. (5.5)
=0
b. En utilisant Q. |1, démontrer que (5.5)) est toujours vérifie.
Ecrire de maniére trés précise le résultat démontré.
Correction

® 1)

a. Soit (x;)", la discrétisation réguliére de l'intervalle [a, b],

h:b—a

, Vie[0,n], x; =a+ih.

Dans ce cas, tous les points sont distincts deux & deux et on a pour tout i € [0,n], n —i € [0,n] et

Ti+2n _a+ih+a+(n—1ih

2 2

Or a + nh = b, ce qui donne

2 D)

T+ Tp_g a+b

b. De (5.2)), on déduit

b b
P2 = zitrpi=a+b = xi—a—;_:_(mni_a;’ >

c. Si n = 2k — 1, (n impair), on a alors un nombre pair de points. Par Pabsurde supposons 3i € [0,n] tel que

a+b a+b . . . .
. Dans ce cas, on a ,,_; = —— = z;. Comme les points (xj)?zo sont distincts deux & deux, pour avoir

€Tr; =

une contradiction, il suffit de monter que i # n — i. En effet, on a
[0,n] =[0,2k — 1] = [0,k — 1] U [k, 2k — 1].
e siie[0,k—1] alors
0<i<k—-1en—(k-1)<n—i<n & k<n-—1i<n,

et doncn—17 #1i
e siie [k,2k — 1] alors

k<i<2%—-1 < n—(2k—1)<n—i<n—k < 0<n—i<k—1,

et donc n — 17 # 1.



® 2

®. 3]

®a)

d. Sin = 2k, (n pair), on a alors un nombre impair de points. Comme n — k = k, on obtient a partir de (5.2)

Tp + Ty _a+b
2 2

c’est a dire

a+b
5
Comme les points sont distincts deux a deux, on obtient 'unicité.

T =

On commence par démontrer la lindarité. Soient f et g dans C°([a, b]; R), et A et p deux réels. Alors Af+pug € C°([a, b]; R),
et on a

n

Qn(Af + ng,a,b) = (b—a) Zu)j (Af + pg)(z;)
=0

(b—a) ij M (x;) + pg(z;)))
7=0

n
Zw]f zj)+pub—a Zng xj)
7=0 j=0
=/\Qn(f, )+/J/Qn(g7a7b)
L’application f+—— Q,(f,a,b) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de démontrer que

3C >0, tel que |Q,(f,a,b)| < C|f],. VfeC’[a,b];R).

Or, on a, pour tout f € C%([a,b]; R),

1Qn(f,a,b)| = |(b—a) Z w; f(@;))|

n
(b—a) Z [wj|[ f(25)]
n
<C|f|,, avec C = (b—a) Z |w;| indépendant de f.
j=0
a. On a P(z) = agp12®™! + Z] , a;z0 et comme la dérivée (2m + 1) d’un polynome de degré 2m est nulle, on
obtient
amt1) d2m+1x2m+1

P( (3;‘) = a2m+1W = a2m+1(2m + 1)'

et

P(2m+2) (Z‘) =0.

b. C’est la division euclidienne du polynéme P de degré (2m + 1) par le polynéome z — (x _ agby2mHl g degré

(2m 4+ 1). On a donc C constante et R € Ra,,[X]. Pour calculer C, on dérive (2m + 1) fois (5.3), ce qui donne
pe™ ) (z) = C(2m + 1)L,

En identifiant, avec la sous-question précédente, on obtient C' = agy,41.

En effectuant le changement de variable ¢ — ‘%’b + tb_T“ on obtient

b 2m+1 1
a+b _b—a omal g,
L(x 5 ) dr = > J_lt dt =0

- . o 2m+1
On peut aussi utiliser directement la primitive de (x — “Tb) mr qui est

_ a+b 2m+2
o2 ) '



®. 5]

a. On a, en utilisant la linéarité de 'intégrale et (5.3)

JbP(x)dx - cf (za;b)QdeerJbR(z)dx

a a a

En utilisant la linéarité de Q,, (e, a,b) et (5.3) on obtient

2m+1 n
9,(P,a,b) = —aCZwl(xl a+b> +(b—a)2wiR(xi).
i=0

On a R € Ry, [X] et, par hypothése, la formule de quadrature est exacte pour les polydmes de les polynomes de
Rom [X] ce qui donne

9,(R,a,b) = (b—a) sz

Or, la formule de quadrature élémentaire ([5.1)) est exacte pour P si et seulement si
b
Qn(P:avb) = J‘ P(I)d.ﬁU

a

ce qui est donc équivalent a

n 2m+1 b 2m+1
(b—a)CEwi(xi—a;_b> :Cf <x—a—2’—b) dzx.
i=0 a

En utilisant (5.4)) et le fait que C' = agms1 # 0, on en déduit que la formule de quadrature élémentaire ([5.1]) est
exacte pour P si et seulement si ([5.5) est vérifiée.

b. e Sin =2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement xy = X, = “T“’ et
a+b 2m+1 k—1 a+b 2m+1 2k a+b 2m+1
Zwi Ti — = w; | x; — +0 x wg + Z w; | T —
. 2 ; 2 , 2
i=0 i=0 i=k+1
k—1 a+b 2m+1 2k a+b 2m+1
= 4 Wi \ Ty — 9 - , Z Wn—i Tn—i — 2
=0 i=k+1
kz—:l < a+ b)27n+1 k—1 ( a+ b>2m+1
= w; | i — — wj l‘j —
i=0 2 j=0 2
= 0.

e Sin =2k — 1, (n impaire), on alors un nombre pair de points (avec x; # ‘”b , Vie [[0,n]) et

n a+b 2m—+1 k—1 a+b 2m+1 2k—1 a+b 2m+1
(et - et e

=0
k—1 a+b 2m+1 2k—1 a+b 2m+1
= ‘ w; \ Ty — 5 - Z Wn—5 \ Tp—i — B)
=0 i=k
k—1 a+b 2m+1 - a+b 2m+1
= Z w; | i — 5 - 2 wy €Tj — 2
0

R. 6

Soit Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par ou les (x;), sont des points distincts 2 & 2
dans [a, b] et les (w;)!, sont des réels vérifiant (5.2]). Si cette formule est exacte pour les polynémes de degré 2m alors
elle est nécessairement exacte pour les polynomes de degré 2m + 1.




EXERCICE 6

Soient a, b deux réels, a < b et F([a;b]; R) lespace des fonctions définie de [a;b] & valeurs dans R. Soient f € F([a;b];R)
et n € IN. On souhaite approcher SZ f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qn(fra,b) = (b—a) Y wif(x) (6.1)
=0

ou les (;)1 sont des points distincts 2 & 2 dans [a, ] et les (w;)!, sont des réels.

Q.1
Démontrer que Uapplication f — Q. (f,a,b) définie de F([a;b];R) & valeurs dans R est linéaire.

On note, pour tout i € [0, n],

Li(z) d:dH T

i=0 Ty — Ty
J#i
et t; = (v; —a)/(b— a). On rappelle que le polynéme d’interpolation de Lagrange associés aux points (v, f(2:))ie[o,n]

s’écrit
n

Lo(F)@) = 3] L) f(x)

i=0
et que si f € C""1([a,b];R) alors on a
AR (<
Ve 0], 36 < [0b], f@)~ La(F)@) = LS [Ty (62
(n+1)! &4
Q.2
Montrer que
! JbL-(x)dx—Jlﬁ L= g (6.3)
b—a a ! N 0 ti—tj ' '
7=0
Jj#i
Q.3
a. Montrer que si Q,, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a
1 b
Vie [0,n], w;= HJ L;(x)dx. (6.4)
b. Montrer que si (8.3)) est vérifiée, alors Q, a pour degré d’exactitude n au moins.
Q.4
On suppose les poids (w;)"_, donnés par (8.3)). Montrer que si f € C""1([a,b];R) alors on a
' L[| P77
n+
L f(x)dz — Qn(ﬁa,b)‘ < CF] Hf HwL E}(m —x;)|dx (6.5)
Correction
R. 1

Soient f et g dans F([a;b];R), et X et u deux réels. Alors A\f + pg € F([a;b];R), et on a

n

Qu(Af + ngsa,b) = (b—a) Y wi(\f + pg)())

= (b—a) Y wi(Af(z;) + pglx;))

L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire.

10



® 2

Par le changement de variables s : ¢ — a + (b — a)t on obtient
b sLH(b) 1
J Li(x)dx = J Lios(t)s'(t)dt = (b— a) J L;os(t)dt
a s~ 1(a)
et 'onax; =s(t;) =a+ (b—a)t; out; = (x; —a)/(b—a). On en déduit

1
J Lios(t)dt f dt f b t])dt
0 t —t;)
J#z J?él
1 n
_ f nt t; @t
0 j=0 tZ _tJ
j#i

et on obtient bien (8.2)).

R. 3
a. Soit i € [0,n]. On a L; € R,[X]. Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et
donc on a ,
O (Lia,b) ™ f Li()da
Or comme L;(x;) = 0, Vj € [0,n], on a
Q. (L a,b) = (b—a) ij = (b—a)w;
Ce qui donne
1 b
wi = — L L;(z)dz.
b. Par hypothése, les poids (w;)!_, étant donnés par . La formule de quadrature s’écrit
n b
Qu(f.00) Y @) | Lia)da,
i=0 a
Soit P € R,[X]. Par unicité du polyndome d’interpolation de Lagrange, on a P = £, (P) et
b b
f P(x)dx :J L, (P)(x)dx
a llb N
= f > Li(2)P(2;)da
a =0
n b
= Z P(z J (x)dx
i=0
=(b—a) Z w;P(z;) = 9, (P, a,b).
La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynémes de degré n au moins.
R. 4
Comme f € C""*([a,b]; R), on déduit de (6.2) que pour tout z € [a;b], il existe &, € [a, b] tel que
Lo f(n+1)
|f(z) = L ‘ T Wn(x)
]
< R n
e

L’application f — £,,(f) étant continue sur [a; ], elle est alors intégrable sur [a, b], et Papplication |f — L, (f)| 'est aussi.
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De méme |7, (z)| est intégrable sur [a,b]. On obtient alors

b b

) [f (@) = Ln(f)(2)]de < ﬁfa |7n ()| .

De plus
< | f(@) = Lu(f)(2)]dx

a

ce qui donne
bl

fﬁn x)dx| < ) L|Hm—xl |dz.

La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins et le polynome d’interpolation de Lagrange L, (f) est de
degré n donc on a

f Lo (F)@)dz = On(Ln(f), a,b)
= (b—a) Y wiln(f)(x:)
i=0

=(b—a) Z wif(w) car L (f)(xi) = f(z:)
i=0

= Qﬂ(f» av b)

ce qui donne

f Vo — Qu(f,a,b) f dx_fc

H o],

(n+1)! L‘n zi)|de.

EXERCICE 7

Soient (x;)F_, des points distincts 2 & 2 de lintervalle [a, b] vérifiant

. . b
Vi € [0, n], m’+;” ’:“; .

On note L; € R,[X], i € [0,n] les (n + 1) polyndmes de base de Lagrange définis par

et vérifiant L;(z;) = &; 5, V(i, ) € [0,n]?

1
Soit i € [0,n]. Montrer que
Ve e R, Li((a+b) —x) =L,_;(z).

Q. 2

Soient (w;)}_, définis par

w; =

b
biaLuwﬁ,WGMﬂ

Montrer que l’on a alors
Vi e [0,n], w;=wn_;

12



VA VAVAVA VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAEVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

Correction

R. 1
Soit i € [0,n]. On note ¢(x) = (a + b) — z le polynoéme de degré 1 et P = L; o  le polynome de R,,[X] (la composé de 2
polyndmes est de degré le produit des degrés des 2 polynomes).

On a
Vje[0,n], zn—; = (a+Db)—x,
et
1, sit=n—j 1, sij=n—1
P(z;) = Li((a +b) — z;) = Li(zn—j) = din—j = 0. sinon 0. sinon = On—ij-
C’est a dire

VJ € [[0771], P(.l'j) = 6n7i,j'

Or L,,_; est 'unique polynome de R,,[X] vérifiant la relation précédente dont P = L,,_; (voir Exercice ??, page ?7).

R. 2
Soit 7 € [0,n]. On note t = p(x) = (a + b) — x le changement de variable affine. On a alors ™ (t) = (a +b) — t et
1 b
i =—— | Li(t)dt
=) (t)

L L e twe)

= L; op(x)¢ (x)dt

b—aloi(a

1 a

- L Li((a +b) — 2)(—1)dz
1 b

= m J;l Ll((a + b) - CC)d.’L’
1

b—a

= Wpn—j-

b
= J L,—;(x)dx d’aprés la question précédente

a

EXERCICE 8

Soient a,b deux réels, a < b et F([a;b]; R) espace des fonctions définie de [a;b] & valeurs dans R. Soient f € F([a;b]; R)
et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qn(fvaﬁ b) = (b—a)zwlf(l‘l) (81)
i=0

ou les (z;) sont des points distincts 2 & 2 dans [a, ] et les (w;)]—, sont des réels.
On suppose que (8.1)) a pour degré d’exactitude n au moins.

Q.1
Démontrer que Uapplication f — Q,(f,a,b) définie de F([a;b];R) & valeurs dans R est linéaire.

Soient 7, le polynome de degré (n + 1) défini par

T (x) = n(m —x;)
i=0

et m € IN*,

rappel division euclidienne: Soient A et B deux polynémes, B étant non nul, alors il existe un unique couple de
polynomes (Q, R) tel que
A=BQ+R et deg(R) < deg(B).

Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.

13



Q. 2
a. Soit P € Ryym[X]. Déterminer les degrés mazimaux des polynémes Q (quotient) et R (reste), obtenus par la

division euclidienne de P par mw,, et satisfaisant

P=m,Q+R.

b. En déduire que
b

WP € Ry o [X], f P(2)dz — On (P, a,b) — f Q) (2)dz. (8.2)

a

ot Q est le quotient de la division euclidienne de P par m,,

Q.3
Démontrer que (8.1) a pour degré d’exactitude n +m au moins si et seulement si
b
VH € Ry_1[X], f 7 (2)H()dz = 0, (8.3)
a
Q. 4
En déduire le degré mazimal d’ezactitude de (8.1).
Q.5
Démontrer que (8.1) a pour degré d’exactitude n + m au moins si et seulement si
b
f 7 (z)zPdr = 0, Yk € [0,m — 1]. (8.4)
Correction

R. 1
Soient f et g dans F([a;b]; R), et A et p deux réels. Alors A\f + ug € F([a;b];R), et on a

n

QN + g, a,0) = (b—a) }, wi(Af + pg)(x;)
0

<.

(b—a) ij M (zj) + pg(z;))
j=0

Ab—a) Ew]fx] )+ u(b—a) ijng)
7=0 7=0

=AQu(f,a,b) + 1Qn(g,a,b).

L’application f +—— Q,(f,a,b) est donc linéaire.

® 2

a. On effectue la division euclidienne de P, deg(P) < n+m, par m,, deg(m,) = n+ 1. On a alors l'existence et I'unicité
d’un couple (Q,R) tel que deg(R) < deg(m,) = n + 1, c’est a dire R € R,,[X], et

P=m,Q+R.

e Sideg(P)<n<(n+1)=deg(m,), Q=0et R =P.
e Sideg(P) = (n+1) = deg(m,) > deg(R), on obtient

deg(P) = deg(m,Q) = deg(m,) + deg(Q)
et donc deg(Q) = deg(P) —deg(m,) <n+m—(n+1) =m—1, c’est a dire Q € R,,_1[X]-
En résumé, on a R € R,[X], et on peut noter que, dans les deux cas, Q € Ry,—1[X].

b. Soit P € R,,4,[X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par m,. On
vient de voir que R € R, [X] et Q € R,,,—1[X].

Par linéarite de l'intégrale, on a
b b b
J P(x)dx = f Q(z)mn (x)dx + J R(x)dx

14




et par linéarite de Q,,

Qn(P7 a, b) = Qn(Qﬂ-Tm a, b) + Qn(R7 a, b)
Par hypotheése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R € R,,[X] on obtient

b
J R(z)dx = Q,(R,a,b).

a

On en déduit alors que

b b
f P(z)dz — Q,(P,a,b) = f Q(z)m,(z)dx — Q,,(Qmp, a,b).

a

Par construction m,(z;) = 0, Vj € [0,n], ce qui donne
0, (Qmn,a,b) = (b—a) > w;Q(w;)mn(x;) = 0
=0
et donc

fb P(z)dx — Q,(P,a,b) = Lb Q(z)my,(z)dx.

a

®3)

®3

&5

On suppose que (8.3) est vérifié.

Soit P € R;,+m[X]. On note Q et R, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de P par m,. On a
vuen Q. que Re R, [X] et Q€ Ry—1[X].
Comme Q € R,,_1[X], on obtient

| r ()Qa)dz = 0

a

ce qui donne en utilisant (8.2):
b
J P(z)dx — Q,(P,a,b) = 0.

a

Comme P est quelconque dans R,,4,,[X], la formule de quadrature est donc de degré d’exactitude n + m.

On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude (n + m).
Pour tout H € R,,,_1[X], le polyndéme P = Hr,, € R, 11, [ X]. La formule de quadrature est donc exacte pour P:

be(sc)dm — Q,(P,a,b) =0.

a

Par construction, la division euclienne de P par 7, a pour quotient H et pour reste 0. En utilisant (8.2]), on obtient
alors

fb Q(z)my(z)dx = 0.

a

Si Q = m,, on obtient

b b

f T () Q(x)dx =J Q?*(x)dz > 0.

Comme deg(m,) = n + 1, on déduit que l'on doit avoir deg(Q) < n pour que (8.3)) soit vérifice. On a alors
deg(P) = m +n = deg(Q) + deg(m,) <n+ (n+1)

et donc m < n + 1. Le degré maximal d’exactitude est donc 2n + 1.

D’apres la Q. [3 il suffit de démontrer que (8.3)) est équivalent & (8.4).

On suppose ([8.3)) vérifiée.

Le résultat est immédiat car, Yk € [0,m — 1], z — 2¥ e R,,,_1[X].

On suppose (8.4) vérifice.
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Soit H € R;;,—1[X]. I existe (a, ..., m—1) € R™ tel que

m—1

VeeR, H(z) = agat.

On utilise la linéarite de 'intégrale pour obtenir

J () ()i — fb () mf apa®da

a

k=0 a
m—1

=Y e x0=0
k=0

EXERCICE 9

Q.1
Ecrire une fonction algorithmique WeightsPointsNC retournant les (n + 1) points et les (n + 1) poids de la formule de
quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.

Q. 2
Ecrire une fonction algorithmique QuadElemNC retournant la valeur de Q,(f, a,b) correpondant & la formule de quadra-
ture élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.

VA VAVAVA VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAEVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

Correction

® 1

Algorithme 2 Fonction WeightsPointsNC retournant le tableau de points & donnés correspondant & la discrétisation
réguliére intervalle [a, b]. et le tableau des poids w associé & un

Données : a, b : deux réels, a <b,
n ¢ nelN*
Résultat : z : vecteur de R" ™! avec z(i) = x;_1, Vie [1,n + 1]
et x;1 =a+ (i—1)h, h=(b—a)/n,
w :  vecteur de R" ™! avec w(i) = w;_1, Vi€ [1,n + 1]

1: Fonction [z,w] <« WeightsPointsNC( a,b,n )
22 z<—a:(b—a)/n:b

3: W < WeightsFromPoints(z, a, b)

4: Fin Fonction

| On a de maniére générique 'algorithme suivant:
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Algorithme 3 Fonction QuadElemGen retourne la valeur de I = (b — a) Z?:o w; f(z)).

Données : f :une fonction définie de [a,b] dans R,
a,b : deux réels avec a < b
T : vecteur de R"*! contenant (n + 1) points distincts deux a deux

dans un intervalle [a, b] avec la convention
(i) = i1, Vie [l,n+1]
w : vecteur de R"*! tel que w(i) = w;_1, Vi € [1,n + 1]
Résultat : [ : un réel

1. Fonction I «— QuadElemGen( f,a,b,z,w )
2 I -0

3:  Pour i < 1 a Length(z) faire

4: I —T+w()= f(z(i))

5 Fin Pour

6: IT<—(b—a)=I

7. Fin Fonction

On peut noter que si 'on dispose de la fonction s < Dot(u,v) correpondant au produit scalaire de deux vecteurs du

méme espace alors on a directement
I« (b—a)#*Dot(w, f(x)).

Algorithme 4 Fonction QuadElemGen retourne la valeur de I = (b — a) Z;’:O w; f(x;) ot les poids w; et les points x;
sont ceux définis par la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes

Données : f : une fonction définie de [a, b] dans R,
a,b . deux réels avec a < b,
n : nelN*

Résultat : [ : un réel

1. Fonction I «— QuadElemNC( f,a,b,n )
2: [z, w] < WeightsPointsNC(a, b, n)

3: I « QuadElemGen(f,a,b,x,w)

4: Fin Fonction

EXERCICE 10

Déterminer les points to, t1 de Uintervalle [—1,1] et les poids wg, wy tel que la formule de quadrature

1 1
| st~ 2 wigte)
-1 i=0
soit de degré d’exactitude 3.

En déduire une formule de quadrature pour le calcul de SZ f(x)dx qui soit de degré d’exactitude 3.

ANNANNANANANANANANNANNANANANANANANNANNNNNANANNANANNANNNNNANNANANANNANNANANANNANNANNANNAN

Correction

@1

D’aprés la Proposition ?7?, si ¢y et ¢; sont distincts et dans l'intervalle [—1, 1] alors avec

1 (Y t—t 1 (Y t—t
wosz 1dtetw1:ff 20 g
2) 1 to—t 2] 1t —to

la formule de quadrature est de degré d’exactitude 1.
Pour déterminer les points t et ¢1, on utilise la Proposition ?? (degré maximal d’exactitude) avec m =n + 1 = 2: la
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formule de quadrature est de degré 2n + 1 = 3 ssi

1
f T (OQ(E)dt = 0,%Q € Ry[X]
—1
avec 1 (t) = (t — to)(t — t1). Par linéarité ceci est équivalent a

1
J mi(t)thdt = 0,Vk € [0,1]
-1

c’est & dire ) .
J T (#)dt = 0 et J i ($)tdt — 0,
-1 -1
Or on a
1 1 )
J 7y (t)dt = J t2 — (to + t1)t + totdt = 3 + 2ot
—1 —1
et

1 1
, 2
J 7y (t)tdt = J 3 — (to + t1)t% + tot tdt = fg(to +t).
-1 -1

On est amené a résoudre le systéme non linéaire

1 2
tot1 = —g et — g(to +t1) =0

ce qui donne tg = —/(3)/3 et t; = 1/(3)/3.

Il reste & calculer wg et wi. On a

1t t—+/(3)/3 1 —/(3)/3
wo:,f ﬂdtz, Mdt:l/g
21 -24/(3)/3 21 -24/(3)/3
et . )
1 t 3)/3 1 3)/3
wl:iJ‘ Mdt:, Mdtzl/z
2J)1 24/(3)/3 2J)124/(3)/3
La formule de quadrature
! V3 V3
| ot~ g0+ o)
-1
est donc d’ordre 3.
R. 2
On effectue le changement de variable z = p(t) = %b + b’T‘lt, en appliquant la Proposition ?? (changement de variable

affine), pour obtenir que
- a) () + )

est une formule de quadrature approchant Sz f(z)dx avec un degré d’exactitude de 3 ot zg = @(tg) et x1 = @(t1).

EXERCICE 11

L’objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de Gauss-Legendre & (n + 1)
points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n + 1) points sur [—1, 1] est donnée par

| sttt ~2y vt

=0

ou les (¢;)"_ sont les (n + 1) racines du polynome de Legendre P, 1 (). Cette formule a pour degré d’exactitude 2n + 1.

Soient (P, Q) = Sl_l P(t)Q(¢)dt le produit scalaire sur R[X] et |P| = (P, P>1/2 la norme associée.

Soit M, le polynoéme de Legendre normalisé de degré (n + 1), M,, = Hg"”. On utilisera les résultats sur les polyndémes de

Legendre rappelés en cours.
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Q.1
Montrer que

s 1M1 () = tM (£) — caMu_1 (), n > 1 (11.1)

1 3 | n?
Mo(t) = \/;, Ml(t) = \/;t et Cp = m

On définit le vecteur M (t) de R"*! par

avec

Q. 2
Montrer que l'on a

tM(t) = AM(t) + Cn+1Mn+1(t)en+1 (112)

ot l'on explictera la matrice tridiagonale A € M, +1(R) en fonction des coefficients ci,. .., cn. Le vecteur e,q1 étant le
(n + 1)-éme vecteur de la base canonique de R™H1.

Q.3
En déduire que les (n + 1) racines distinctes de My, 11 € R,11[X] sont les (n + 1) valeurs propres de A.

Q.4
Montrer que
2 3w M (t:)M; (t) = 655, (i, ) € [0,n]? (11.3)
k=0
ol 5i,j = 0, ) 75] et (51’71‘ = 1.
On note W € M,,11(R) la matrice diagonale, de diagonale (wy, ..., w,) et P € M,,11(R) la matrice définie par P;;1 ;11 =
M;(t;), Y(i,4) € [0,n]?.
Q.5

a. Montrer que 2P*WP = I.
b. En déduire que W-! = 2PP?,
c. En déduire que w% =237, (M (t:))?, Vi€ [0,n].

On suppose que 'on dispose de la fonction algorithmique eig(A) retournant ’ensemble des valeurs propres d’une matrice
symétrique A € M,,1(R) dans l'ordre croissant sous la forme d'un vecteur de R"**.

Q.6
a. Ecrire la fonction [t,w] <« GaussLegendre(n) retournant le tableau des pointst et le tableau des poids w en utilisant
les résultats obtenus dans cet exercice.
b. Ecrire la fonction I «— QuadElemGaussLegendre(f, a,b,n) retournant une approzimation de Sz f(z)dx en utilisant
la formule de quadrature de Gauss-Legendre & (n + 1) points sur lintervalle [a, b).
Correction
R. 1
Par définition, on a M,, = Hg”H et
2 ! 2
IPal? = PP = [ Pu(tPu(t)ds = 32

On en déduit que

M,, = A /Mpn.
2

De plus, par la formule de récurrence de Bonnet, on obtient

1 3
Mo (t) = \E et My(t) = /5t
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w2

®3)

&3

ainsi que, Vn > 1

| 2 [ 2 [ 2
2
2(2 1)tM,,(¢) — M,,—
(2 DM () — 5

En multipliant cette équation par , /m, on a

(n+1 \/2n+3\/ 2n+1 Ma+1(t) = M \/27171\/ 2n+1
2 1 _ n2 _
"Von—1\2@n+ D) N @n-D@n+1 @
2 1 (n+1)2
(n+1)\/2n+3\/2(2n+1) =\/(2(n+1)1)(2(n+1)+1) - Ontl

ce qui démontre le résultat voulu.

Or on a

et

On déduit de la question précédente que

tMo(t) = \/gt = ClMl (t)

tMl(t) = CiMifl(t) + Ci+1Mi+1(t)7 Vi e [[].7TL]

et

Ces (n + 1) équations peuvent s’écrire matriciellement sous la forme

Mo (t) 0 ¢ 0 ... ... 0 M (t) 0
M1 (t) (&1 0 C2 0 0 M1 (t) .
t ~ | -
: .. .. .. 0 : :
Mn,1 (t) 0 Cn—1 0 Cn Mn,1 (t) 0

0
0 cnr1 Mot (t)
= AM(t) + Cn+1Mn+1(t)en+1.

Le polynéome de Legendre P,,11 € R,41[X] admet (n + 1) racines simples distinctes dans | — 1, 1[ notées (¢;)" . (voir
rappels) Donc le polynome de Legendre normalisé M, ;1 € R,41[X] a les mémes racines et on déduit de la question
précédente que

AM(t,L) = tiM(ti), Vi e [O,Tlﬂ

Comme les (n + 1) racines de P, séparent strictement les n racines de P,, (voir rappels), alors P, (¢;) # 0 et donc
M,,(¢;) # 0. On en déduit que le vecteur M(t;) est non nul et,

Vi e [0,n], (t;,M(t;)) est un mode propre de A.

On peut noter que A est symétrique et donc ses valeurs propres sont réelles.
Les (n + 1) valeurs propres de la matrice A sont les (n + 1) racines de Py, 41, et donc les (n + 1) points de la formule de
quadrature de Gauss-Legendre.

Par construction, on a

J M, ( (t)dx = 6; 5, V(i,7) € [0,n].

On a M; € R;[X] et M; € R;[X], ce qui donne M;M,; € R;+;[X] avec i + j < 2n. Or la formule de quadrature de
Gauss-Legendre a (n + 1) points a pour degré d’exactitude 2n + 1, elle est donc exacte pour le polynéme M;M;. On en
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déduit alors
5 f ML (£)M (£)dt — 2 Z weMi ()M, (1), V(. 5) € [0,n]
k=0
R. 5
a. Soit (i,5) € [1,n +1]% on a
n+1
(P*WP); ; = > (P")in(WP)k
k=1
n+1
= Z P,i(WP)k,;
k=1
et, comme W est diagonale,
n+1
Vi = ., WiiPrj = Wi iPp 5.
On obtient donc
n+1 n+1
(PSWP);j = > PraWikPrj = > wi 1My (tr-1)M; 1 (ts1).
k=1 k=1
En utilisant la relation démontré dans la question précédente, on a
1 1
(PWP)ij = 50i-1,4-1 = 50i;
c’est a dire )
P*WP = —1
2
et on en déduit que P et W sont inversibles .
b. A partir de P*WP = %I, on déduit
21 = (P*WP) ™" = 21 = Ptw} (P¥)
En multipliant par P & gauche et par P* A droite, on obtient
Wt = 2PPt,
c. Comme la matrice W est diagonale inversible, son inverse est diagonale et on a
1 1
W), = = — Vie[l,n+1].
( )1,71 Wi,,z Wi [[ ]]
On a donc
1
= 2(PP*
Wi—1 ( )
n+1
_ L t
=2 Z Pi;j (P )j,i
j=1
n+1
=2) P},
=2 (My(tic1))®, Vie[1,n+1].
k=0
R. 6
a. Les (n+ 1) points (¢;), de la méthode de quadrature de Gauss-Legendre sur [—1, 1], sont les racines du polynéme
de Legendre P,, 1 de degré n+ 1. Pour les calculer, on va utiliser le fait que ce sont les valeurs propres de la matrice
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symétrique A € M, 1+1(R)

0 ¢ O 0
C1 0 C2 0 0
0

0 0 Cn—1 0 Cn
0 0 c, O

avec ¢ = 4/41@2 I Vk >

Pour Calculer les pOldS (w,)z 0’ on va uliliser 13, formule
w; = k\li I I

conjointement avec la formule de récurrence

1

Mk(t) = g(th_l(t) — Ck_le_Q(t)), k 2 avec MO \/7 M1 \/7

Algorithme 5 Fonction GaussLegendre retournant le tableau des points t et le tableau des poids w

Données: n : nelN
Résultat : t : vecteur de R"™! avec t(i) = t;_1, Vie [1,n + 1]
w :  vecteur de R" ™! avec w(i) = w;_1, Vie [1,n + 1]

1. Fonction [t,w] < GaussLegendre( n )
2 ¢« 0,

3 A — On+1,n+1

4: Pour k — 1 a n faire

5: c(k) «— sqrt(k2/(4 x k"2 —1))

6: Ak, k+1) —e(k)

7 Ak + 1,k) < c(k)

8

9

Fin Pour

t — eig(A)
10 Pour i<« 1 an+ 1 faire
11: MO — sqrt(1/2)
12: M1 «— sqrt(3/2) = t(4)
13: S« M0"2+ M1"2
14: Pour k£ <« 2 a n faire
15: M — (1/e(k)) = (M1 =t(i) —e(k — 1) = MO0)
16: S—S+M"2
17: MO — M1
18: M1 — M
19: Fin Pour

20: w(i) <« 1/(2*S5)
21:  Fin Pour
22: Fin Fonction

b. On va utiliser la formule

I=(b-a) Zwaxl

avec x; = “E2 + 020, ot les points (t;)7, et les poids (w;)I_, sont ceux de la méthode de quadrature de Gauss-
Legendre sur [-1 1]
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Algorithme 6 Fonction QuadElemGaussLegendre retournant une approximation de SZ f(z)dx en utilisant la formule de
quadrature de Gauss-Legendre a n + 1 points sur Uintervalle [a, b].
Données : f une fonction de [a, b] & valeurs réels
a,b : deux réels avec a < b
n nelN
Résultat : [ un réel
1: Fonction I « QuadElemGaussLegendre( f,a,b,n )
2:  [t,w] < GaussLegendre(n)
3 I<0
4. Pouri<—1an-+1 faire
5: IT—T+4+w@) =f((a+b)/2+ (b—a)/2=t(i))
6: Fin Pour
7. T (b—a)=x1
8: Fin Fonction

EXERCICE 12

Ecrire une fonction algorithmique QuadSimpson retournant une approximation de I'intégrale d’une fonction f sur 'intervalle
[a, 8] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant le nombre d’appels a la fonction f. On
rappelle que la formule élémentaire de Simpson est donnée par

Q2(g,a,b) = (9(a) +4g(——

«b—a a+b
s ) + (b))

Correction En notant m; = O‘J%"La’ le point milieu de lintervalle [aj_1, @], on obtient

k
f da:ZJ Z f,ozj 1,04J ﬁ

k k—1
<4Z Flmy) + flao) +2 )" f(ay) +f(ozk)> (12.1)

=1 =1

flaj—1) +4f(m;) + f(a;))

HMPT‘

Sl
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Algorithme 7 Fonction QuadSimpson retourne une approximation de l'intégrale d’une fonction f sur lintervalle [a, (]
utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant le nombre d’appels & la fonction f.

Données : f :une fonction définie de [alpha, beta] dans R,
alpha,beta : deux réels avec alpha < beta,
k : nelN*

Résultat : [ : un réel

1: Fonction I « QuadSimpson( f, alpha,beta, k )
2:  h <« (beta — alpha)/k

3:  x < alpha : h : beta

4: m <« alpha + h/2 : h: beta

k
5 S <0 > Calcul de Z f(m;)
j=1
6: Pour j < 1 a k faire
7: S — S+ f(m(4))
8  Fin Pour
9: I —4x%S
k—1 k
10 S0 > Calcul de Z flog) = Z flz;)

Jj=1

<
Il
N}

11:  Pour j < 2 a k faire

12: S — S+ fx(4))

13:  Fin Pour

14 T —(h/6)«(I+2=S+ f(x(1)) + flx(k+1)))
15: Fin Fonction

2 Exercices supplémentaires

EXERCICE 13 : Matrice de Vandermonde

Soient (z;)}_, n + 1 points distincts 2 & 2 de C. Soit V € M,,;+1(C) la matrice définie par

Vi =271 v(@,5) e [1,n+1].

FEcrire la matrice V.

Soient w = (w;)?! un vecteur de C"*!. On note P,, € C,[X], le polynéme défini par

Py(z) = Z Wip12°
i=0

Q. 2
Exprimer v = Vw en fonction de P,,.

En déduire que V est inversible.

ANNANNANANANANANANNANNANANANANANANNANNNNNANANNANANNANNNNNANNANANANNANNANANANNANNANNANNAN

Correction
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On a
1 20 e 267’
1 =z 27
V= . .
1 2z, zy
R. 2
On awv e C"*! et, pour tout i € [1,n + 1],
n+1
vi= ) Vijw,
i=1
n+1 )
_ j—
= Z Zi—1 Wy
Jj=1
n
= > wjr12]; = Pu(zi)
=0

c’est a dire

®. 3]

La matrice V est inversible si et seulement si son noyau est réduit a 1’élément nul, c’est a dire
ker(V) = {0}.

Soit w = (uy,...,ups1)* € C* L tel que Vu = 0, montrons qu’alors u = 0.
na
Uy Pu(ZO)
va=v| : |=| : |=0
Un4+1 Pu(zn)

)

Les n + 1 points (z;) sont distincts 2 a 2, donc le polynéme P, admet n + 1 racines distinctes hors P, € C,,[X], c’est
donc le polynéome nul, c’est a dire u; = 0, Vi € [1,n + 1]. On a donc u = 0.
La matrice V est donc inversible.

EXERCICE 14

Soient (¢;)1_g, (n + 1) points distincts de [—1;1].
On note F([—1;1];R) lespace des fonctions définie de [—1;1] a valeurs dans R. Soient g € F([—1;1];R) et n € IN. On
souhaite approcher Sl_l g(t)dt par S,,(g), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Sulg) E2 ) wig(ts)
=0

Q.1
Démontrer que Uapplication g —> S,,(g) définie de F([—1;1];R) a valeurs dans R est linéaire.
On pose
St —t
Vi Li(t) = L
ielon], L =[] s
7=0
J#i
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.2
a. Montrer que si S, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a

1
Vi e [0, ], w:%J Li(t)dt. (14.1)
—1

b. Montrer que si (14.1)) est vérifiée, alors S,, a pour degré d’exactitude n aw moins.

On rappele que la formule de quadrature S,, a (n + 1) points distincts, dont les poids (w;)_, sont données par (14.1)), a
pour degré d’exactitude (n + m), m € IN* si et seulement si

f T (DQ)dE — 0, YQ € Ry 1[X] (14.2)

n

avec m, () £ H(t —t;).
i=0
Par la suite, on suppose que les (¢;)", sont les (n + 1) racines distinctes dans | — 1; 1[ du polynéme de Legendre de degré

(n+ 1) et que les poids (w;)}~, sont données par (14.1).

Les polynomes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet

(n+1)Ppi1(t) = 2n + DtP,(t) — nP,_1(t), Yn =1 (14.3)

avec Po(t) =1 et P1(¢t) = t.
On a les propriétés suivantes:

prop.1 le polynéme de Legendre P, est de degré n,
prop.2 la famille {P;}}_, est une base de R, [X],

prop.3 pour tout (m,n) € N2 on a
2
2n+1

J ()P () =

ce qui correspond a 'orthogonalité des polynémes de Legendre pour le produit scalaire

Om,ns (14.4)

(P P, — fl P, (1P (t)dt.

prop.4 Soit n > 1, Py, est scindé sur R et ses n racines, notées (¢;)7_, sont simples dans | — 1, 1[, c’est & dire

n—1
P,(t)=C[[t-t), CeR*

=0

ou les #; sont 2 & 2 distincts (et ordonnés). Les (n + 1) racines simples de P,,41 sont alors chacunes dans

I'un des (n + 1) intervalles | — 1,¢o[, Jto, t1[, - - tn—2,tn—1[, Jtn—1,1[-
.3
a. En utilisant les polynomes de Legendre, démontrer que la formule de quadrature S, est de degré d’exactitude
2n + 1.
b. Montrer que la formule de quadrature S,, n’est pas de degré d’evactitude 2n + 2.
c. Démontrer que S, est lunique formule de quadrature a (n + 1) points distincts dans [—1;1] ayant pour degré
d’ezactitude 2n + 1.
Soient a,b deux réels, a < b. On note z; = %2 + 2284, Vi € [0,n], ou les (t;)1, sont les (n + 1) racines distinctes dans

] —1;1[ du polynéme de Legendre de degré (n + 1).
Soient f € F([a;b]; R), espace des fonctions définies de [a;b] & valeurs dans R., et n € IN.
On souhaite approcher Sz f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

n

Qu(f.a,b) = (b—a) Y w}f(x;)

i=0
On pose
e x—
Vie[o,n], Li(x)=]]—2
i=0 T; — l'j
i
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a. Montrer que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si

1 b
wf = 57— af L;(z)dz, Vie [0,n]. (14.5)

b. En déduire que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si

w; =w;, Yie[0,n].

ot les w; sont donnée par (14.1)).

On suppose que w} = w;, Vi € [0, n].

Montrer que Q,, est l'unique formule de quadrature élémentaire o (n + 1) points distincts dans [a,b] ayant pour degré
d’exactitude (2n + 1) précisement.

Correction

R. 1
Soient f et g dans F([—1;1]; R) (espace vectoriel), et A et p deux réels. Alors A\f + ug € F([—1;1];R), et on a

Su(\f +pg) =2 ) wi(Af + pg) ()
=0

= Z (Af (@) + pg(zy))

n

= Z w; f(x;) +,u22wjgx])

=0 j=0
Sn(f) + pSn(g)-

L’application S,, est donc linéaire.

®2)

a. Soit i € [0,n]. On a L; € R,[X]. Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au moins et
donc on a

Sn(Li) 2 fl Ly(t)dt.

Comme L;(t;) = 0; 5, Vj € [0,n], on en déduit

—Qij ) = 2w;.

Ce qui donne

1 1
w; = § J_1 Ll(t)d

b. Par hypotheése, les poids (w;)}_, étant donnés par (14.1)), La formule de quadrature s’écrit

502 Yot [ o
i=0 -1

On note £,,(P) le polynéme d’interpolation de Lagrange de R,,[X] passant par les points (¢;,g(¢;))}_, donné par

n
VteR, Ln(P)(t) =) g(t:)
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Soit P € R,,[X]. Par unicité du polynoéme d’interpolation de Lagrange, on a P = L,,(P) et

—1;=0
_ iP(ti)Jl Lit)dt
=0 -1
= 2> wiP(t;) = S,(P)
1=0

La formule de quadrature est donc exacte pour tous les polynémes de degré n au moins.

. Par hypothése, les poids (w;)?_, sont données par (14.1), S,, a pour degré d’exactiude 2n + 1 si et seulement si on
a (14.2) avec m =n + 1.

D’apres les propriétés des polyndomes de Legendre P, on a P, 11 (t) = O, (t) avec C € R*.
On en déduit que (|14.2) avec m = n + 1 est équivalent a

f P, ()Q)dE = 0, ¥Q € R, [X].

Or, la famille des les polynomes de Legendre {Py,...,P,} est une base de R, [X] et comme les polyndmes de
Legendre sont orthogonaux, la relation précedente est vérifiée.

. Supposons qu’il existe une autre formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points distincts dans [—1,1]
n
o ef ~ g
Snlg) =2 Z wig(t:)
i=0

ayant pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement. D’aprés la Q. |2| on a donc

1 - N
Vi e [0,n], ﬁ)izij_lLi(t)dt, ol Li(t):fn 4 J

Notons 7, (t) = [[1_y(t — #;). Comme S, et S, ont pour degré d’exactitude (2n + 1) précisement, on déduit de

avec m =n+ 1, que
1 1
| mmama - [ #oooi -0 vqer,[x)

Le polynéme R = m,, — 7,, est dans R,,[X] car les polyndmes 7, et 7, de R,,1[X] sont unitaires. On a alors

f R()Q(1)dE = 0, ¥Q € R, [X]

En choisissant Q = R, on obtient
1
J R2(t)dt = 0
-1

ce qui entraine R = 0 et donc les points (fi);; o et (t;)", sont identiques & une permutation des indices prés, c’est
a dire
loi)y = Lis Vi € [0, n].

On a alors W,(;) = w;, Vie [0,n] et

18
e

Snlg) =2 Z Wig(ti) =2 ) We(iyg(tegy =2 Z wig(ti) = Sn(9)-
i=0 1=0

=0



®4

a. Démontrons I’équivalence

Soit ¢ € [0,n]. On a L} € R,[X]. Par hypotheése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n au

moins et donc on a

b
Q. (L) | Liw)d.

a

Or comme L} (x;) = 0; ;, Vj € [0,n], on a

Qn(L} a,b) = (b—a) Y wiLi(x;) = (b— a)w].
j=0

Ce qui donne

1 b
wt = b_aLL;(x)dx.

Par hypothese, les poids (w})?_, étant donnés par ([14.5), La formule de quadrature s’écrit

n(f,ya,b) ﬁ’znl J (x)dz.

Soit P € R,,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = L,,(P) et
b b
J P(z)dx = J L, (P)(z)dz

Z J (x)dx
=(b—a) Zw:P(a:
i=0

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynémes de degré n au moins.

L) = QTL(P7 a, b)

b. Il suffit pour cela de démontrer que

I 1t
L -~ | Lt
. L “(x)dx 5 j,l (t)dt

On utilise le changement de variable
a+b b—a
x =) = 5t 5 t

= ¢(t;), Yi € [0,n]. On a alors

ce qui correspond bien & x;

b ~1(b)
f Li(z)dr — f Lt o () (t)dt
v~1(a)
b—a

1
= J L7 op(t)dt.
> ),

et

Liop(t) =

=
s [&
.
ol
\;H&

o

DSREN
Wl
s o

|
s
pS}
=

|
S}
Q@#

Jj#i

G G e 2D
j=0 (aTb + bi?ati) - (aTb + %atj)
Jj#i
ot —t

= 1_[ ] L = v(t)
ol t; —t;
Jj#i

ce qui donne (R,)).



®. 5]

b b—
Soit P € Roy,+1[X]. Avec le changement de variable z = ¢(t) = e ;r + Tat, on obtient

b e (b)
f P(z)dx = J Po(t) (t)dt

a o1 (a)

_ f P o (t)dt. (R.)

et

1=0
—(b—a) Y wiP(p(t):)
1=0
=S Poy) (o)

Comme ¢ € Ri[X], on a Poy € Roy,41[X][] La formule de quadrature S, étant de degré d’exactitue 2n + 1, on a alors

1
Sn(Poyp) = JA Po(t)dt.

On en déduit en utilisant (Rol)

b b—a
JP(x)dx: 5 Sn(Poy)

puis en utilisant (Rg))
b

a
La formule de quadrature élémentaire Q,, est donc de degré d’exactitude 2n + 1.
Par I'absurde on peut démontrer que Q, n’est pas de degré d’exactitude 2n + 2 car sinon S,, serait aussi de degré
d’exactitude 2n + 2.
Par I'absurde on peut démontrer que Q,, est unique car sinon S,, ne serait pas unique.

2Rappel: Soient P € R,[X] et Q € Ry[X], alors PoQ € Rpq[X].
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