Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Chapitre 6: Intégration numérique

1 Exercices du cours

EXERCICE 1

Soient f une fonction définie sur [a,b] a valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher Sz f(z)dz par Q,(f,a,b) une
formule de quadrature élémentaire

9, (f,a,b) & (b—a)Zw,,f(m,,;) (1.1)

i=0

ott les () sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;)l sont des réels.

.1
Démontrer que Uapplication f — Q,(f,a,b) définie de C°([a,b];R), muni de la norme infini, G valeurs dans R est

linéaire et continue.
Q.2 :
Soit k € IN. Montrer que Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k si et seulement si
b

Vre[0,k], Qn(xz— a" a,b)= j 2" dx. (1.2)

a

EXERCICE 2

Soient f une fonction définie sur [a,b] a valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dz par Q,(f,a,b) une
formule de quadrature élémentaire

Qu(f,a,0) = (b—a) Y, wif(z:) 21
i=0

ou les ()1, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)!_, sont des réels.
On note = = p(t) = a + Bt, B € R*, le changement de variable affine, t; = p~1(z;), Vi € [0,n], et

Qulg, ¢ (a), 7 (1) = (971 (0) — (@) D, wiglts). (22)
=0

Q.1
Ezpliciter ¢~ 1.
Soit k € IN.

Q.2
Montrer que si Q,(f,a,b) est de degré d’ezactitude k alors Q. (g, (a), o~ (b)) est de degré d’evactitude k.

Q.3
Montrer que si Q,(g,¢ (a), o~ (D)) est de degré d’exactitude k alors Q,,(f,a,b) est de degré d’exactitude k.

EXERCICE 3

Soient f une fonction définie sur [a, b] & valeurs réelles, n € N et (2;)!, des points distincts 2 a 2 dans [a, b]. On souhaite

approcher SZ f(z)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire,

Q,(f,a,b) & (b—a)Zw,,f(z,,;) (3.1)
i=0

ou les (w;)7_, sont des réels a déterminer.

L1
Démontrer que (3.1) est de degré d’exactitude k (au moins) si et seulement si

n P+l grtl

(b—a) Z w;x] =

i=0

pr vr e [0, k]. (3.2)

2
Les points (x;)?_, étant fizés, montrer qu’il existe alors une unique formule de quadrature élémentaire (3.1) a (n + 1)
points de degré d’exactitude n au moins.

[ EXERCICE 4

Soient (2;)7, (n + 1) points donnés et distincts 2 & 2 d’un intervalle [a,b] (a < b). Ecrire une fonction algorithmique
WeightsFromPoints permettant de déterminer les poids (w;)?, de telle sorte que la formule de quadrature élémentaire
associée soit de degré d’exactitude n au moins en s’inspirant de résultats obtenus dans la démonstration de la Proposition ?7?.
On pourra utiliser la fonction algorithmique < Solve(A,b) permettant de résoudre le systéme linéaire Az = b.

EXERCICE 5

Soient f une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher SS f(z)dz par Q,(f,a,b), une
formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qu(f.ab) 2 (b—a) Y wif(x) (5.1)
i=0

ot les (z;)I sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;)! sont des réels vérifiant

Ti + Ty b
Vi e [0,n], % - ’1;

et w; = wy_;. (5.2)

a. Donner explicitement un exemple de points (x;)7_, vérifiant (5.2) (n restant quelconque).

b. Etablir que

. a+b a+b
Vie[0,n], z;— 3 :*<1n—1* 5 )

a+b
7

c. Sin est impair, montrer que Vi € [0,n], z; #

. . P . . a+b
d. Sin est pair, montrer qu’il existe un unique i € [0,n] tel que z; = -

Q. 2
Démontrer que Uapplication f — Qn(f,a,b) définie de f € C°([a,b];R), muni de la norme infini, a valeurs dans R

est linéaire et continue.

Soient m € IN* et P un polynome de degré 2m + 1 s’écrivant sous la forme

2m+1

P(z) = Z a;a’
j=0

avec (a])_ffo“ des réels et agy, 1 # 0.

a. Caleuler les dérivées PG+ et P2m+2)

b. Montrer que

2m+1
P(z)=C <z _¢ ; l’) . R(z) (5.3)

en déterminant le degré mazimum de R et en exprimant C en fonction des (uj)?’:"’(;rl.




Q.4
Montrer que

b 2k+1
VkeN, J<z7“;b> dz = 0. (5.4)

Q.5
On suppose que la formule de quadrature élémentaire (5.1) est exacte pour les polynomes de Rop,[X].

a. Déduire de (5.3) et (5.4) que la formule de quadrature élémentaire (5.1) est exacte pour P si et seulement si

n 2m+1
b—a) Y w (z - “;b) —o. (5.5)
i=0

b. En utilisant Q. 1, démontrer que (5.5) est toujours vérifiée.

Q6 . R
Ecrire de maniére trés précise le résultat démontré.

EXERCICE 7

EXERCICE 6

Soient a,b deux réels, a < b et F([a;b]; R) I'espace des fonctions définie de [a;b] a valeurs dans R. Soient f € F([a;b];R)
et n € IN. On souhaite approcher SZ f(z)dz par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

n

Qu(f.ab) % (b—a) Y wif(x:) (6.)

i=0

ou les (z;)!"_, sont des points distincts 2 a 2 dans [a, b] et les (w;)!_, sont des réels.

Q.1
Démontrer que Uapplication f— Q,(f,a,b) définie de F([a;b];R) a valeurs dans R est linéaire.

On note, pour tout i € [0,n],
n
T—z
Li(z) % J
i() H T — X
j=0
J#i
et t; = (z; — a)/(b — a). On rappelle que le polynéme d’interpolation de Lagrange associés aux points (zi, f(2i))ie[o,n]
s’écrit

n
Lo(f)(@) = Y Lil@) f(x:)
i=0
et que si f € C"*([a,b]; R) alors on a
(n+1) n
e ol 3 e ol )~ L@ = [ e e (62)
.2
Montrer que
LrL(x)d:c—fﬁ"”dt (6.3)
b—al, " o joti— 1 ’ '
J#i
Q.3
a. Montrer que si Q,, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a
1 b
Vie[0,n], w; = b7J\ Li(x)dx. (6.4)
—-a a
b. Montrer que si (8.3) est vérifiée, alors Q, a pour degré d’exactitude n au moins.
Q.4

On suppose les poids (w;)™_, donnés par (8.3). Montrer que si f € C"*1([a,b];R) alors on a

dx (6.5)

[ s gty lreo ], [ e

Soient ()i des points distincts 2 a 2 de l'intervalle [a, b] vérifiant

Vi € [0,n], ”% - “;bA

On note L; € R,[X], i € [0,n] les (n + 1) polynomes de base de Lagrange définis par
n

Liw) =[] T

oo Ti @
J#i

et vérifiant L;(z;) = d; 5, ¥(i, 7) € [0,n]?

Q.1
Soit i € [0,n]. Montrer que

VzeR, Li((a+b) —z) = L,_i(x).

Q.2
Soient (w;)?_, définis par

w; =

1 b
EL L;(t)dt, Vie[0,n]

Montrer que l'on a alors
Vie [0,n], w;=w,—;

EXERCICE 8

Soient a, b deux réels, a < b et F([a;b]; R) I'espace des fonctions définie de [a;b] a valeurs dans R. Soient f € F([a;b];R)
et n € IN. On souhaite approcher SZ f(x)dx par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

n

a) Y wif (:) (8.1)

i=0

Qu(f,a,b) = (b—

ot les (z;)! sont des points distincts 2 & 2 dans [a, b] et les (w;)!, sont des réels.
On suppose que (8.1) a pour degré d’exactitude n au moins.

Q.1
Démontrer que Uapplication f —> Q,(f,a,b) définie de F([a;b];R) a valeurs dans R est linéaire.

Soient 7, le polynome de degré (n + 1) défini par
ma(a) = [ [ — @)
et m e IN*.

rappel division euclidienne: Soient A et B deux polynomes, B étant non nul, alors il existe un unique couple de
polynomes (Q,R) tel que

A =BQ+R et deg(R) < deg(B).

Dans la division euclidienne de A par B, Q est le quotient et R le reste.

Q.2
a. Soit P € Ry [X]. Déterminer les degrés mazimauz des polynémes Q (quotient) et R (reste), obtenus par la
division euclidienne de P par 7, et satisfaisant
P=mQ+R.
b. En déduire que
b b
WP eRnlX], [ s = Qu(Prah) = [ Qojm (o) (82)
a a
ot Q est le quotient de la division euclidienne de P par 7,
Q.3
Démontrer que (8.1) a pour degré d’exactitude n + m au moins si et seulement si
b
VH € R,,—1[X], J mn(x)H(z)dx = 0. (8.3)
4




Q.4
En déduire le degré mazimal d’ezactitude de (8.1).
Q.5
Démontrer que (8.1) a pour degré d’exactitude n + m au moins si et seulement si
b
J T (x)abde = 0, Vk e [0,m —1]. (8.4)
a
EXERCICE 9
Q.1
Ecrire une fonction algorithmique WeightsPointsNC retournant les (n + 1) points et les (n + 1) poids de la formule de
quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.
Q. 2
Ecrire une fonction algorithmique QuadElemNC retournant la valeur de Q,(f, a,b) correpondant a la formule de quadra-
ture élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.
EXERCICE 10
Q.1
Déterminer les points to, t1 de Uintervalle [—1,1] et les poids wo, wy tel que la formule de quadrature
1 1
f g(t)dt ~ 2 Z wig(ts)
-1 i=0
soit de degré d’exactitude 3.
Q.2 "
En déduire une formule de quadrature pour le calcul de Su f(z)dz qui soit de degré d’exactitude 3.
EXERCICE 11
L’objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n + 1)
points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre & (n + 1) points sur [—1,1] est donnée par
1 n
| st =2y, wigte
-1 i=0
ou les (t;)1_ sont les (n 4 1) racines du polynéme de Legendre P, (t). Cette formule & pour degré d’exactitude 2n + 1.
Soient (P, Q) = 8171 P(t)Q(t)dt le produit scalaire sur R[X] et |P| = <P.P>1/2 la norme associce.
Soit M, le polynéme de Legendre normalis¢ de degré (n + 1), M,, = H&H' On utilisera les résultats sur les polynémes de
Legendre rappelés en cours.
.1
Montrer que
Cnp1Mpy1(t) = M, (8) — e, M1 (8), n>1 (11.1)
avec
1 3 n?
Mo(t) =A/=, My(t) =/ =t et ¢, =A| —5——
o0 =1 0 =B e = [
On définit le vecteur M (t) de R"*! par
M(t) = (Mo(t), ..., Ma(t))".
2
Montrer que U'on a
tM(t) = AM(t) + cne1Mp i1 (t)ent1 (11.2)
ot lon explictera la matrice tridiagonale A € M,,+1(R) en fonction des coefficients ci, ..., c,. Le vecteur e, étant le
(n + 1)-éme vecteur de la base canonique de R™*1.
Q.

3
En déduire que les (n + 1) racines distinctes de My, 11 € Rp41[X] sont les (n + 1) valeurs propres de A.

Q. 4
Montrer que

n
2 3 wM(t:)M; (t) = 85 5, V(i) € [0,n]? (11.3)
k=0
0w 0 =0, sii#j etd; =1
On note W € M,,;.1(R) la matrice diagonale, de diagonale (wy, ..., wy) et P € M, 41(R) la matrice définie par P41 j11 =
M;(t:), ¥(i, 5) € [0,n]*.
Q.5

a. Montrer que 2P*WP = |.
b. En déduire que W1 = 2PP¢,
c. En déduire que i =230, (Mk(ti))z , Vie[0,n].

On suppose que l'on dispose de la fonction algorithmique eig(A) retournant I’ensemble des valeurs propres d’une matrice
symétrique A € M,,+1(R) dans lordre croissant sous la forme d’un vecteur de R+

Q.6
a. Ecrire la fonction [t,w]| < GaussLegendre(n) retournant le tableau des pointst et le tableau des poids w en utilisant
les résultats obtenus dans cet exercice.
b. Ecrire la fonction I «— QuadElemGaussLegendre(f, a,b,n) retournant une approzimation de SZ f(z)dz en utilisant
la formule de quadrature de Gauss-Legendre & (n + 1) points sur Uintervalle [a, b].
[ EXERCICE 12

Ecrire une fonction algorithmique QuadSimpson retournant une approximation de I'intégrale d’une fonction f sur I'intervalle
[, 8] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant le nombre d’appels & la fonction f. On
rappelle que la formule élémentaire de Simpson est donnée par

o D—a a+b
Q2(9,0,0) = ——(9(a) + 49(——=) + g(v))-
2 [Exercices supplémentaires
1 EXERCICE 13 : Matrice de Vandermonde

Soient (z)!y n + 1 points distincts 2 & 2 de C. Soit V € M,,;1(C) la matrice définie par

V=271 v, 5) e [1,n+1].

1
Ecrire la matrice V.
Soient w = (w;)77! un vecteur de C"**. On note Py, € C,[X], le polynome défini par

n

Pu(z) = Z w1+12i

i=0

2
Exprimer v = Vw en fonction de Py,.

Q.3
En déduire que V est inversible.

EXERCICE 14

Soient (t;)iq, (n + 1) points distincts de [—1;1].
On note F([—1;1];R) 'espace des fonctions définie de [—1;1] a valeurs dans R. Soient g € F([-1;1];R) et n € IN. On




souhaite approcher Sil g(t)dt par S,,(g), une formule de quadrature ¢lémentaire, donnée par

Sulg) €23 wig(ts)
i=0

Q.1
Démontrer que Uapplication g — S,,(g) définie de F([—1;1];R) @ valeurs dans R est linéaire.

On pose
Vie[0,n], Li(t) =

a. Montrer que si Sy, a pour degré d’exactitude n au moins alors, on a

1
Vie [0,n], w; = %J L;(t)dt. (14.1)
—1

b. Montrer que si (14.1) est vérifiée, alors S, a pour degré d’exactitude n au moins.

On rappele que la formule de quadrature S, a (n + 1) points distincts, dont les poids (w;)}_, sont données par (14.1), a
pour degré d’exactitude (n +m), m € IN* si et seulement si

f ' T (D)Q(1)dt = 0, ¥Q € Ry [X] (14.2)
—1

avec 7, (t) £ H(t —t;).

i=0
Par la suite, on suppose que les (¢;)"_, sont les (n + 1) racines distinctes dans | — 1; 1] du polynéme de Legendre de degré
(n+ 1) et que les poids (w;)!, sont données par (14.1).

Les polynomes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet
(n+1)Ppy1(t) = (2n + 1)tP,(t) = nPp_1(t), Vn =1 (14.3)

avec Po(t) =1 et Py(t) =t.
On a les propriétés suivantes:

prop.1 le polynome de Legendre P,, est de degré n,
prop.2 la famille {P;}}_, est une base de R,[X],

prop.3 pour tout (m,n) € N?, on a
2

=5—0mmn, 14.4
2n4+1 7 ( )

f P (t)P, (¢)dt
-1

ce qui correspond a 'orthogonalité des polynémes de Legendre pour le produit scalaire
1
@) = [ PaPa 0
-1

prop.4 Soit n > 1, P, est scindé sur R et ses n racines, notées (t;), sont simples dans | — 1, 1[, c’est a dire
n—1

P.(t) =C[](t—t), CeR*
i=0

ou les ¢; sont 2 a 2 distincts (et ordonnés). Les (n + 1) racines simples de P,,41 sont alors chacunes dans
I'un des (n + 1) intervalles | — 1,¢0[, Jto, tal, -+ ltn—2,tn—1[s Jtn—1,1[-

a. En utilisant les polynéomes de Legendre, démontrer que la formule de quadrature S, est de degré d’exactitude
2n + 1.

b. Montrer que la formule de quadrature S, n’est pas de degré d’exactitude 2n + 2.

c. Démontrer que S, est Uunique formule de quadrature a (n + 1) points distincts dans [—1;1] ayant pour degré
d’ezactitude 2n + 1.

Soient a,b deux réels, a < b. On note x; = % + 259¢; Vi e [0,n], ot les (t;)i sont les (n + 1) racines distinctes dans
] —1;1[ du polynéme de Legendre de degré (n + 1).

Soient f € F([a;b]; R), espace des fonctions définies de [a;b] & valeurs dans R., et n € IN.

On souhaite approcher Sz f(z)dz par Q,(f,a,b), une formule de quadrature élémentaire, donnée par

Qu(f,a,0) = (b—a) Y, w} f(w:)
i=0

On pose
n
T—z
Vi ) *(p) & i
iefonl, Li@)® ][ 12
=0 7
J#i
Q. 4 . . ) )
a. Montrer que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si
1 b
wy = 17J\ Li(x)dz, Vie[0,n]. (14.5)
b—a J,

b. En déduire que la formule de quadrature Q,, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si
wi =w;, Vie[0,n].
ot les w; sont donnée par (14.1).

On suppose que w} = w;, Vi € [0,n].

Q.5

Montrer que Q,, est l'unique formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points distincts dans [a,b] ayant pour degré

d’ezactitude (2n + 1) précisement.




