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1 Exercices du cours

Exercice 1

Soient n P N˚ et pn ` 1q couples de R2, pxi, yiqiPv0,nw, tels que les xi sont distincts deux à deux. On note

Q. 1
a. Soit i P v0, nw. Montrer qu’il existe un unique polynôme Li de degré n vérifiant

Lipxjq “ δij , @j P v0, nw. (1.1)

b. Montrer que les pLiqiPv0,nw forment une base de RnrXs (espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré
inférieur ou égal à n).

R. 1

a. De (1.1), on déduit que les n points distincts xj pour j P v0, nwztiu sont les n zéros du polynôme Li de degré n : il
s’écrit donc sous la forme

Lipxq “ C
n

ź

j“0
j‰i

px ´ xjq avec C P R

Pour déterminer la constante C, on utilise (1.1) avec j “ i

Lipxiq “ 1 “ C
n

ź

j“0
j‰i

pxi ´ xjq

Les points xi sont distincts deux à deux, on a
śn

j“0
j‰i

pxi ´ xjq ‰ 0 et donc

C “
1

śn
j“0
j‰i

pxi ´ xjq

d’où

Lipxq “

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj
, @i P v0, nw. (R1.1)

Il reste à démontrer l’unicité. On suppose qu’il existe Li et Ui deux polynômes de RnrXs vérifiant (1.1). Alors
Qi “ Li ´ Ui est polynôme de degré n (au plus) admettant n ` 1 zéros distincts, c’est donc le polynôme nul et on
a nécessairement Li “ Ui.

b. On sait que dimRnrXs “ n ` 1. Pour que les tLiuiPv0,nw forment une base de RnrXs il suffit de démontrer qu’ils
sont linéairement indépendants.
Soit λ0, ¨ ¨ ¨ , λn n ` 1 scalaires. Montrons pour celà que

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ùñ λi “ 0, @i P v0, nw
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Noter que la première égalité est dans l’espace vectoriel RnrXs et donc le 0 est pris au sens polynôme nul.
On a

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ðñ

n
ÿ

i“1

λiLipxq “ 0, @x P R

Soit k P v0, nw. En choisissant x “ xk, on a par (1.1)
řn

i“1 λiLipxkq “ λk et donc

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ùñ

n
ÿ

i“1

λiLipxkq “ 0, @k P v0, nw ðñ λk “ 0, @k P v0, nw.

Les tLiuiPv0,nw sont donc linéairement indépendants.

On défini le polynôme Pn par

Pnpxq “

n
ÿ

i“0

yiLipxq. (1.2)

Q. 2
Montrer que polynôme Pn est l’unique polynôme de degré au plus n vérifiant Pnpxiq “ yi, @i P v1, nw.

R. 2

Par construction Pn P RnrXs et on a, @j P v0, nwa,

Pnpxjq
def
“

n
ÿ

i“0

yiLipxjq

“

n
ÿ

i“0

yiδi,j par (1.1)

“ yj .

Pour demontrer l’unicité, on propose ici deux méthodes

‚ On note Pa et Pb deux polynômes de RnrXs vérifiant (1.1). Le polynôme Q “ Pa ´Pb appartient aussi à RnrXs et
il vérifie, @i P v0, nw,

Qpxiq “ Papxiq ´ Pbpxiq “ 0.

Les n`1 points xi étant distincts, ce sont donc n`1 racines distinctes du polynôme Q. Or tout polynôme de degré
n admet au plus n racines disctinctesb. On en déduit que le seul polynôme de degré au plus n admettant n ` 1
racines distinctes est le polynôme nulle et donc Pa “ Pb.

‚ c’est l’unique polynôme de degré au plus n vérifiant (1.2) car la décomposition dans la base tLiuiPv0,nw est unique.

aA noter le choix de l’indice j. Que doit-on faire dans ce qui suit si l’on choisi i comme indice?
bLe théorème de d’Alembert-Gauss affirme que tout polynôme à coefficients complexes de degré n admet n racines complexes qui ne sont

pas nécessairement distinctes

Exercice 2

Ecrire la fonction Lagrange permettant de calculer Pn (polynôme d’interpolation de Lagrange associé aux pn` 1q couples
pxi, yiqiPv0,nw) en t P R.

Correction

But : Calculer le polynôme Pnptq défini par (2)
Données : XXX : vecteur/tableau de Rn`1, Xpiq “ xi´1 @i P v1, n ` 1w et

Xpiq ‰ Xpjq pour i ‰ j,
YYY : vecteur/tableau de Rn`1, Y piq “ yi´1 @i P v1, n ` 1w,
t : un réel.

Résultat : y : le réel y “ Pnptq.
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Algorithme 1 R0

1:

Calcul de y “ Pnptq “

n`1
ÿ

i“1

Y piqLi´1ptq

Algorithme 1 R1

1: y Ð 0
2: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
3: y Ð y ` Y piq ˚ Li´1ptq
4: Fin Pour

Algorithme 1 R1

1: y Ð 0
2: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire

3:
y Ð y ` Y piq ˚ Li´1ptq

4: Fin Pour

Algorithme 1 R2

1: y Ð 0
2: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire

3: L Ð

n`1
ź

j“1
j‰i

t ´ Xpjq

Xpiq ´ Xpjq

4: y Ð y ` Y piq ˚ L

5: Fin Pour

Algorithme 1 R2

1: y Ð 0
2: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire

3:

L Ð

n`1
ź

j“1
j‰i

t ´ Xpjq

Xpiq ´ Xpjq

4: y Ð y ` Y piq ˚ L
5: Fin Pour

Algorithme 1 R3

1: y Ð 0
2: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire

3: L Ð 1
4: Pour j Ð 1 à n ` 1, pj „“ iq faire
5: L Ð L ˚ pt ´ Xpjqq{pXpiq ´ Xpjqq

6: Fin Pour

7: y Ð y ` Y piq ˚ L
8: Fin Pour

On obtient alors l’algorithme final

Algorithme 1 Fonction Lagrange permettant de calculer le polynôme d’interpolation de Lagrange Pnpxq définit par (2) de
[1]
Données : XXX : vecteur/tableau de Rn`1, Xpiq “ xi´1 @i P v1, n ` 1w et

Xpiq ‰ Xpjq pour i ‰ j,
YYY : vecteur/tableau de Rn`1, Y piq “ yi´1 @i P v1, n ` 1w,
t : un réel.

Résultat : y : le réel y “ Pnptq.

1: Fonction y Ð Lagrange( t,X, Y )
2: y Ð 0
3: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
4: L Ð 1
5: Pour j Ð 1 à n ` 1, pj „“ iq faire
6: L Ð L ˚ pt ´ Xpjqq{pXpiq ´ Xpjqq

7: Fin Pour
8: y Ð y ` Y piq ˚ L
9: Fin Pour

10: return y
11: Fin Fonction

˛

Exercice 3

Soient I un intervalle non vide deR, n P N˚ et f : I ÝÑ R. On suppose qu’il existe pxiq
n
i“0 dans I, avec x0 ă x1 ă . . . ă xn,
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tel que
@i P v0, nw, fpxiq “ 0.

Q. 1
Soit f P C0pI;Rq, avec f dérivable sur I. On suppose qu’il existe pxiq

n
i“0 dans I, avec x0 ă x1 ă . . . ă xn, tel que

@i P v0, nw, fpxiq “ 0.

Montrer qu’il existe pξiq
n
i“1 dans I, avec x0 ă ξ1 ă x1 ă ξ2 ă x2 ă . . . ă ξn ă xn, tel que

@i P v1, nw, f p1q
pξiq “ 0.

R. 1

On rappelle le théorème de Rolle:

Théorème (Rolle). Soient a, b deux réels, a ă b, et, f : ra, bs ÝÑ R. On suppose que

• f est continue sur ra, bs,

• f est dérivable sur sa, br,

• fpaq “ fpbq.

Alors il existe c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.

Soit k P v1, nw. Sur l’intervalle rxk´1, xks, xk´1 ă xk, on a fpxk´1q “ fpxkq p“ 0q et le théorème de Rolle s’applique:

Dξk Psxk´1, xkr, f p1q
pξkq “ 0.

La fonction f p1q admet donc au moins n zéros distincts, les pξkqnk“1, avec

x0 ă ξ1 ă x1 ă ξ2 ă . . . ă xn´1 ă ξn ă xn.

Q. 2
Démontrer par récurrence sur n P N˚ la proposition suivante

pPnq

Soit f P Cn´1pI;Rq, f pn´1q dérivable sur I. Si f admet au moins pn ` 1q zeros distincts dans I, notés
x0 ă . . . ă xn, alors f pnq admet au moins un zéro dans sx0, xnr.

R. 2

• Initialisation. Montrons que pP1q est vérifiée.
Soit f P C0pI;Rq et f dérivable sur I. Si f admet au moins 2 zeros distincts dans I, notés x0 et x1, avec x0 ă x1,
alors on a fpx0q “ fpx1q p“ 0q et le théorème de Rolle s’applique:

Dξ Psx0, x1r, f p1q
pξq “ 0.

• Hérédité. Soit n ě 2. On suppose que pPn´1q est vraie. Montrons que pPnq est vérifiée.
Soit f P Cn´1pI;Rq, f pn´1q dérivable sur I. On suppose que f admet au moins pn` 1q zeros distincts dans I, notés
pxiq

n
i“0 avec x0 ă . . . ă xn. On a donc

@i P v0, nw, fpxiq “ 0.

Soit k P v1, nw. Comme on vérifie les hypothèse de Q. 1, on en déduit

@k P v1, nw, Dξk Psxk´1, xkr, tel que f p1q
pξkq “ 0.

La fonction f p1q admet donc au moins n zéros distincts, les pξkqnk“1, avec x0 ă ξ1 ă . . . ă ξn ă xn. En posant
g “ f p1q, on a, par hypothèse sur f, g P Cn´2pI;Rq et gpn´2q dérivable sur I. La fonction g admettant n zéros
distincts dans I, les pξkqnk“1, avec ξ1 ă . . . ă ξn, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence pPn´1q à g pour
obtenir

Dξ Psξ1, ξnr, gpn´1qpξq “ 0.

On abouti alors à f pnq
pξq “ 0 avec ξ Psξ1, ξnrĂsx0, xnr.

Ce qui prouve pPnq.

• Conclusion. On a démontré par récurrence que pPnq est vérifiée pour tout n P N˚.
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Exercice 4

Soient pa, bq P R2, a ă b, n P N˚, f P Cn`1pra; bs;Rq et pn ` 1q couples de R2, pxi, yiqiPv0,nw, tels que les xi P ra; bs sont
distincts deux à deux et yi “ fpxiq.

On note par Pn le polynôme d’interpolation de Lagrange associé aux points pxi, yiqiPv0,nw et πn le polynôme de degré
pn ` 1q défini par

πnpxq
def
“

n
ź

i“0

px ´ xiq.

Q. 1
Soit x P ra; bs tel que, pour tout i P v0, nw, x ‰ xi. On note

xmin “ minpx, x0, . . . , xnq, xmax “ maxpx, x0, . . . , xnq,

et
F ptq “ fptq ´ Pnptq ´

fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
πnptq.

a. Démontrer que F est définie sur ra; bs et admet pn ` 2q racines distinctes.

b. Montrer qu’il existe ξx Psxmin;xmaxr tel que F pn`1qpξxq “ 0.

c. En déduire que

fpxq ´ Pnpxq “
πnpxq

pn ` 1q!
f pn`1qpξxq. (4.1)

R. 1

a. Comme pour tout i P v0, nw, x ‰ xi, on a πnpxq ‰ 0. De plus les fonctions f, Pn et πn étant définies sur ra; bs, on
en déduit que F est définie sur ra; bs.
Pour tout i P v0, nw, on a πnpxiq “ 0 et fpxiq ´Pnpxiq “ 0, ce qui donne F pxiq “ 0. Comme F pxq “ 0, on en déduit
que F admet pn ` 2q racines distinctes: tx, x0, . . . , xnu.

b. Les fonctions Pn et πn sont polynomiales: elles sont donc dans C8pR;Rq. Comme f P Cn`1pra; bs;Rq, on en déduit
F P Cn`1pra; bs;Rq. Or F admettant pn`2q racines distinctes dans sxmin;xmaxr, on peut alors utiliser le Lemme 1.1
de [1] pour obtenir

Dξx Psxmin;xmaxr; F pn`1qpξxq “ 0.

c. On a
0 “ F pn`1qpξxq “ f pn`1qpξxq ´ Ppn`1q

n pξxq ´
fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
πpn`1q
n pξxq.

Comme Pn P RnrXs, on a P
pn`1q
n “ 0. De plus πn P Rn`1rXs, et comme πnpxq “ xn`1 ` Qpxq avec Q P RnrXs (i.e.

son monône de puissance n ` 1 à pour coefficient 1) on obtient π
pn`1q
n pxq “ pn ` 1q! On en déduit

f pn`1qpξxq “
fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
pn ` 1q!

ce qui donne (4.1).

Q. 2
Montrer que, @x P ra; bs, il existe ξx appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x, x0, . . . , xn vérifiant (4.1).

R. 2

• Si, @i P v0, nw, x ‰ xi alors (4.1) a été démontré dans la question précédente.

• Si, Di P v0, nw, x “ xi, alors l’équation (4.1) est immédiate (avec ξx quelconque) car

fpxiq ´ Pnpxiq “ 0 et πnpxiq “ 0.

Exercice 5

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn des points distincts de ra, bs ordonnés par ordre croissant. On pose E
def
“ C0pra, bs;Rq et

F
def
“ RnrXs, et, on les munit de la norme }.}8 . On note Ln : E ÝÑ F l’application qui a f P E associe le polynôme

d’interpolation de Lagrange Pn P F tel que @i P v0, nw, Pnpxiq “ fpxiq.
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Q. 1
a. Montrer que Ln est bien définie.

b. Montrer que Ln est linéaire.

c. Montrer que Ln est continue et que
}Lnpfq}8 ď Λn }f}8 , (5.1)

où Λn “ max
xPra,bs

n
ÿ

i“0

|Lipxq|.

R. 1

a. Comme f P C0pra, bs;Rq, on a, @x P ra, bs, fpxq défini. a On a donc, @i P v0, nw, fpxiq défini. D’après le Théorème ??,
les points pxiq

n
i“0 étant distincts deux à deux, le polynôme d’interpolation de Lagrange Lnpfq associés aux couples

de pxi, fpxiqqiPv0,nw est unique dans RnrXs. L’application Ln est donc bien définie.

b. Soient pλ, µq P R2, et, f et g deux fonctions de C0pra, bs;Rq. il nous faut démontrer, par exemple, que

Lnpλf ` µgq “ λLnpfq ` µLnpgq.

Cette dernière équation est équivalente à

@x P ra, bs, Lnpλf ` µgqpxq “ λLnpfq ` µLnpgqpxq.

Soit x P ra, bs. On a

Lnpλf ` µgqpxq “

n
ÿ

i“0

pλf ` µgqpxiqLipxq

“

n
ÿ

i“0

pλfpxiq ` µgpxiqqLipxq

“ λ
n

ÿ

i“0

fpxiqLipxq ` µ
n

ÿ

i“0

gpxiqqLipxq

“ λLnpfqpxq ` µLnpgqpxq.

Ce qui démontre la linéarité de Ln.

c. Comme Ln est linéaire, pour démontrer qu’elle est continue, il suffit de démontrer que

DC ą 0 t.q. @f P C0pra, bs;Rq, }Lnpfq}8 ď C }f}8 .

En effet, on a pour tout x P ra, bs et pour tout f P C0pra, bs;Rq,

|Lnpfqpxq| “ |

n
ÿ

i“0

fpxiqLipxq|

ď

n
ÿ

i“0

|fpxiqLipxq| ď }f}8

n
ÿ

i“0

|Lipxq|

ď Λn }f}8 .

On obtient alors
}Lnpfq}8 ď Λn }f}8 . (5.1)

En prenant C “ Λn, qui est bien indépendant de f, on obtient la continuité de Ln.

aCeci n’aurait pas éte le cas si f P L2pra, bsq puisque fpxq aurait alors été défini pour presque tout x P ra, bs.

On note LpE,F q l’espace des applications linéaires et continues de E dans F muni de la norme

@H P LpE,F q, }H}
def
“ sup

fPC0
pra,bs;Rq

f‰0

}Hpfq}8

}f}8

Q. 2
a. Montrer que

}Ln} ď Λn. (5.2)
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b. Montrer qu’il existe x̄ P ra, bs vérifiant

Λn “

n
ÿ

i“0

|Lipx̄q|.

c. Montrer qu’il existe f̄ P C0pra, bs;Rq vérifiant

|Lnpf̄qpx̄q| “ Λn

›

›f̄
›

›

8
.

d. Conclure.

R. 2

a. Soit f P E, f ‰ 0. (rappel: f “ 0 ô }f}8 “ 0) De (5.1), on a

}Lnpfq}8

}f}8

ď Λn.

En prenant le sup sur toutes les fonctions non nulles, on obtient

}Ln}
def
“ sup

fPE
f‰0

}Lnpfq}8

}f}8

ď Λn. (R5.2)

b. L’application x ÞÑ
řn

i“0 |Lipxq| étant continue sur le fermé borné ra, bs, il existe alors x̄ P ra, bs tel que

Λn “ max
xPra,bs

n
ÿ

i“0

|Lipxq| “

n
ÿ

i“0

|Lipx̄q|.

c. On a

|Lnpfqpx̄q| “ |

n
ÿ

i“0

fpxiqLipx̄q|

et on veut déterminer f̄ P E pour avoir

|

n
ÿ

i“0

f̄pxiqLipx̄q| “

n
ÿ

i“0

|f̄pxiqLipx̄q|. (R5.3)

Il faut donc que, pour tout i P v0, nw, les réels f̄pxiqLipx̄q aient le même signe. On choisi le signe positif, et on
impose par exemple les valeurs de f̄pxiq,

@i P v0, nw,

"

f̄pxiq “ 1, si Lipx̄q ě 0,
f̄pxiq “ ´1, si Lipx̄q ă 0.

Ainsi, avec cette construction, (R5.3) est bien vérifiée.
Enfin, il faut aussi que l’on ai

n
ÿ

i“0

|f̄pxiqLipx̄q| “
›

›f̄
›

›

8

n
ÿ

i“0

|Lipx̄q|

Comme les pxiq
n
i“0 sont ordonnés par ordre croissant, on a

a ď x0 ă . . . ă xn ď b

et on peut alors choisir f̄ affine sur chacun des intervalles rxk, xk`1s, @k P v0, n ´ 1w, puisque l’on connait les valeurs
aux extrémités de chaque intervalle (`1 ou ´1). En dehors de ces intervalles, on prend par exemple f̄pxq “ f̄px0q,
@x P ra, x0s, et f̄pxq “ f̄pxnq, @x P rxn, bs. Cette fonction est par construction continue, donc dans E, et

@i P v0, nw, |fpxiq| “
›

›f̄
›

›

8
.

Au final, on obtient avec cette fonction

|Lnpf̄qpx̄q| “ |

n
ÿ

i“0

f̄pxiqLipx̄q|

“

n
ÿ

i“0

|f̄pxiqLipx̄q| “
›

›f̄
›

›

8

n
ÿ

i“0

|Lipx̄q|

“ Λn

›

›f̄
›

›

8
.
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d. On déduit de l’égalité précédente que
›

›Lnpf̄q
›

›

8
ě Λn

›

›f̄
›

›

8

et comme
›

›f̄
›

›

8
‰ 0, on obtient

›

›Lnpf̄q
›

›

8
›

›f̄
›

›

8

ě Λn.

En utilisant conjointement cette equation et (R5.3), on obtient

}Ln} “ Λn.

Q. 3
Soit f P E. Montrer que

}f ´ Lnpfq}8 ď p1 ` Λnq inf
QPRnrXs

}f ´ Q}8 (5.3)

R. 3

Soit Q P RnrXs. Par unicité du théorème d’interpolation on a LnpQq “ Q et alors

}f ´ Lnpfq}8 “ }f ´ Q ` LnpQq ´ Lnpfq}8

ď }f ´ Q}8 ` }LnpQ ´ fq}8 par linéarité de Ln

ď }f ´ Q}8 ` Λn }f ´ Q}8 par continuité de Ln

d’où le résultat.

Exercice 6

Soient pxi, yi, ziqiPv0,nw n ` 1 triplets de R3, où les xi sont des points distincts deux à deux de l’intervalle ra, bs. Le
polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté Hn, associé aux n ` 1 triplets pxi, yi, ziqiPv0,nw, est défini par

Hnpxiq “ yi et H1
npxiq “ zi, @i P v0, nw (6.1)

Q. 1
Quel est a priori le degré de Hn?

R. 1

On a 2n ` 2 équations, donc à priori Hn est de degré 2n ` 1.

On défini le polynôme Pn par

Pnpxq “

n
ÿ

i“0

yiAipxq `

n
ÿ

i“0

ziBipxq (6.2)

avec, pour i P v0, nw, Ai et Bi polynômes de degré au plus 2n ` 1 indépendants des valeurs yi et zi.

Q. 2
a. Déterminer des conditions suffisantes sur Ai et Bi pour que Pn vérifie (6.1).

b. En déduire les expressions de Ai et Bi en fonction de Li et de L1
ipxiq où

Lipxq “

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj
.

R. 2

a. D’après (6.2) on a pour tout j P v0, nw

Pnpxjq “

n
ÿ

i“0

yiAipxjq `

n
ÿ

i“0

ziBipxjq

Pour avoir Pnpxjq “ yj il suffit d’avoir

Aipxjq “ δi,j et Bipxjq “ 0, @i P v0, nw. (R6.4)

De même, on a

P1
npxjq “

n
ÿ

i“0

yiA
1
ipxjq `

n
ÿ

i“0

ziB
1
ipxjq
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et donc pour avoir P1
npxjq “ zj il suffit d’avoir

A1
ipxjq “ 0 et B1

ipxjq “ δi,j , @i P v0, nw. (R6.5)

b. Soit i P v0, nw. On commence par déterminer le polynôme Ai P R2n`1rXs vérifiant

Aipxjq “ δi,j et A1
ipxjq “ 0, @j P v0, nw.

Les points pxjqjPv0,nwztiu sont racines doubles de Ai. Le polynôme Li P RnrXs admet les mêmes racines (simples)
que Ai et donc L2

i P R2nrXs admet les mêmes racines doubles que Ai. On peut alors écrire

Aipxq “ αipxqL2
i pxq avec αipxq P R1rXs.

Il reste à déterminer le polynôme αi. Or on a

Aipxiq “ 1 et A1
ipxiq “ 0.

Comme Lipxiq “ 1, on obtient
Aipxiq “ αipxiqL

2
i pxiq “ αipxiq “ 1

et
A1

ipxiq “ α1
ipxiqL

2
i pxiq ` 2αipxiqL

1
ipxiqLipxiq “ α1

ipxiq ` 2αipxiqL
1
ipxiq “ 0

c’est à dire
αipxiq “ 1 et α1

ipxiq “ ´2L1
ipxiq.

Comme αi est un polynôme de degré 1 on en déduit

αipxq “ 1 ´ 2L1
ipxiqpx ´ xiq

et donc
Aipxq “ p1 ´ 2L1

ipxiqpx ´ xiqqL2
i pxq. (R6.6)

On détermine ensuite le polynôme Bi P R2n`1rXs vérifiant

Bipxjq “ 0 et B1
ipxjq “ δi,j , @j P v0, nw.

Les points pxjqjPv0,nwztiu sont racines doubles de Bi et le point xi est racine simple. Le polynôme L2
i P R2nrXs

admet les mêmes racines doubles. On peut alors écrire

Bipxq “ Cpx ´ xiqL
2
i pxq avec C P R.

Il reste à déterminer la constante C. Or Lipxiq “ 1 et comme B1
ipxiq “ 1 on obtient

B1
ipxiq “ CL2

i pxiq ` 2Cpxi ´ xiqL
1
ipxiqLipxiq “ C “ 1

ce qui donne
Bipxq “ px ´ xiqL

2
i pxq. (R6.7)

On vient de démontrer l’existence en construisant un polynôme de degré 2n ` 1 vérifiant (6.1).

Q. 3
Démontrer qu’il existe un unique polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite de degré au plus 2n ` 1 défini par (6.1).

R. 3

Deux démonstrations pour l’unicité sont proposées (la deuxième donne aussi l’existence).

dém. 1: Soient P et Q deux polynômes de R2n`1rXs vérifiant (6.1). Le polynôme R “ P ´ Q P R2n`1rXs admet alors
n ` 1 racines doubles distinctes :px0, ¨ ¨ ¨ , xnq. Or le seul polynôme de R2n`1rXs ayant n ` 1 racines doubles est le
polynôme nul et donc R “ 0, i.e. P “ Q.

dém. 2: Soit Φ : R2n`1rXs ÝÑ R2n`2 définie par

@P P R2n`1rXs, ΦpPq “ pPpx0q, ¨ ¨ ¨ ,Ppxnq,P1px0q, ¨ ¨ ¨ ,P1pxnqq.

L’existence et l’unicité du polynôme Hn est équivalente à la bijectivité de l’application Φ. Or celle-ci est une
application linéaire entre deux espaces de dimension 2n ` 2. Elle est donc bijective si et seulement si elle injective
(ou surjective). Pour vérifier l’injectivité de Φ il est nécessaire et suffisant de vérifier que son noyau est réduit au
polynôme nul.
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Soit P P kerΦ. On a alors ΦpPq “ 0002n`2 et donc px0, ¨ ¨ ¨ , xnq sont n ` 1 racines doubles distinctes de P. Or le seul
polynôme de R2n`1rXs ayant n ` 1 racines doubles est le polynôme nul et donc P “ 0.

Exercice 7

Soient pa, bq P R2, a ă b, n P N˚, f P C2n`2pra, bs;Rq. et pxiq
n
i“0, pn ` 1q points distincts de ra; bs. On note

@i P v0, nw, yi “ fpxiq et zi “ f 1pxiq.

On définit, par Hn, le polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets pxi, fpxiq, f
1pxiqqiPv0,nw et par πn

le polynôme défini par

πnptq
def
“

n
ź

i“0

pt ´ xiq.

Q. 1
Soit x P ra; bs tel que, pour tout i P v0, nw, x ‰ xi. On note

xmin “ minpx, x0, . . . , xnq, xmax “ maxpx, x0, . . . , xnq,

et
F ptq “ fptq ´ Hnptq ´

fpxq ´ Hnpxq

κnpxq
κnptq

avec κn
def
“ π2

n.

a. Démontrer que F est définie sur ra; bs et que F P C2n`2pra, bs;Rq.

b. Montrer que F 1 admet 2pn ` 1q zéros distincts.

c. Montrer qu’il existe ξx Psxmin;xmaxr tel que F p2n`2qpξxq “ 0.

d. En déduire que

fpxq ´ Hnpxq “
κnpxq

p2n ` 2q!
f p2n`2q

pξxq. (7.1)

R. 1

a. Comme pour tout i P v0, nw, x ‰ xi, on a κnpxq ‰ 0. De plus les fonctions f, Hn et κn étant définies sur ra; bs, on
en déduit que F est définie sur ra; bs.
Les fonctions Hn et κn sont polynomiales: elles sont donc dans C8pR;Rq. Comme f P C2n`2pra; bs;Rq, on en déduit
F P C2n`2pra; bs;Rq.

b. On peut noter que

F 1ptq “ f 1ptq ´ H1
nptq ´

fpxq ´ Hnpxq

κnpxq
κ1
nptq

avec κ1
nptq “ 2π1

nptqπnptq. Comme pour tout i P v0, nw, f 1pxiq ´ H1
npxiq “ 0 et πnpxiq “ 0, on en déduit que

@i P v0, nw, F 1pxiq.

De plus, on a
@i P v0, nw, F pxiq et F pxq “ 0.

On note psjq
n`1
j“0 les éléments de tx, x0, . . . , xnu ordonnés dans l’ordre croissant. On a donc

s0 ă s1 ă . . . ă sn`1 et @j P v0, n ` 1w, F psjq “ 0.

Soit k P v0, nw. Sur l’intervalle rsk, sk`1s, sk ă sk`1, on a F pxkq “ F pxk`1q p“ 0q et le théorème de Rolle s’applique:

Dξk Pssk, sk`1r, F
p1qpξkq “ 0.

La fonction F p1q admet au moins pn ` 1q zéros distincts, les pξkq
n`1
k“1 , avec

s0 “ xmin ă ξ0 ă s1 ă ξ1 . . . ă sn ă ξn ă sn`1 “ xmax.

On a donc démontré que F p1q admet pour zéros les pξkqnk“0, et les pxiq
n
i“0. Or, par construction, l’ensemble de ces

points sont distincts 2 à 2, c’est à dire que F p1q admet au moins p2n ` 2q zéros distincts.

c. On peut alors appliquer le Lemme 1.1 de [1] à F p1q car F p1q P C2n`1pra; bs;Rq et à p2n ` 2q zéros distincts et donc

Dξx Psxmin, xmaxr, tel que F
p2n`2qpξxq “ 0.
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d. On a
0 “ F

p2n`1qpξxq “ f p2n`1q
pξxq ´ Hn

p2n`2q
pξxq ´

fpxq ´ Hnpxq

κnpxq
κn

p2n`2qpξxq.

Comme Hn P R2n`1rXs, on a Hn
p2n`2q

“ 0. De plus κn P R2n`2rXs, et comme κnpxq “ x2n`2 ` Qpxq avec
Q P R2n`1rXs (i.e. son monône de puissance 2n ` 2 à pour coefficient 1) on obtient κn

p2n`2qptq “ p2n ` 2q! On en
déduit

f p2n`1q
pξxq “

fpxq ´ Hnpxq

κnpxq
p2n ` 2q!

ce qui donne (7.1).

Q. 2
Montrer que, @x P ra; bs, il existe ξx appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x, x0, . . . , xn vérifiant (7.1).

R. 2

• Si, @i P v0, nw, x ‰ xi alors (7.1) a été démontré dans la question précédente.

• Si, Di P v0, nw, x “ xi, alors l’équation (7.1) est immédiate (avec ξx quelconque) car

fpxiq ´ Hnpxiq “ 0 et κnpxiq “ 0.

Exercice 8

Ecrire une fonction algorithmique Hermite permettant de calculer Hn (polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite
associé aux n ` 1 triplets pxi, yi, ziqiPv0,nw) en t P R.

Correction
But : Calculer le polynôme Hnptq défini par l’équation (16) de [1]
Données : XXX : vecteur/tableau de Rn`1, Xpiq “ xi´1 @i P v1, n ` 1w et

Xpiq ‰ Xpjq pour i ‰ j,
YYY : vecteur/tableau de Rn`1, Y piq “ yi´1 @i P v1, n ` 1w,
ZZZ : vecteur/tableau de Rn`1, Zpiq “ zi´1 @i P v1, n ` 1w,
t : un réel.

Résultat : pH : le réel pH “ Hnptq.
D’après la Définition 1.1 de [1], on a

Hnptq “

n
ÿ

i“0

yiAiptq `

n
ÿ

i“0

ziBiptq “

n
ÿ

i“0

pyiAiptq ` ziBiptqq

avec
Aiptq “ p1 ´ 2L1

ipxiqpt ´ xiqqL2
i ptq et Biptq “ pt ´ xiqL

2
i ptq

où

Liptq “

n
ź

j“0
j‰i

t ´ xj

xi ´ xj
.

Pour rendre effectif le calcul de Hnptq, il reste à déterminer L1
ipxiq. On a

L1
iptq “

n
ÿ

k“0
k‰i

1

xi ´ xk

n
ź

j“0
j‰i
j‰k

t ´ xj

xi ´ xj

d’où

L1
ipxiq “

n
ÿ

k“0
k‰i

1

xi ´ xk
. (8.1)

La fonction que l’on va écrire use (et certains diront abuse) de fonctions.
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Algorithme 2 Fonction Hermite permettant de calculer le polynôme d’interpolation de Lagrange-Hermite Hnptq définit par
(16)

1: Fonction pH Ð Hermite( X,Y, Z, t )
2: pH Ð 0
3: Pour i Ð 0 à n faire
4: pH Ð pH ` PolyApi,X, tq ˚ Y pi ` 1q ` PolyBpi,X, tq ˚ Zpi ` 1q

5: Fin Pour
6: Fin Fonction

Les différentes fonctions utilisées pour la fonction Hermite (directement ou indirectement) sont les suivantes :

PolyA : calcul du polynôme Ai en t, (données i,X, t)

PolyB : calcul du polynôme Bi en t, (données i,X, t)

PolyL : calcul du polynôme Li en t, (données i,X, t)

PolyLp : calcul de L1
ipxiq, (données i,X)

Algorithme 3 Fonction PolyA permettant de calculer le polynôme Ai en t P R donné
par Aiptq “ p1 ´ 2L1

ipxiqpt ´ xiqqL2
i ptq

1: Fonction y Ð PolyA( i,XXX, t )
2: y Ð p1 ´ 2 ˚ PolyLppi,Xq ˚ pt ´ Xpi ` 1qqq ˚ pPolyLpi,X, tqq2

3: Fin Fonction

Algorithme 4 Fonction PolyB permettant de calculer le polynôme Bi en t P R donné
par Biptq “ pt ´ xiqL

2
i ptq

1: Fonction y Ð PolyB( i,XXX, t )
2: y Ð pt ´ Xpi ` 1qq ˚ pPolyLpi,X, tqq2

3: Fin Fonction

Algorithme 5 Fonction PolyL permettant de calculer le polynôme Li en t P R donné

par Liptq “

n
ź

j“0,j‰i

t ´ xj

xi ´ xj

1: Fonction y Ð PolyL( i,XXX, t )
2: y Ð 1
3: Pour j Ð 0 à n, pj „“ iq faire
4: y Ð y ˚ pt ´ Xpj ` 1qq{pXpi ` 1q ´ Xpj ` 1qq

5: Fin Pour
6: Fin Fonction

Algorithme 6 Fonction PolyLp permettant de calculer L1
ipxiq “

n
ÿ

k“0,k‰i

1

xi ´ xk

1: Fonction y Ð PolyLp( i,XXX )
2: y Ð 0
3: Pour k Ð 0 à n, pk „“ iq faire
4: y Ð y ` 1{pXpi ` 1q ´ Xpk ` 1qq

5: Fin Pour
6: Fin Fonction

Bien évidemment une telle écriture est loin d’être optimale mais elle a l’avantage d’être facile à programmer et facile à
lire car elle "colle" aux formules mathématiques.

On laisse le soin au lecteur d’écrire des fonctions plus performantes... ˛
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