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1 Exercices du cours

EXERCICE 1

Soient n € IN* et (n + 1) couples de R?, (x;, Yi)ie[o,n]» tels que les z; sont distincts deux & deux. On note

2. a. Soit i € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; de degré n vérifiant
Li(z;) = 0i5, Vje[0,n]. (1.1)
b. Montrer que les (L;)efo,n] forment une base de R.[X] (espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n).
R. 1)

a. De (L.1), on déduit que les n points distincts x; pour j € [0, n]\{i} sont les n zéros du polynéme L; de degré n : il

s’écrit donc sous la forme
n

Li(z) = Cn(x —z;) avec C e R
j=0
Ji

Pour déterminer la constante C, on utilise (|1.1)) avec j =i

J#i
B 1
H?=Q(mz ;)
J#i
d’on .
T — X,
Li(z) = ! ' : :
() HZE,‘*I', Vi € [[0,n] (R1.1)
j=0"" J
i

11 reste & démontrer I'unicité. On suppose qu'il existe L; et U; deux polynomes de R, [X] vérifiant (1.1]). Alors
Qi = L; — U; est polynome de degré n (au plus) admettant n + 1 zéros distincts, ¢’est donc le polynéme nul et on
a nécessairement L; = Uj;.

b. On sait que dimR,[X] = n + 1. Pour que les {L;},.[q ) forment une base de R,[X] il suffit de démontrer qu’ils
sont linéairement indépendants.
Soit Ag, -+, An n + 1 scalaires. Montrons pour cela que

ZAiLFo — X\ =0, Vie[0,n]

i=1
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Noter que la premicre égalité est dans I'espace vectoriel R, [X] et donc le 0 est pris au sens polyndome nul.

On a

Soit k € [0,n]. En choisissant « = zj, on a par (L.I) 3", A\;L;(z) = \g et donc

DAL =0 = Y NLi(xx) =0, Vke [0,n] <= X\ =0, Vke [0,n].

i=1 i=1

Les {Li};c[o,, sont donc linéairement indépendants.

On défini le polynéme P, par
n
Pp(z) = Z yiLi(z). (1.2)
i=0

Q. 2
Montrer que polynéme P,, est l'unique polynéme de degré au plus n vérifiant P, (z;) = y;, Vi € [1,n].

R. 2
Par construction P,, € R,[X] et on a, Vj € [0,n]7]

ef

Py (x;) yiLi(x;)

Ig
=

=0

Il
1=

yi5i,j par 1'

0

<.
Il

I
&

Pour demontrer I'unicité, on propose ici deux méthodes
e On note P, et P, deux polynomes de R,[X] vérifiant ((1.1)). Le polynome Q = P, — P}, appartient aussi a R,,[X] et
il vérifie, Vi € [0, n],
Q(zi) = Pa(zi) — Py(z;) = 0.
Les n+ 1 points x; étant distincts, ce sont donc n + 1 racines distinctes du polynéme Q. Or tout polynéme de degré

n admet au plus n racines disctinctesﬂ On en déduit que le seul polynéome de degré au plus n admettant n + 1
racines distinctes est le polynéme nulle et donc P, = Py,

e c’est P'unique polynome de degré au plus n vérifiant ((1.2)) car la décomposition dans la base {L;} ie[0,n] €St unique.

%A noter le choix de I'indice j. Que doit-on faire dans ce qui suit si I’on choisi ¢ comme indice?
bLe théoréme de d’Alembert-Gauss affirme que tout polynéme a coefficients complexes de degré n admet n racines complexes qui ne sont
pas nécessairement distinctes

EXERCICE 2

Ecrire la fonction Lagrange permettant de calculer P, (polynome d’interpolation de Lagrange associé aux (n + 1) couples
(%4, Yi)iefo,n]) €0 t € R.

But : Calculer le polynéme P, (t) défini par
Données : X : vecteur/tableau de R, X (i) = 2,1 Vie [1,n+ 1] et
X (@) # X (j) pour i # 7,

Correction Y vecteur/tableau de R" !, Y (i) = y;—1 Vi€ [1,n + 1],
t : unréel
Résultat : y : leréel y = P,(t).



Algorithme 1 | R Algorithme 1 | R,
n+1 . 1: Y O
Caleul de y =Pu(t) = Z Y(Z)Lil(t)]\ 2: Pour i — 1 an + 1 faire
L: = T3 yey+Y(@)=Lii(t)
4: Fin Pour
Algorithme 1 | R4 Algorithme 1 | R,
1: y«<—0 Ly<0
2: Pour i < 1 an+ 1 faire 2: Pour i < 1 an+ 1 faire
4: Fin Pour 3| L« - -
| X6 —x0)
J#i
4| y—y+Y(@E) =L
5. Fin Pour
Algorithme 1 | R, Algorithme 1 |R3
1 y«<0 1. y<0
2: Pour i < 1 an+ 1 faire 2: Pour i < 1 an + 1 faire
n+1 .
t—X
L H f(]) 3: L1
LX) - X(©) . R . e
i 4:] Pour j—1lan-+1, (j~=i) faire
3: T . . .
. 5| L Lx(t—X()/X() - X()
4 y—y+YQ)=L 6:| Fin Pour
5. Fin Pour
7. y—y+Y(@)=L
8: Fin Pour

On obtient alors ’algorithme final

Algorithme 1 Fonction Lagrange permettant de calculer le polyndome d’interpolation de Lagrange P, (x) définit par de

I

Données : X : vecteur/tableau de R"™, X (i) = z;_1 Vie [1,n + 1] et
X (i) # X (f) pour i # j,
Y : vecteur/tableau de R"*!, Y (i) = y;—1 Vi€ [1,n + 1],
t : un réel.
Résultat : y : leréel y = P,(¢).
1: Fonction y « Lagrange( ¢, X,Y )
2: y<«—0
3: Pour i<« 1an+1 faire
4: L1
5: Pour j —lan+1, (j ~=1) faire
6: L Lx(t—X(5)/(X(i) — X(j))
7: Fin Pour
8: y—y+Y()=L
9:  Fin Pour

10:  return y
11: Fin Fonction

EXERCICE 3

Soient I un intervalle non vide de R, n € IN* et f : I — R. On suppose qu'’il existe (x;)_, dans I, avec zg < 1 < ... < Zp,



tel que

Vie [0,n], f(xz;)=0.

.1
Soit f € CO(I;R), avec f dérivable sur I. On suppose qu’il existe (z;)1_, dans I, avec xg < x1 < ... < xp, tel que

Vi e [0,n], f(x;)=0.

Montrer qu’il existe (§)7_1 dans I, avec kg < & <21 <& < X2 < ... <&, < T, tel que

& D)

Vie[1,n], fO(&) =0.

On rappelle le théoréme de Rolle:

e w

Théoréme (Rolle). Soient a, b deuz réels, a < b, et, f : [a,b] — R. On suppose que
o f est continue sur [a,b],
o f est dérivable sur Ja,b|,
o f(a) = (0).

Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.

\. J

Soit k € [1,n]. Sur Vintervalle [zr_1, 2], xp—1 < xk, on a f(zr—1) = f(xx) (= 0) et le théoréme de Rolle s’applique:

Hé-k? E]xkflvxkb f(l) (gk) = 0

La fonction f M) admet donc au moins n zéros distincts, les (£x)7_,, avec

o <& <21 <& < ... <Tpo1 <& <Xy

Démontrer par récurrence sur n € IN* la proposition suivante

(Pn)

w2

Soit f € C"Y(I;R), £V dérivable sur I. Si f admet au moins (n + 1) zeros distincts dans I, notés
To < ...< Xy, alors f(") admet au moins un zéro dans |xg, T,|.

e Initialisation. Montrons que (P;) est vérifiée.

Soit f € CO(I;R) et f dérivable sur I. Si f admet au moins 2 zeros distincts dans I, notés zg et x1, avec zg < 71,
alors on a f(xg) = f(x1) (= 0) et le théoréeme de Rolle s’applique:

3¢ €lzo, [, fV(€) =0.

Hérédité. Soit n = 2. On suppose que (P,_1) est vraie. Montrons que (P,,) est vérifiée.
Soit f € C""Y(I; R), =Y derivable sur I. On suppose que f admet au moins (n+ 1) zeros distincts dans I, notés
()7 avec g < ... < x,. On a donc

Vi e [0,n], f(xz;)=0.

Soit k € [1,n]. Comme on vérifie les hypothése de Q. [1} on en déduit
Vke[1,n], 3¢ €lrg_1,zx[, tel que f(l)(fk) = 0.

La fonction f) admet donc au moins n zéros distincts, les (&r)p_y, avec ¢ < & < ... < &, < z,. En posant

g = f(l), on a, par hypothése sur f, g € C" 2(I;R) et 9("~2) dérivable sur I. La fonction g admettant n zéros
distincts dans I, les (§k)j_;, avec & < ... < &,, on peut appliquer 'hypothése de récurrence (P,—_1) a g pour
obtenir

E'f 6]513577,[7 g(nfl)(ﬁ) =0.

On abouti alors a f(™ (&) = 0 avec ¢ €lé1, &nls]zo, Tl
Ce qui prouve (P,,).

e Conclusion. On a démontré par récurrence que (P,,) est vérifiée pour tout n € IN*.



EXERCICE 4

Soient (a,b) € R?, a < b, n € N*, f e C" ([a;b];R) et (n + 1) couples de R?, (%4, Yi)icfo,n], tels que les x; € [a;b] sont

distincts deux a deux et y; = f(x;).

On note par P, le polynéme d’interpolation de Lagrange associé¢ aux points (z;,¥i)ie[o,n] €t T le polynome de degré

(n + 1) défini par

Q.1

mn(x) £ | [z — 22).
=0

Soit x € [a; b] tel que, pour tout i € [0,n], x # x;. On note

Tmin = Min(x, Zo, ..., Tn), Tmax = max(z,Tg,...,T,),

T (T)

. Démontrer que F est définie sur [a;b] et admet (n + 2) racines distinctes.
. Montrer qu’il existe &, €]Tmin; Tmax| tel que FMH(£,) = 0.

. En déduire que

_ T (’JI) (n+1)
f(@) = Pp(z) = mf (&) (4.1)
R. 1
. Comme pour tout ¢ € [0,n],  # x;, on a m,(x) # 0. De plus les fonctions f, P,, et 7, étant définies sur [a;b], on
en déduit que F' est définie sur [a;b].
Pour tout i € [0,n], on a m,(x;) = 0 et f(x;) —P,(a;) =0, ce qui donne F(x;) = 0. Comme F(z) = 0, on en déduit
que F admet (n + 2) racines distinctes: {x,xq,...,zn}.
. Les fonctions P,, et 7, sont polynomiales: elles sont donc dans C*(R; R). Comme f € C"*1([a;b]; R), on en déduit
F el ([a;b];R). Or F admettant (n +2) racines distinctes dans |@min; Zmax |, on peut alors utiliser le Lemme
de [I] pour obtenir
Elgm e]"L'min; xmax[; F(n+1)(£m) = 0.
one f(@)~ Pale)
0= F(n+1) L) = (n+1) L) — P(n,+1) L) — L) = nlT) (ny1) ).
(6) = £ (&) = Pei(gy) - L= B e
Comme P, € R,[X], on a P = 0. De plus m, € Ry41[X], et comme 7, (z) = 2"+! + Q(z) avec Q € R,[X] (i.e.
son monone de puissance n + 1 & pour coefficient 1) on obtient 71'7(1"“)(9:) = (n+1)! On en déduit
ey @) P
pren(e) = L2l 1y
ce qui donne (4.1).
Q.2
Montrer que, Yz € [a;b], il existe &, appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x,xo, ..., x, vérifiant (4.1)).
R. 2)
e Si, Vi € [0,n], z # x; alors (4.1) a été démontré dans la question précédente.
e Si, 3i € [0,n], x = x;, alors équation (4.1)) est immédiate (avec &, quelconque) car
flx) —Pp(x;) =0 et m,(x;) =0.
EXERCICE 5
Soient n € N* et xq,--- ,x, des points distincts de [a,b] ordonnés par ordre croissant. On pose E = C%([a,b];R) et

F = R,[X], et, on les munit de la norme |.|, - On note £,, : E — F Dapplication qui a f € E associe le polynome
d’interpolation de Lagrange P,, € F tel que Vi € [0,n], P, (x;) = f(x;).



Q.1

Q. 2

a. Montrer que L,, est bien définie.
b. Montrer que L,, est linéaire.

c. Montrer que L,, est continue et que
L0 (Do < Al fll s (5.1)

n

ot A, = max L;(z)].
]Z\ (2)]

z€la,b 0

a. Comme f € C%([a,b]; R), on a, Vz € [a, b], f(x) défini. [4| On a donc, Vi € [0, n], f(z;) défini. D’aprés le Théoréme ??,
les points (x;)}"_, étant distincts deux a deux, le polynéme d’interpolation de Lagrange £,,(f) associés aux couples
de (4, f(2i))ie[o,n] est unique dans R, [X]. L’application £,, est donc bien définie.

b. Soient (A, 1) € R?, et, f et g deux fonctions de C°([a,b]; R). il nous faut démontrer, par exemple, que

LN+ pg) = Men(f) + pLn(g).

Cette derniére équation est équivalente &

Vo € [a,b], L.Af+ pg)(x)=ACn(f) + pLln(g)(x).

Soit z € [a,b]. On a

n

Lo +pg)(@) = DIAf + pg)(wi)Li(x)

=0

(Af (i) + pg(xi))Li(x)

Il
D=

0
Z f@i)Li(z) + p ), g(@i)) Li(x)
=0 =0

Ly(f)(x) + pLln(g)(z).

<.
Il

Il
=

I
>

Ce qui démontre la linéarité de L,,.

c. Comme L, est linéaire, pour démontrer qu’elle est continue, il suffit de démontrer que
3C >0 taq. VfeC([a,biR), |La(le < Clfl-

En effet, on a pour tout z € [a, b] et pour tout f € C°([a,b]; R),

La(N)@)] = | Y] fle)Li(2)]

N
AR

[F@Li@)] < £l 3 L)
0 i=0
n -

N
=

On obtient alors

1£n(P)lee < An [ fllo - (©-1)

En prenant C' = A,,, qui est bien indépendant de f, on obtient la continuité de £,,.

2Ceci n’aurait pas éte le cas si f € L2?([a,b]) puisque f(x) aurait alors été défini pour presque tout x € [a, b].
On note L(FE, F') l'espace des applications linéaires et continues de E' dans F' muni de la norme

w o 1ML

rec(apmy 1l
f#0

VH e L(E,F), |H

a. Montrer que
IL0] < As. (5.2)



. Montrer qu’il existe T € [a,b] vérifiant

. Montrer qu’il existe f € C°([a,b]; R) vérifiant

1La(F)(@)] = A | F],

. Conclure.

. Soit fe E, f#0. (rappel: f=0 < |f], =0) De (5.1), on a

1£n ()l o0
<A,
Ml T
En prenant le sup sur toutes les fonctions non nulles, on obtient
I £ sup Do < (R5.2)
ver 1l
f#0

. L’application z — "', |L;(x)| étant continue sur le fermé borné [a, b], il existe alors Z € [a, b] tel que

A, = max Z |L; ()] = i |L;(Z)
i=0

z€[a,b]

. Ona

et on veut déterminer f € F pour avoir

DO NHEDT (R5.3)
=0 i=0

Il faut donc que, pour tout i € [0,n], les réels f(z;)L;(Z) aient le méme signe. On choisi le signe positif, et on
impose par exemple les valeurs de f(x;),

i e [0,nl, {ﬂfﬂi) - 1 siLi(@) >0,

f(l'z) = —1, si Lz(j) <0
Ainsi, avec cette construction, (R5.3|) est bien vérifiée.

Enfin, il faut aussi que 'on ai
i=0 i=0

Comme les (z;)]_, sont ordonnés par ordre croissant, on a
a<xg<...<x, <b

et on peut alors choisir f affine sur chacun des intervalles [z, T34 1], V& € [0, n — 1], puisque 1’on connait les valeurs
aux extrémités de chaque intervalle (+1 ou —1). En dehors de ces intervalles, on prend par exemple f(x) = f(zo),
Vx € [a, 0], et f(x) = f(x,), Vo € [x,,b]. Cette fonction est par construction continue, donc dans FE, et

vie[0,n], |f(z:)|=]f],

Au final, on obtient avec cette fonction

LaD@] = 1Y) FaLi@)

= Z |F@)Li(@)] = |F], Y ILi(a)
1=0 i=0

I
§



d. On déduit de I’égalité précédente que - -
|20 (D = A | £

et comme Hf”oc # 0, on obtient

ﬁ’ll f
Mif)uoc > An.
7]
En utilisant conjointement cette equation et (R5.3)), on obtient
H£n|| = Ap.
Q.3
Soit f € E. Montrer que
- L, < (1+A,) inf — 5.3
IF = Lalf)lp < (L4 M) int 1F = Ql (5.9

®3)

Soit Q € R,,[X]. Par unicité du théoréme d’interpolation on a £,,(Q) = Q et alors

If = Lol = 1f=Q+Ln(Q) = Ln(f)l
< |f=Qly, +1£a(Q— f)|l, par lindarité de £,
< |f=Ql, +An|f—Q|, par continuité de L,

d’ou le résultat.

EXERCICE 6

Soient (i, Yi, 2i)icfo,n] M + 1 triplets de R3, ou les z; sont des points distincts deux & deux de l'intervalle [a,b]. Le
polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,, associé¢ aux n + 1 triplets (z;, yi, 2i)ie[o,n], est défini par

Ho(x) =y; et Hi(x;) =2, Vie[0,n] (6.1)
Q.1
Quel est a priori le degré de H, ?

On a 2n + 2 équations, donc & priori H,, est de degré 2n + 1.

On défini le polynéme P,, par
n n
P,(z) = ), yidi(x) + ), 2 Bi(x) (6.2)
i=0 i=0

avec, pour i € [0,n], A; et B; polynomes de degré au plus 2n + 1 indépendants des valeurs y; et z;.

Q. 2
a. Déterminer des conditions suffisantes sur A; et B; pour que P,, vérifie (6.1).
b. En déduire les expressions de A; et B; en fonction de L; et de Li(x;) ow
N r—2x
L — J
Z(x) 1_‘[ Ty — X4
j=0 J
J#i
R. 2

a. D’apreés (6.2) on a pour tout j € [0,n]
P (x;) = > yidi(2;) + Y. 2iBi(x))
i=0 i=0

Pour avoir P,,(z;) = y; il suffit d’avoir
Al(l‘]) = 61‘7]‘ et Bi(xj) = O7 Vi e [[O,nﬂ (R64)

De méme, on a
n

Pl (x) = > vidi(x;) + Y zBj(x)
=0

=0




et donc pour avoir P} (z;) = z; il suffit d’avoir
A;((EJ) =0 et B;(.’E]) = 51"]'7 Vi e [[0711] (R65)

b. Soit i € [0,n]. On commence par déterminer le polynome A; € Ro,1[X] vérifiant
Az(xj) = 5i,j et A;(IEJ) = 0, V] € [[O,TL]]

Les points (z;); sefo.nl\G) sont racines doubles de A;. Le polynome L; € R,,[X] admet les mémes racines (simples)
que A; et donc L7 € Ry, [ X] admet les mémes racines doubles que A4;. On peut alors écrire

Ai(x) = ai(2)L3(x) avec aj(z) € Ri[X].
Il reste a déterminer le polynéome «a;. Or on a
Az(.I‘z) =1 et A;(Iz) =0.

Comme L;(z;) = 1, on obtient
Ai(xi) = i) L} (1) = ai(m) = 1

et
Aj(xi) = o (i) L7 (23) + 20 () L (3) Li(2s) = o () + 200(2i) L () = 0
c’est a dire
i) =1 et af(x;) = —2L;(x;).
Comme «; est un polynome de degré 1 on en déduit

a;(r) =1 —2L(z;)(z — ;)

et donc
Ai(x) = (1 = 2L} () (x — 23)) L2 (). (R6.6)

On détermine ensuite le polynome B; € Ra,,+1[X] vérifiant
Bi(xj) =0 et B;(l‘j) = 6i’j, V] € [O,RH

Les points (7;);e[o,n]\(i} Sont racines doubles de B; et le point x; est racine simple. Le polynéme L? € Ry [X]
admet les mémes racines doubles. On peut alors écrire

Bi(x) = C(x — ;) L?(z) avec C € R.
11 reste a déterminer la constante C. Or L;(z;) = 1 et comme B.(x;) = 1 on obtient

ce qui donne
Bi(z) = (x — z;) L3 (). (R6.7)

On vient de démontrer I'existence en construisant un polynéme de degré 2n + 1 vérifiant (6.1)).

Q.3 :
Démontrer qu’il existe un unique polynoéme d’interpolation de Lagrange-Hermite de degré au plus 2n + 1 défini par .

®. 3]

Deux démonstrations pour I'unicité sont proposées (la deuxiéme donne aussi I'existence).

dém. 1: Soient P et Q deux polyndmes de Ry, 41[X] vérifiant (6.1). Le polynome R = P — Q € Ra,,+1[X] admet alors
n + 1 racines doubles distinctes :(zg, - ,2,). Or le seul polynéme de Ry,41[X] ayant n + 1 racines doubles est le
polynome nul et donc R =0, i.e. P = Q.

dém. 2: Soit @ : Ry, 1[X] — R?*"*2 définie par
VP € Ry, 11[X], @(P) = (P(x0), - ,P(zn), P (x0), -+, P'(xn)).

L’existence et l'unicité du polynéme H, est équivalente a la bijectivité de ’application ®. Or celle-ci est une
application linéaire entre deux espaces de dimension 2n + 2. Elle est donc bijective si et seulement si elle injective
(ou surjective). Pour vérifier 'injectivité de @ il est nécessaire et suffisant de vérifier que son noyau est réduit au
polynéme nul.




Soit P € ker ®. On a alors ®(P) = 02,12 et donc (zg, - ,x,) sont n + 1 racines doubles distinctes de P. Or le seul
polynéme de Ra,+1[X] ayant n + 1 racines doubles est le polynéme nul et donc P = 0.

EXERCICE 7

Soient (a,b) € R?, a < b, ne N*, f e C?*""2([a,b]; R). et (x;)",, (n + 1) points distincts de [a;b]. On note
Vie[0,n], yi= f(z:) et z; = f'(x;).

On définit, par H,, le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets (2, f(x;), f'(2:))ie[o,n] €t Par m,
le polynome défini par

m(t) S [t — ).
=0

Q.1

Soit x € [a;b] tel que, pour tout i € [0,n], x # x;. On note
Tmin = Min(x, Zo, ..., Tn), Tmax = max(z,Tg,...,Ts),
et
Ft) = £(0) = Halt) - D= HelZe

avec K, = 2.

a. Démontrer que F est définie sur [a;b] et que F € C*"2([a, b]; R).

b. Montrer que F' admet 2(n + 1) zéros distincts.

c. Montrer qu’il existe £, €]Tmin; Tmax| tel que F(Q”H)(fz) =0.

d. En déduire que

F(@) = Halw) = 2l pansa) e ) (7.1)

(2n + 2)

a. Comme pour tout i € [0,n], z # x;, on a k,(z) # 0. De plus les fonctions f, H, et k, étant définies sur [a;b], on
en déduit que F est définie sur [a; b].
Les fonctions H,, et r,, sont polynomiales: elles sont donc dans C*(R; R). Comme f € C?"*2([a;b]; R), on en déduit
F e C**2([a;b]; R).

b. On peut noter que
FI(t) = f'(t) = M, () = =———=—rp(1)
avec kil (t) = 2m) (t)m,(t). Comme pour tout ¢ € [0,n], f'(z;) — H, (z;) =0 et m,(x;) =0, on en déduit que
Vie [0,n], F'(x;).

De plus, on a
Vie [0,n], F(x;) et F(z)=0.
n+1

On note (s;)72; les éléments de {x, xo, ..., r,} ordonnés dans I'ordre croissant. On a donc
5o <81 <...<8pp1 et Vje[0,n+1], F(s;)=0.
Soit k € [0,n]. Sur intervalle [sy, sp11], Sk < Sk+1, on a F(x) = F(zk+1) (= 0) et le théoréme de Rolle s’applique:

I&k €5k, spv1ls F(l)(ék) = 0.

La fonction F(!) admet au moins (n + 1) zéros distincts, les (£,)71], avec

50 = Tmin < &0 <51 <&1... <5y <& < Spt1 = Tmax-

On a donc démontré que F(Y) admet pour zéros les (&,)7_,, et les (x;)"_,. Or, par construction, I'ensemble de ces
k=0 =0
points sont distincts 2 & 2, c’est a dire que ") admet au moins (2n + 2) zéros distincts.

c. On peut alors appliquer le Lemme de [1] & FM car F(M) e C?"*1([a;b]; R) et a (2n + 2) zéros distincts et donc

ElgT e]xminammax[a tel que F(2n+2) (gt) =0.
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d. On a
f(l) — Hn(x) Hn(2n+2) (&C)

0= F(2n+1)(§'m) _ f(2"+1)(§$) _ Hn(2n+2)(€z) _ o)

Comme H,, € Ro,11[X], on a H, 22 = 0. De plus Kk, € Ro,io[X], et comme k,(z) = 2272 + Q(z) avec
Q € Ry, 1[X] (i.e. son monone de puissance 2n + 2 & pour coefficient 1) on obtient , " *2)(t) = (2n + 2)! On en
déduit

ety L) = Hala)
=—" +2)!
Fem(e,) = HE =T an 1 2)
ce qui donne (7.1).
.2
Montrer que, Yz € [a;b], il existe &, appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x, xo, ..., x, vérifiant (7.1)).

®R. 2)
e Si, Vi€ [0,n], x # x; alors (7.1) a été démontré dans la question précédente.

e Si, 3i € [0,n], x = x;, alors équation (7.1 est immédiate (avec &, quelconque) car

flx) — Hp(z;) =0 et kp(z;) =0.

EXERCICE 8

Ecrire une fonction algorithmique Hermite permettant de calculer H,, (polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite
associé aux n + 1 triplets (x;, ys, 2i)iefo,n]) en t € R.

Correctlon

: Calculer le polynome H,,(t) défini par I’équation de [1]
Donnees : X : vecteur/tableau de R"*!, X (i) = x;_; Vie [1,n+ 1] et
X(i) # X(j) pour i #
Y : vecteur/tableau de R"*, Y (i) = y;_1 Vie [1,n + 1],
Z . vecteur/tableau de R"™1, Z(i) = 2;_1 Vi€ [1,n + 1],
t : un réel.
Résultat : pH : leréel pH = H, ().

D’aprés la Définition [I.1] de [I], on a

ZEyiAi(t)—}—ZZi Z 2 +Zz l(t))
=0

—0 i=

(e}

Ailt) = (1= 2L(x,)(t — 2))L3(t) et Bi(t) = (t — i) L3(t)
Lt =] _=
prr A

Pour rendre effectif le calcul de H,,(t), il reste & déterminer L}(x;). On a

2 1 ot —x;
L =2, o— 11+ _xafj

k=0 J=0
k#i VE
J#k
d’ont
SR
Li(wi) = Y, —— (8.1)
=0 Vi k
ki
La fonction que 1'on va écrire use (et certains diront abuse) de fonctions.
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Algorithme 2 Fonction Hermite permettant de calculer le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite H,,(t) définit par

(L6)

Fonction pH « Hermite( X,Y, Z,t)
pH <0
Pour i < 0 a n faire

Fin Pour
Fin Fonction

1:
2
3
4 pH « pH + PolyA(i, X, t) * Y (i + 1) + PolyB(i, X, t) = Z(i + 1)
5
6:

Les différentes fonctions utilisées pour la fonction Hermite (directement ou indirectement) sont les suivantes :

PolyA : calcul du polynome A; en t, (données i, X, t)

PolyB : calcul du polynéme B; en ¢, (données i, X, t)
PolyL : calcul du polynéme L; en ¢, (données i, X, t)

PolyLp : calcul de L(z;), (données i, X)

Algorithme 3 Fonction PolyA permettant de calculer le polynome A; en t € R donné
par Ai(t) = (1 — 2L} (@) (¢t — @) L(t)

Algorithme 4 Fonction PolyB permettant de calculer le polynéme B; en t € R donné
par B;(t) = (t — z;)L3(t)

1: Fonction y « PolyA( i, X,t)
2y« (1 —2%PolyLp(i, X) * (t — X (i + 1))) * (PolyL(i, X, t))?
3: Fin Fonction

1: Fonction y « PolyB( 4,X,t)
2y« (t—X(i+1))* (PolyL(i, X, t))?
3: Fin Fonction

Algorithme 5 Fonction PolyL permettant de calculer le polynéme L; en t € R donné
n

par L) =[] +

=0, Vi

)

1: Fonction y « PolyL( i, X,t)

2 y«—1

3: Pour j<« 0an, (j~=1i) faire

& yeyrt-XG+ D)X+ - XG+1)
5. Fin Pour

6: Fin Fonction

Bien évidemment une telle écriture est loin d’étre optimale

lire car elle "colle" aux formules mathématiques.

n
1
Algorithme 6 Fonction PolyLp permettant de calculer L (x;) = 2
k=0,k#i

Ti — Tk

1: Fonction y « PolyLp( ¢,X )

2 y<—0

3: Pour k< 0an, (k~=i) faire

4 y—y+1/(X(i+1)—-X(k+1))
5 Fin Pour

6: Fin Fonction

mais elle a 'avantage d’étre facile a programmer et facile

On laisse le soin au lecteur d’écrire des fonctions plus performantes...
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