Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Interpolation

1 Exercices du cours

EXERCICE 4

EXERCICE 1

Soient n € IN* et (n + 1) couples de R?, (z;, Yi)ie[o,n], tels que les x; sont distincts deux a deux. On note

Q.1
a. Soit i€ [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynoéme L; de degré n vérifiant

Li(xz;) = di5, ¥j € [0,n]. (1.1)

b. Montrer que les (L;)ie[o,n] forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polynémes o coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n).

On défini le polynéme P,, par

n
Pp(z) = > yiLi(x). (1.2)
=0
.2
Montrer que polynéme P, est l'unique polynoéme de degré au plus n vérifiant Py (x;) = y;, Vi € [1,n].

.2
Montrer que, Vx € [a;b], il existe &, appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x, zo, . .

Soient (a,b) € R?, a < b, n € N*, f € C""([a;b; R) et (n + 1) couples de R?, (24, yi)ic[o,n]> tels que les 2; € [a;b] sont
distincts deux a deux et y; = f(z;).

On note par P, le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux points (2, yi)ie[o,n] €t 7y le polynome de degré (n+1)
défini par

Q.1
Soit z € [a;b] tel que, pour tout i € [0,n], z # x;. On note

Zmin = Min(z, 2o, ..., &n), Tmax = Max(z,To,...,T,),
et

f(x) — Pu(x)

F(0) = £(0) = Pa(t) = et 1),

a. Démontrer que F est définie sur [a;b] et admet (n + 2) racines distinctes.
b. Montrer qu’il existe &, €)Tmin; Tmax| tel que F+D(g,) = 0.
c. En déduire que

@) = Pula) = 2 e, (@)

, Ty, vérifiant (4.1).

EXERCICE 5

[ EXERCICE 2

Ecrire la fonction Lagrange permettant de calculer P, (polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux (n -+ 1) couples
(i, Yi)iefon]) en t € R.

‘ EXERCICE 3

Soient I un intervalle non vide de R, n € IN* et f : I — R. On suppose qu’il existe (z;)!_, dans I, avec xg < &1 < ... < Zp,
tel que

Vie [0,n], f(xz;)=0.

L1
Soit f € CO(I;R), avec f dérivable sur I. On suppose qu’il existe (z;)"_ dans I, avec xg < x1 < ... < Ty, tel que
Vie [0,n], f(z;)=0.
Montrer qu’il existe (&), dans I, avec g <& <@ <& < T2 < ... <&, < Tp, tel que

Vi e [1,n], &) =o.

.2
Démontrer par récurrence sur n € IN* la proposition suivante

(7)")

Soit f € CY(I;R), £ dérivable sur I. Si f admet au moins (n + 1) zeros distincts dans I, notés
xo < ...< Tp, alors f<") admet au moins un zéro dans |To, T, |.

Soient n € N* et xg,--- ,x, des points distincts de [a,b] ordonnés par ordre croissant. On pose E £ C%([a,b];R) et

F¥R, [X], et, on les munit de la norme |.|, . On note £,, : E — F Dapplication qui a f € E associe le polynéme
d’interpolation de Lagrange P,, € F tel que Vi € [0,n], Py (2;) = f(z;).

a. Montrer que L,, est bien définie.
b. Montrer que L,, est linéaire.

c. Montrer que L,, est continue et que

1£0(Dlleo < Anllfl (5.1)

n
ot A, = max Z |L;(z)].

x€la,b] iz

On note L(E, F) 'espace des applications linéaires et continues de E dans F' muni de la norme

Ve LB F), M2 swp Dl
rec(apr)  Iflo
f#0

a. Montrer que
[Ln] < An. (5.2)

b. Montrer qu’il existe T € [a, b] vérifiant

An = D] [Li(@)].

i=0

¢. Montrer qu'il existe f € C°([a,b]; R) vérifiant
1Ca(F)(@)] = An | F],. -

d. Conclure.




Q.3 .
Soit f € E. Montrer que

If = La(Dloo < L+ An) il (£ = Qo

in’
<R,

(5.3)

EXERCICE 8

EXERCICE 6

Soient (2, i, 2i)iefo,n] 7+ 1 triplets de R3, ol les x; sont des points distincts deux a deux de I'intervalle [a, b]. Le polynome

d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,, associé aux n + 1 triplets (2, yi, 2i)ie[o,n], est défini par

Holz:) =y et Hi () =z, Vie [0,n]

Q.1
Quel est a priori le degré de H,, ?

On défini le polynome P,, par

Po(e) = Y idi(a) + Y 2Bi(x)
i=0 =0

avec, pour i € [0,n], A; et B; polynomes de degré au plus 2n + 1 indépendants des valeurs y; et z;.

Q. 2
a. Déterminer des conditions suffisantes sur A; et B; pour que P, vérifie (6.1).
b. En déduire les expressions de A; et B; en fonction de L; et de Li(z;) ot
S r—zx
Li(x) = .
J#i
Q.3

(6.1)

(6.2)

Démontrer qu’il existe un unique polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite de degré au plus 2n+1 défini par (6.1).

EXERCICE 7

Soient (a,b) € R?, a < b, n € N*, f e C**2([a,b];R). et (z;)1q, (n+ 1) points distincts de [a;b]. On note

Vie[0,n], yi=f(z:) et z = f'(z;).

On définit, par My, le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets (x4, f(:), f'(2i))ieo,n] €t Par m,

le polynome défini par
n

() Z ][ = ).
i=0

Q.1
Soit z € [a;b] tel que, pour tout i € [0,n], z # x;. On note

Tin = MIN(Z, To, ..., Tn), Tmax = Max(x, To,...,Tn),

et
_ f(@) = Ha(2)

F(t) = )~ Halt) ~ 5=

K (t)

avec K, = 72
a. Démontrer que F' est définie sur [a;b] et que F € C*"*%([a,b]; R).
b. Montrer que F' admet 2(n + 1) zéros distincts.

c. Montrer qu’il existe £, €|Tmin; Tmax| tel que FEM2(€,) = 0.

d. En déduire que

F(@) — Halz) = (2’::7% Fentd e ).

Q.2

Montrer que, Vx € [a;b], il existe &, appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x, o

(7.1)

xy, vérifiant (7.1).

Ecrire une fonction algorithmique Hermite permettant de calculer H,, (polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite
associ¢ aux n + 1 triplets (i, yi, 2i)ie[o,n]) €n t € R.




