Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Résolution de systémes linéaires
M¢éthodes itératives

1 Exercices du cours

EXERCICE 1

Soit A une matrice inversible décomposée sous la forme A = M — N avec M inversible. On pose
B=M'N et ¢=M"b.
Montrer que la suite définie par
zl0 e K* et zlFt = BglFl 4 ¢

converge vers Z = A™'b quelque soit z!% si et seulement si p(B) < 1.

EXERCICE 2

Soit A € M, »(C) une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M — N ot M est inversible. On note
B=1-M!A

Q.1
Montrer que la matrice M* + N est hermitienne.

On suppose maintenant que M* + N est définie positive.

Q.2
Soit x un vecteur quelconque de C™ et y = Bx.

a. Montrer que

(z,Az) — (y,Ay) = <x,AM'1Aa:> + <M'1Ax,Ax> — <M'1Aa;,AM'1Ax> (2.1)
et
z—y=MIAz. (2.2)
b. En déduire que
(@, Az) —(y,Ay) ={(z —y), M* + N)(z —y)). (2.3)

Q.3
Montrer que si A est définie positive alors pP(B) < 1.

On suppose P(B) < 1 et on va démontrer, par I'absurde, que A est définie positive.

Q.4
On suppose qu’il existe zI° € C™\{0} tel que ag o <:1:[0],A:1:[0]> € C\]0, +o[. On défini alors les suites

vk e N*, zl¥) = Bglh=1 et o, = <a:[k],Ax[k]>.

a. Montrer que
lim z*1 =0 et lim oy =0.
k——+0 k— 400
b. Montrer que ag €] — 0, 0].

c. Démontrer par récurrence sur k € IN* que

(Pr) : LI 0, zlFl — glh—11 0, et 0=ar_1 > ay.

d. Conclure.



EXERCICE 3

Soit A € M,,(R) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A, ; la composante (3, j)
de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A = D — E — F, ou D représente la diagonale de A, —E la
partie triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.

La méthode S.O.R. (successive over relaxation) est donnée par

i—1 n
ol — A% (bi - ZlAz‘jmng] - Az‘ﬂE‘“) +(1—wzl, vie[ln]

Jj= j=i+1

Q.1

Déterminer la matrice d’itération B et le vecteur ¢ tels que
a1 — Blkl 4 ¢

en fonction de D, E, F, et b.

EXERCICE 4

Soit A € M,,(R) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A, ; la composante (3, 5)
de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A = D — E — F, ou D représente la diagonale de A, —E la
partie triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.

La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

b (2o8) " (ko) w

On pose L = D'E et U = D 'F.

Q.1

Montrer que
Lo=1—wl)" (1 —w)l+wU).

En déduire que

P(Ly) = |w—1]. (4.2)
EXERCICE 5
On note T € M,,(C) la matrice tridiagonale

ag ¢ 0 0

bg a9
T= 0 0 (5 1)

B Cn—1
0 0 b, an

Q.1

Soit u e C*. On note Q(11) € M,,(C) la matrice diagonale de diagonale (u, p?, ..., u").

def

a. Expliciter la matrice T(p) = Q(u)TQ (1) en fonction des coefficients tridiagonauz de la matrice T et de p.
b. Déterminer det(T(u)) en fonction de det(T).

Soit A € M,,(R) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A; ; la composante (i, j)
de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A = D — E — F, ou D représente la diagonale de A, —E la
partie triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.

On note respectivement J £ DL(E + F) et £; £ (D — E)™'F les matrices d’itérations des méthodes de Jacobi et de
Gauss-Seidel.

Soit y € R™. On souhaite résoudre le systéme Az = y par la méthode de Gauss-Seidel ou par la méthode de Jacobi.



On suppose dans la suite que la matrice inversible A € M,,(R) s’écrit sous la forme

a1 0o ... 0
B2
A=1o 0 (5.2)
S
0 0 0Bn ap

et que ses éléments diagonaux sont non nuls.

Q. 2
a. Montrer que les valeurs propres de J sont les racines du polynome

q3(\) £ det(A\D —E — F).

b. En utilisant la questz’on montrer que q3(\) = det(AD — AE — +F).
c. En déduire que si X € C est valeur propre de 3 alors —\ l’est aussi.

Q.3
a. Montrer que les valeurs propres de L1 sont les racines du polynoéme

qc,(\) £ det(AD — AE — F).

b. En déduire que
YA e C* qr, (A3 = Nq3(N). (5.3)
a. Comparer les valeurs propres de J a celles de L.

b. Une des deux méthodes est-elle a privilégier dans ce cas?

2 Exercice supplémentaire

EXERCICE 6

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive et b € C™.

Montrer les résultats suivant:
a. tous les éléments diagonauz de A sont dans RY .
b. toutes les valeurs propres de A sont dans R%.

c. A est inversible.

On note z la solution de Az = b et on décompose la matrice A sous la forme A = D —E — F ou D = diag(A) est la
matrice diagonale telle que, Vi € [1,n], D;; = A, ;, E est triangulaire inférieure d’éléments diagonaux nuls, et, F est
triangulaire supérieure d’éléments diagonaux nuls.

On va étudier une méthode itérative pour la résolution du systéme linéaire Az = b.

Soit g € C™ donné. On définit la suite (zy)ren par, Vk € IN,

(D — E)$k+1/2 = FZk +b (6].)
(D — F)$k+1 = E$k+1/2 +b



a. Démontrer, en justifiant toutes les opérations utilisées, que le vecteur 1 peut s’écrire sous la forme
Tp.1 =Bz +c¢ (6.3)
en déterminant le vecteur ¢ et en montrant que

B=(D-F)'E(D-E)F.

b. Montrer que
Zypp1 — = Bz, —x).

c. Montrer que
D!=D-E)'-D'E(D-E)"" (6.4)

Soit (A,p) un élément propre de la matrice B.

Q.3
a. Montrer que
Mp + (A —1)ED'Fp = 0. (6.5)
b. En déduire que
(Fp,D"'Fp)
= e [0,1]. 6.6
(p,Ap) + (Fp,D-'Fp) 0.1 (6.6)
c. En déduire la convergence xy, vers x.
Q. 4

a. Ecrire une fonction algorithmique [D,E,F] < Decomp(A) retournant la décomposition de la matrice A en
A=D-E_F.

b. Ecrire une fonction algorithmique RSLiter utilisant (6.1)-(6.2) pour approcher la solution du systéme linéaire
Ax = b. Pour cela on pourra utiliser les fonctions

e & — RSLtriinf(A,b) retourne la solution du systéeme Az = b ot A est une matrice triangulaire inférieure
inversible,

e = — RSLtrisup(A,b) retourne la solution du systéme Az = b ot A est une matrice triangulaire supérieure
inversible.

En aucun cas, il ne faudra utiliser les matrices inverses...
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