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EXERCICE 1 : Résolution systéme triangulaire supérieur

Soient A € M,,(C) une matrice triangulaire inversible et b € C™.

Q.1
Expliquer comment calculer x € C", solution de Ax = b et expliciter les formules permettant de calculer
l’ensemble des composantes de x.

Ecrire la fonction ResTriSup permettant de résoudre le systéme triangulaire supérieur Az = b.

ANNNANANANANANANANANNANANANNANNANNNANNINININNNNNANNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNT
Correction

1 o
On veut résoudre le systéme linéaire

Al,l Al,n X1 b1
rr—b — | o |-
6 .. 0. Ann :L‘.n b.n
On remarque que l'on peut calculer successivement x,,, z,,_1,...,x1, car il est possible de calculer z; si on connait
Tit1,---,%pn : C'est la méthode de remontée. En effet, on a

Vie [[Lnﬂa (A.’II)7 = bi»
et donc, par définition d’un produit matrice-vecteur,
n
Vi e [[1,nﬂ, Z Aihjmj =0;.

j=1

Comme A est une matrice triangulaire supérieure, on a (voir Définition dans [1])
V(l]) € [LnHQv 1> ja Ai,j =0.

On obtient alors

i—1 n
Vie [[1,77/]]7 b; = Z Aihj z; + Ai,ixi + Z Aiﬁjx‘,‘
o=

Jj=i+l

= A;im; + 2 Ai . (R1.1)

j=it1
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Algorithme 1 | R

Algorithme 1 | R4

Résoudre Az = b en calculant
successivement x,, T, 1, ...

|

7371. ]\~h)

1: Pour i < n a1 faire(pas de —1)
calculer x; connaissant x;,1,...

a l’aide de ’équation (R1.1]

3: Fin Pour

"7)77,

Algorithme 1 | R4

Algorithme 1 | R,

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)

[ Calculer z; connaissant x;y1,...
a l'aide de I’équation (R1.1
N a

3: Fin Pour

,:L'n ]\

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)

2: S «— Z Ai,jxj
I j=it1

4: Fin Pour

Algorithme 1 | R,

Algorithme 1 | R3

1: Pour i < n a1 faire(pas de —1)
n
S — Z A@jl‘j
N j=i+1

3: €T; < (b7 — S)/Azﬂ
4: Fin Pour

On obtient alors I’algorithme final

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)

2: S <0

I 3:] Pour j < i+ 1 an faire
4: S — S+ A7) = x(j)
5:] Fin Pour
6: €T; < (bl — S)/AZI
7: Fin Pour

Algorithme 1 Fonction ResTriSup permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire supérieur inversible

Az =b.
Données : A matrice triangulaire de M,,(R) supérieure inversible.
b vecteur de R".
Résultat : =z vecteur de R™.

Fonction x < ResTriSup( A,b )
Pour i < n a 1 faire(pas de —1)
S0
Pour j «— i+ 1 an faire
S — S+ A(i,5) = x(j)
Fin Pour
x(i) « (b(3) — S)/A(i,1)
Fin Pour

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9: Fin Fonction

EXERCICE 2 : Matrice de permutation

Soit (4,4) € [1,n]?, i # j, on note pliil e M, (R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j.

Q.1

Q.

Représenter cette matrice et la définir proprement.

Soit A € M,,(C).On note A, . le r-éme vecteur ligne de A et A. ¢ le s-éme vecteur colonne de A.

2
a. Déterminer les lignes de la matrice D = P%’]]

b. Déterminer les colonnes de la matrice E = AP

[7,]

n

A en fonction des vecteurs lignes de A.

en fonction des vecteurs colonnes de A.




a. Calculer le déterminant de Pg’j].

b. Déterminer Uinverse de Pg’j].
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Correction

R. 1 .
On note, dans toute la correction, P = P%’J].

On peut définir cette matrice par ligne,

vre[l,n]\{i,5}, Prs = 0drs, Vse[l,n],
Pi,s = 5j,sa Vs e [[1, nﬂa
Pj,s = (51'757 Vs € [[1,n]
ou par colonne
Vs e [[17 nﬂ\{%]}? PT‘,S = (;T‘,Sa Vre [[17 nﬂa
P = 0., Vre[ln],
P.; = 0r; VYre[ln].

& Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = ng’j I

On peut noter que la matrice P est symétrique. Pour la représentation, on suppose ¢ < j. On effectue une
représentation bloc 5 x 5 avec des blocs diagonaux carrés sachant que tous les blocs non décrits sont nuls:

,,,,,,,,, 1
P = ; j—i—1
S |
[ J
|
oo n—j
|
R. 2 - . ..
a. On note D = PA. Par définition du produit matriciel on a
n
Dr,s = Z Pr,kAk,s-
k=1
On obtient, Vs € [1,n],
Do = 3 0nidis = A, Vre [Ln]\(i,j},
Di,s = Z (;j,kAk,s = Aj,37
kzl
Dj,s = Z 6i,krAk,s = Ai7s-
k=1
ce qui donne
Dr,: = Ar,:a Vre [[1,n]\{i,j},
Di,: = Aj,:a
D;. = A




Note: La notation D, . correspond au vecteur ligne (D;1,...,D;,) et D.; correspond au vecteur
Dy

colonne
Dy,

b. On note E = AP. Par définition du produit matriciel et par symétrie de P on a

E’ms = Z Ar,kPk7s = Z AT,sz,k:~
k=1 k=1

& Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = P% a1, ]

On obtient en raisonnant par colonne, Vr € [1,n],

E’r,s = 2 Ar,késjf = Ar,57 Vs e [[17”]\{27]}7
kil

Eri = Y Avkbin = Arj,
k‘:l

E’r‘,j = 2 Ar,kéi,k = Ar,i-
k=1

ce qui donne
E:,s = A:,sa Vs € ﬂl,nﬂ\{i,j},
E:,i = A:,ja
E, = A,

5]

a. det(P) = —1, si i # j et det(P) = 1 sinon.

b. Immeédiat par calcul direct on a PP = | et donc la matrice P est inversible et P~ = P.

EXERCICE 3 : Matrice d’élimination

Soit v € C™ avec v; # 0. On note E*l € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure a diagonale unité définie par

L0 0.
Zoaj0n f 1770 0
Ell — . 0 .o (3.1)
. o0
—v /0110 0 1

a. Calculer le déterminant de EM].

b. Déterminer linverse de E®].

Soit A e M,,(C) avec Ay 1 # 0. On note A. ; le j-éme vecteur colonne de A et A, . son i-éme vecteur ligne. On
pose A; = A, 5.

Q. 2 -
a. Calculer A = EM1A en fonction des vecteurs lignes de A.
b. Montrer que la premiere colonne de A est le vecteur (A11,0,... ,O)t i.e.
E[A1]A61 = A17161 (32)

ol ey est le premier vecteur de la base canonique de C™.



Correction

R. 1
a. La matrice E[] est triangulaire : son déterminant est donc le produit de ses éléments diagonaux (Proposi-
tion de [1]) On a alors det(E®]) = 1.
b. Pour calculer son inverse qui existe puisque det(E[”]) # 0, on écrit E[*] sous forme bloc :
1 ! 0 0
EM = |
€ |n,1
|
avec e = (—vg/v1,..., —vn/vl)t e C"~! On note X € M,,(C) son inverse qui s’écrit avec la méme structure
bloc
a | b*
X =
c i D
avecae C,be C" 1 ceC" et De M, 1(C).
La matrice X est donc solution de E[?JX = I. Grace a Pécriture bloc des matrices on en déduit rapidement la
matrice X. En effet, en utilisant les produits blocs des matrices, on obtient
1 0, al b 1xa r 1xb*+0% , xD
S o R N e e Y R A L S
EMIX = | | = |
e l,—1 ¢ D exa+l,_yxe! exb +1,.14xD
i
] | i
a E b*
|
ae+c. eb”+D
|
Comme X est I'inverse de EI?!, on a E[?IX = I et donc en écriture bloc
a E b* 1 : :Lfl
,,,,,,,,, b S S ot S
i |
| =
ae+c! eb* +D 0,_1 i ([
| |
Ceci revient a résoudre les 4 équations
a=1, b*=0°_,, ae+c=0,_; et eb* +D=1,
qui donnent immeédiatement a = 1,b=0,,_1,¢c = —e et D = I,,_1. On obtient le résultat suivant
110 0 110 0
,,,,,, (AR A I (et RS
i ! =1,
—€ 1 In—l e In—l
| !
R. 2
a. Pour simplifier les notations, on note E = E[41], Par définition du produit de deux matrices on a
~ n
Ay = Z Ei 1Ay, V(i,j) € [1,n]*
k=1
Quand ¢ = 1, on a par construction E; j = 07 et donc
ALJ = Al,ja V] S [[l,n]] = Al# = Aly:. (R32)
Pouri>2,ona E;; = —;’—i et E; = 0, k, Vk € [2,n]. On obtient alors pour tout j € [1,n]
Aij=EinAj+ Y BigArj=——A1;+ ) SipAr; = ——A1; + Aij
k=2 U1 k=2 1




ce qui donne pour tout i € [2,n]

1211'7]' = Ai,j — %Alﬂ', V] € ﬂl,nﬂ = 1‘11‘); = _%Alﬁ +Ai7; (R33)
1 1
En conclusion, la matrice A s’écrit

b. De (R3.2), on tire 121171 = Ay 1. A partir de (R3.3) on obtient pour tout i € [2, n], 1[11-71 =A;1— %ALL Par

construction v; = A, 1 pour tout j € [1,n], ce qui donne /L-J = 0.

La premiére colonne de A est (1,0,...,0)".

EXERCICE 4 : Méthode de Gauss, écriture algébrique
Soit A € M,,(C) inversible.

Q.1

Montrer qu’il existe une matrice G € M,,(C) telle que | det(G)| = 1 et GAe; = aeq avec o # 0 et eq premier
vecteur de la base canonique de C™.

Q.2
a. Montrer par récurrence sur lordre des matrices que pour toute matrice A, € M, (C) inversible, il
existe une matrice S, € M, (C) telle que |detS,| = 1 et S,A, = U, avec U,, matrice triangulaire
supérieure inversible.
b. Soitb e C™. En supposant connue la décompostion précédente S, A,, = U,,, expliquer comment résoudre
le systeme Apx = b.
Q.3

Que peut-on dire si A est non inversible?

Correction

.1

D’apres le Lemme de [2], si A1,1 # 0, le résultat est immeédiat.
Dans I’énoncé rien ne vient corroborer cette hypothése. Toutefois, comme la matrice A est inversible, il existe au
moins un p € [1,n] tel que A, ; # 0. On peut méme choisir le premier indice p tel que [A, 1| = max;ep; ) [Ai 1| > 0

(pivot de 'algorithme de Gauss-Jordan). On note P = PE”’ ! 1a matrice de permutation des lignes 1 et p (voir

Lemmede 2)).
|detP| =1 et P*=P.

Par construction (PA)1 1 = A, 1 # 0, et on peut alors appliquer le Lemmede [2] & la matrice (PA) pour obtenir
Pexistence d’une matrice E € M,,(C) vérifiant det E = 1 et telle que

E(PA)e; = A, 1e1.
En posant G = EP et o = A, 1, on obtient bien GAe; = ae;. De plus, on a
|det G| = | det(EP)| = |det E x det P| = 1.
Remarque. La matrice G étant inversible, on a
Az =b <= GAz =Gb

ce qui correspond a la premiére permutation/élimination de Ualgorithme de Gauss-Jordan.



a. On veut démontrer, par récurrence sur n = 2, la propriété suivante

(Pn)

VA, € M,,(C) inversible, 3S,, € M, (C), |detS,| = 1, tel que la matrice U,, = S, A soit une triangulaire
supérieure inversible.

Initialisation : Pour n = 2. Soit Ay € M;(C) inversible. En utilisant la question précédente il existe
G2 € M3(C) telle que |det Gy = 1 et GoAze; = aey avec o # 0 et e; premier vecteur de la base
canonique de C?. On note Uy = GoA,. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

=5 %)

et elle est triangulaire supérieure. Les matrices G, et As étant inversible, leur produit Uy 'est aussi. La
proposition (Ps) est donc vérifiée avec So = Go.

Hérédité : Soit n > 3. On suppose que (P,,_1) est vraie. Montrons que (P,,) est vérifiée.
Soit A, € M, (C) inversible. En utilisant la question précédente il existe G, € M, (C) telle que
|detG,| = 1 et G,Ae1 = aye; avec «;, # 0 et e; premier vecteur de la base canonique de C". On
note V,, = G, A,,. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

1: ,,,,,,,,,,,,,,,,,, e n-l .
0 ;o ... e 0
[
| |
! |

def

Bn—l

otte, 1€ C"'etB, 1 €M, (C). CommeG, et A, sont inversibles, V,, I'est aussi. On en déduit
donc que B,,_1 est inversible car 0 # detV,, = a,, x det B,,_1 et a,, # 0.

On peut donc utiliser la propriété (P,—1) (hyp. de récurrence) sur la matrice B,y : il existe donc
Sn—1 € My,—1(C), avec |detS,—1| = 1, tel que la matrice U,y = S,,_1B,_1 soit une triangulaire
supérieure inversible.

Soit Q,, € M,,(C) la matrice définie par

L0 0
0
Qn = !
S,
0!
On a alors
10 0. an !l chy
! oV
QnGnAn = QnVn = . : !
D Snfl | Bn—l
0 0 !
Qn E czfl Qp E 0271
,,,,, L SRR L
= 9 | = (,) ZU,
Do Snlenfl . ; Unfl
0 ! 0

La matrice U,, est triangulaire supérieure inversible car U,,_; l'est aussi et «,, # 0.
On pose S,, = Q,,G,,. On a donc
S, A, =U,.

De plus, comme on a det S,, = det Q,, x det G,,, et det Q,, = det S,,_1, on obtient, en utilisant | det G,,| = 1
et 'hypothése de récurrence |detS,,—1| = 1, que

|detS,| = 1.
Ceci prouve la véracité de la proposition (P,,).
b. Comme S,, est inversible, on a en multipliant a gauche le systéme par S,
Ax=b < S,A,x=S,b < U,z =S,b

Pour déterminer le vecteur z, on peut alors résoudre le dernier systéme par ’algorithme de remontée.



R. 3 . . . N . . ) .
Si A est non inversible, alors dans la premiére question nous ne sommes pas assurés d’avoir a # 0. Cependant

I’existence de la matrice G reste avérée.
Pour la deuxiéme question, le seul changement vient du fait que la matrice U,, n’est plus inversible.

EXERCICE 5 : Vers la factorisation LU

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre i, notées A;, i € [1,n].
Montrer par récurrence sur ordre n de la matrice A qu’il existe une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure
a diagonale unité telle que la matrice U définie par

U=EA

soit triangulaire supérieure avec U;; = det A; /(U1 % - -+ x Uj_1,i—1), Vi € [1,n].

VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAEVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVS

Correction Soit n > 2, on va démontrer par récurrence sur n la proposition suivante
(Pn)

Soit A € M,,(C). Si, pour tout i € [1,n], les sous-matrices principales d’ordre i de A, notées A;, sont inversibles,
alors il existe une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure & diagonale unité telle que la matrice U = EA soit
triangulaire supérieure avec U, ; = det A;/(Uy 1 x -+ x U;j_1 -1), Vi € [1,n].

Initialisation: n =2 Soit A € M3(C). Si Ay = A;7 # 0 et Ay = A inversible. On va construire une matrice
E € My(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que U = EA soit triangulaire supérieure.

1 0 Al 1 Al 2 Ul 1 Ul 2
EA = 1o Anz) (Ui Uhe)
(E2,1 1) <A2,1 As o 0 Uspo

On a donc Uzy =0 = Ey1A1,1+ Ay ;. Comme par hypothése, 411 # 0, on a Ey1 = —As1/A; 1, ce qui donne

1 0\ [A11 Ao A Ao
BA = : o) =l 2 ~U.
<_ 2\?1 1) (Az,l Az 0 Ays— 2?21‘4172

On a alors
U1’1 = Al,l = det(Al),
AQ 1 A2 2A1 1 — A2 1A1 2 det A det AQ
Upy = Apo— 2214, = 22200 afie _ ‘
»? 22A A Ui Ui

)

Hérédité: Soit n = 3, on suppose que (P,,_1) est vérifiée. Soit A € M,,(C). dont toutes les sous-matrices principales
d’ordre i de A, notées A;, i € [1,n] sont inversibles. On décompose la matrice A sous la forme bloc

An—l ! g
A‘( 7 A)

avec A,_1 € M, _1(C), f e C"! et g e C"~1. Comme les n — 1 premiéres sous-matrices principales de A sont
les n — 1 sous-matrices principales de A,,_1, ces derniéres sont, par hypothése, inversibles. Par hypothése de
récurrence sur A,,_1, il existe une matrice E,,_; € M,,_1(C), triangulaire inférieure & diagonale unité telle que la
matrice U,,_1; = E,,_1A,,_1 soit triangulaire supérieure.

On va construire (si possible) une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que U = EA
soit triangulaire supérieure. La matrice E s’écrit sous forme bloc

avec X,,_1 € M,,_1(C) triangulaire inférieure & diagonale unité et h € C" 1.

On a alors



Pour que la matrice EA soit triangulaire supérieure, il faut que X,,_1A,,_; soit triangulaire supérieure et h*A,,_; +
f* = 0. En choisissant X,,_; = E,,_1, on a U,_; = X,,_1A,_1 triangulaire supérieure. La matrice A,_; étant
inversible, on a A* = —f*A~ 1,

On obtient donc
En—1 ; 0 An_1 ! g U, 1 : En—lg
EA—( A )( A, ) - ( 0 [ A, —h'g )"

On a donc construit une matrice triangulaire inférieure & diagonale unité, E, telle que U = EA soit triangulaire
supérieure. Par construction, on a

Uij = (Un-1)ij, Y(i,7) € [l,n— 1ﬂ2
et donc, par hypothése de récurrence sur U,,_1, on obtient
Ui =detA;/(Uyq % -+ x Ui—1,-1), Vie[l,n—1].

De plus on a,

det(EA) = det(E) det(A)
= det(A) car E tri. inf. & diag. unité
= det(A,,). car A, = A.
et
det(U) = n Uk, k car U tri. sup.
k=1
n—1
= Unn 1_[ Uk,k

k=1

Comme U = EA, on en déduit que la matrice U est inversible (car E et A le sont), que ses coefficients sont non
nuls et, en prenant le déterminant:

n—1
det(An) = Un,n H Uk,k
k=1

et donc det(A
Un n = et( n)

s —1 °
k=1 Uk
La proposition (P,) est donc vraie.

Conclusion: On a démontré par récurrence que la proposition (P,,) est vraie pour tout n > 2.

EXERCICE 6 : factorisation LDL*
Soit A e M, (C).

Q.1
Montrer que s%l existe L € M, (C), matrice triangulaire inférieure o diagonale unité, et, D € M, (R),
matrice diagonale & coefficients diagonauz strictement positifs, telle que A = LDL* alors A est hermitienne
définie positive.

Q. 2
Montrer que si A est hermitienne définie positive alors il existe L € M,,(C), matrice triangulaire inférieure
a diagonale unité, et, D € M, (R), matrice diagonale & coefficients diagonaux strictement positifs, telle que

A = LDL¥*.
ANNNANANANANANANANANNANANANNANNANNNANNININNNNNNANNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNT
Correction

R. 1
Soit A € M,,(C) admettant une factorisation LDL* avec L € M, (C), matrice triangulaire inférieure a diagonale
unité, et, D € M,,(R), matrice diagonale a coeffcients diagonaux strictement positifs.



La matrice A est alors hermitienne car
A* = (LDL*)* = (L*)*D*L* = LDL*.

De plus Vz € C"\{0} on a
(Az,x) = (LDL*z,z) = (DL*z, L*x)
On pose y = L*x # 0 car & # 0 et L* inversible. On obtient alors
n
(Az,z) = Dy,y) = > Diilyil> >0
i=1

car D diagonale, D;; > 0, Vi€ [1,n] et y # 0.
La matrice hermitienne A est donc bien définie positive.

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.

D’aprés le Corollaire de [2], la matrice A admet une unique factorisation LU.

D’aprés le Théoréme la matrice hermitienne A peut alors s’écrire sous la forme A = LDL* ou D est diagonale
a coeflicients réels et L triangulaire inférieure & diagonale unité.

Il reste a démontrer que D; ; > 0, Vi € [1,n].

Comme A est définie positive, on a Yz € C"\{0}, (Az,z) > 0. Or on a

(Az,z) = (LDL*z,z) = (DL*z, L*z)

On note {eq,--- ,e,}, la base canonique de C™ et on rappelle que Vi € [1,n], (De;,e;) = D, ;. Soit i € [1,n]. En
choisissant & = (L*) "e; # 0, on obtient alors

<DL*$, L*$> = <D61‘,6i> = Di,i > 0.

EXERCICE 7 : factorisation de Cholesky
Soit A e M,,(C).

Q.1
Montrer que si A admet une factorisation factorisation réguliére de Cholesky alors A est hermitienne définie

positive.

Q.2
Montrer que si A est hermitienne définie positive alors elle admet une factorisation factorisation réguliére

de Cholesky.

Q.3
On suppose que A est hermitienne définie positive.

a. Montrer que A admet une factorisation positive de Cholesky.

b. Montrer que cette factorisation est unique.

VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAEVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVS

Correction

R. 1
Soit A € M,,(C) admettant une factorisation réguliére de Cholesky A = BB* avec B est une matrice triangulaire
inférieure inversible.

La matrice A est hermitienne car
A* = (BB*)* = (B*)*B* = BB* = A.

Soit € C™"\{0}, on a
(Az,z) = (BB*z,z) = (B*z,B*z) = [B*z|” > 0

car B*z # 0 (B* inversible et & # 0). Donc la matrice A est bien hermitienne définie positive.

2
Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.
D’apreés le Corollaire il existe alors une matrice L € M,,(C) triangulaire inférieure a diagonale unité et une

10



matrice D € M,,(R) diagonale a coefficient strictement positifs telles que
A = LDL*.

On note H € M,,(R) une matrice diagonale inversible vérifiant H*> = D (i.e. H;; = ++/D;; # 0, Vi € [1,n]). On a
alors
A = LHHL* = (LH)(LH)*

En posant B = LH, la matrice B est bien triangulaire inférieure inversible car produit d’une matrice triangulaire
inférieure inversible par une matrice diagonale inversible et on a A = BB*.

a. En choisissant, dans la question précédente,
Vi e [[l,nﬂ, Hi,i = Di,i > 07
la matrice B = LH triangulaire inférieure a alors pour éléments diagonaux

Vi e [[1,nﬂ, Bi,i = Hiﬂ' > 0.

b. Montrons qu’'une factorisation positive de Cholesky est unique.
Soient B; et By deux factorisations positives de la matrice A, on a donc

A = B;Bf = ByB3.
En multipliant & gauche par B3! et a droite par (B}")_1 cette équation on obtient
B;'B. — B3 (BY) ! — B3 (Bi)" — (Bi'By)"
En notant G & B;!By, on tire de I'équation précédente
G=(GYHY* (R7.4)
Or, on a

e Proposition|2.35f I'inverse d’une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux réels strictement
positifs est aussi une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux réels strictement positifs.

e Proposition le produit de matrices triangulaires inférieures a coefficients diagonaux réels stricte-
ment positifs reste triangulaire inférieure a coeflicients diagonaux réels strictement positifs.
On en déduit que les matrices G = B3'B; et G™* = BBy sont triangulaires inférieures a coefficients diagonaux
réels strictement positifs.

De plus I'équation (R7.4) identifie la matrice triangulaire inférieure G a la matrice triangulaire supérieure
(G‘l)>|= : ce sont donc des matrices diagonales & coefficients diagonaux réels strictement positifs et on en

déduit
6% =6
et 1
Vi €5 csetln, (G’l)”. =G > 0.
De I'équation (R7.4)), on obtient alors G = G et donc
1
Vi ey csetln,G;; = >0

i

On en déduit alors que G = | et donc
B;'B; = I

c’est a dire B3! est I'inverse de By qui est unique, donc By = Bs.

EXERCICE 8 : Propriété de la matrice élémentaire de Householder

Soit u € C™ tel que |ull, = 1. On note H € M,,(C) la matrice définie par

H=1-2uu*.

11



Q.1
a. Montrer que H est hermitienne.

b. Montrer que H est unitaire.

Soit z € K. On note x| = proj, (z) £ (u,z)u etz =z — ).

Q. 2
Montrer que

H(xJ_ +:1:||) =T —Z|

et
Hr =z, si {x,uy=0.

1 VA VA VA VA VA VA VA VA VA VA VA VA VAVAVAVAVA VA VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA VA VA VA VAVA VA VA VA VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVANS

Correction

R. 1 . ..
a. Cette matrice est hermitienne car

H* = (I — 2uu™)™ = | — 2(uu®)* = | — 2uu™ = H.

b. La matrice H est unitaire si H¥*H = 1. On a

H*H = HH = (I — 2ua*)(I — 2uu®)
= | — duu® + duuFuu®.

Or, par hypotheése, on a u*u = |ull, = 1 et donc

H*H = | — duu™ + 4u(u*u)u™* = I.

On note que par construction {u,z ) = 0. En effet, on a

w,z1) = {u,z —z))
= (u,z) — (u, )
= (u,x) — (u, (u, x)u)
= (u,z) — (u,z){u,u)

=0 car (u,u) = Hqu =1
On a alors

Hu)(x. +2)) = (I - 2uu™) (L +2)) =21 +2) —2u u’ 'z, —2uu’x)
——
=0
=z, +z - 2ww* ((u,z)u) =z, +z — 2{u,z)u uu
-1
=T +2I) —2.’1:H

=.’L‘J_—.’II||.

Si{x,uy=0alorsz =0etx =2,.

EXERCICE 9

Soient @ et b deux vecteurs non colinéaires de C™ avec [b|, = 1. On va chercher a € C et u € C*, |Ju], = 1,
vérifiant
H(u)a = ab. (9.1)

12



R.

Q.1
Montrer que si a et u vérifient (9.1) alors

a. ona
| = [al, (9.2)
b. on a
a—2{u,ayu = ab (9.3)
c. on en déduit que
{a,ay — ala,b)y
(= BB @Y (9.4
Nous allons maintenant établir une condition pour que (9.4) ait un sens.
Q. 2
On suppose que arga = —arg({a, b)) [r]
a. Montrer que a{a,b) € R.
b. Montrer que {a,a) — a{a,by e R**.
Q.3
Soient o et w vérifiant (9.1). En déduire que si arga = — arg({a, b)) [7] alors w est donné par
(o~ ab) 95)
= a — ab).
2wy "
et Jul, = 1.
Correction

1
Par la suite, on pose H = H(u) pour alléger les notations.

a. On a
la|? = (a,a) = (H*Ha,a) car H unitaire
= (Ha,Ha) par définition du produit scalaire
2 2 2
= [Hal; = Jab]; = |of* bl = of*.

b. Pour établir (9.3]), on écrit

Hu)a = ab < (I — 2uu™)a = ab
<~ a—2u(u*a) = ab

< a—2u,a)u=ab
c. En effectuant le produit scalaire (& gauche) avec a de (9.3)), on obtient

<a7a> -2 <uva’> <a'7u> = O‘<a,b>

ce qui prouve (9.4)).

a. On a par définition de Pargument a = |ae'®#* et (a,b) = |{a,b)|e**#(@®) ce qui donne
o (a,8) = || (@, by [ arars@d) (R9.5)
et donc «{a,b) est réel si arga + arg({a, b)) = 0 [r].

b. On vient de demontrer que a{a,b) € R et donc {(a,a) — aa,b) € R. Il reste donc & montrer que {(a,a) —
ala,by > 0.

o Siarga = —arg({a,b))+m [27], alors de (R9.5]) on obtient a{a,b) < 0 et donc {(@,a)—a{a,b) > |a|, > 0
car a # 0.
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e Siarga = —arg({a,b)) [27], alors de (R9.5|) on obtient «{a,b) > 0.

Comme les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires, on a inégalité stricte dans Cauchy-Schwarz :
[<a,b)| < lall, 5] = lall, -

On obtient donc ,
0 < ala,b) < |af[<a,b)| < |al|a], = |al;

Attention, dans ce cas {a,a) — a{a,b) peut-étre trés petit.

On peut noter que (u,a)y # 0 car sinon, d’aprés (9.3), a = ab or par hypothése a et b sont non colinéaires. On
obtient alors immédiatement (9.5)) & partir de (9.3))

Vérifions que |ul, = 1. On a
1
Jul? = wuy = — ' (a— abia— ab)
’ 4 (u,a) 2

En utilisant (9.4)), on obtient

4 (u,a)|? = 2((a,a) — ala,b))
= 2 af; — 20 (a,b)
De plus, on a
{a — ab,a — aby = (a,a) —ab,a) — ala,b) + |a\2 (b,by = HaHg —a{b,ay — ala,b) + |o¢|2
= 2|a|; - @b, a) — ala,b)
=2|al3 — 2a{a,by car ala,by = (ala,by) = alb,a)e R

On en déduit donc que |juf, = 1.

EXERCICE 10

Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C™ avec |b, = 1.

A Ecrire la fonction algorithmique Householder permettant de retourner une matrice de Householder H et
a € C tels que H(uw)a = ab. Le choiz du o est fait par le parameétre § (0 ou 1) de telle sorte que arg o =
—arg(<a, b)) + dm avec |a| = |a|, .

Des fonctions comme dot(a,b) (produit scalaire de deux vecteurs), norm(a) (norme 2 d’un vecteur), arg(z)
(argument d’un nombre complexe), matprod(A,B) (produit de deux matrices), ctranspose(A) (adjoint d’une

matrice), ... pourront étre utilisées

Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la fonction vecrand(n)
retournant un vecteur aléatoire de C™, les parties réelles et imaginaires de chacune de ses composantes
étant dans 10,1 (loi uniforme).

Q.3 . . .
Proposer un programme permettant de vérifier que § = 1 est le "meilleur” choix.
A VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV,
Correction
R.1 _ . L N
Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C™.

Les données du probléme sont a, b et . On veut calculer « et la matrice H(u).
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Algorithme 2 Calcul du « et de la matrice de Householder H(u) telle que H(u)a = ab.

Données : a,b : deux vecteurs de C™ non nuls et non colinéaires.
) : 0oul, permet de déterminer a.
Résultat : H : matrice de Householder dans M,,(C),
a : nombre complexe, de module ||al|, et d’argument — arg({a,b)) + é=.
1: Fonction [H, a] < Householder( a,b,0 )
2. ab < dot(a,b) = dot(a,b) = X1, @b,
3:  «a <« norm(a) * exp(i * (§ * m — arg(ab)))
4 u<—a—axb
5: U «— u/norm('u,)
6: H«— eye(n) — 2% matprod(’u,7 ctranspose(’u,))
7: Fin Fonction

S U A W N e

: m<«— 100
: @ « vecrand(n)
: b« vecrand(n)

b < b/norm(b,2)

: [H, a] < Householder(a, b, 0)
. error < norm(H +a — v # b, 2)

: n<« 100
: @ < vecrand(n)
: b<—a+ le— 6 *vecrand(n)

b < b/norm(b,2)
[Hi, a1] < Householder(a, b, 1)
[Ho, ap] < Householder(a, b, 0)

. error0 « norm(Hg * @ — ag % b,2) /(1 + abs(a))
. errorl < norm(H; #a — ay xb,2)/(1 + abs(ay))

109

- - -

o IS) o
] = >
T

IIHa- a bil /| al
3
T
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10715 F
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102
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Figure 1: Choix de a dans Householder : erreur relative en norme Lo
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EXERCICE 11
Soit n > 2.

(Pn)

Soit A, € M, (C) une matrice. Il existe une matrice unitaire U,, € M, (C) et une matrice triangulaire
supérieure R,, € M,,(C) telles que
UnA, = R.. (11.1)

Q.1
Démontrer par récurrence que ¥n € N, n = 2, (P,,) est vraie.

.2
Soit A € M,,(R). Montrer qu’il existe une matrice unitaire Q € M,,(C) et une matrice triangulaire supérieure
R e M, (C) telles que
A= QR.

(Qn)

Soit A, € M,,(R) une matrice. Il existe une matrice orthogonale U,, € M,,(R) et une matrice triangulaire
supérieure R, € M,,(R) telles que
U, A, =R,. (11.2)
Q.3
La proposition (Q,,) est-elle vérifiée pour tout n = 27 Justifier.

Q. 4
Soit A e M, (R).

a. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q € M, (R) et une matrice triangulaire supérieure R €
M, (R) telles que
A =QR.

b. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q € M, (R) et une matrice triangulaire supérieure R €
M, (R) a coefficient diagonaux positifs ou nuls telles que

A = QR.

c. On suppose A inversible. Montrer qu’il existe une unique matrice orthogonale Q € M, (R) et une
unique matrice triangulaire supérieure R € M, (R) a coefficient diagonauz strictement positifs telles
que

A =QR.

ANNNANANANANANNANANANNANANANANNANNANNANNANNNNANNANNNANNNNNNANNANNANNNNNNNNS

Correction

1
e Initialisation : on va montrer que (Pz) est vraie

Soit A € M5(C). On note a = A.; (premiére colonne de A) et b = (1,0)".

— Sia # 0 et si @ non colinéaire a b, on est sous les conditions du théoréme ?7. On défini alors a € C
la| = |a|, et arga = —arg{a,b) + o7 (choix § = 1 préférable) Dans ce cas on a

H <a—ab> 0 ab.
la — abl,

On pose U =H <ﬁ) qui est une matrice unitaire.
2

— Sia =0 ousia est colinéaire a b, alors as = Az 1 = 0 et on pose U = |, qui est unitaire, et o« = taq(=
iAl 1).

Dans les 2 cas, on obtient

UA=U(A1|A2)=(UA1|UA, )= (ab|UA, )= ( 0

ol R est triangulaire supérieure.
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e Hérédité : soit n = 2, on suppose que (P,_1) est vérifiée, on va alors montrer que (P,,) est vraie.
Soit A € M,,(C). On note @ = A.; € C" (premiére colonne de A) et b = e;, premier vecteur de la base
canonique (Vi € [1,n], b; = d1;).

— Sia # 0 et si @ non colinéaire a b, on est sous les conditions du théoréme ?7. On défini alors a € C
|a| = |a|, et arga = —arg{a,by + ém (choix § = 1 préférable) Dans ce cas on a

Y <aab> o — ob.
la — abl,

On pose H=H <ﬁ) qui est une matrice unitaire.
2

— Sia =0 ousia est colinéaire a b, alors Vi € [2,n], a; = A;1 = 0. On pose H = |, qui est unitaire, et
o = ial(z iAl,l)-

Dans les 2 cas, on obtient

HA

H(Ax [Agz | . [AL )= (HA, |HA, | ... |HA, )
( aeq ‘ HA;72 ‘ ‘ HA;yn )

On en déduit que HA s’écrit aussi sous la forme

HA = . An—l
0
ou A,_1 € M,,_1(C). On peut donc appliquer a A,,_; I’hypothése de récurrence: 3U,,_; € M,,_1(C) unitaire,
produit d’au plus (n — 2) matrices de Householder, et, IR,,_1 € M,,_1(C) triangulaire supérieure telles que

U, 1An1 =R, 1.

On défini alors

1 ‘ 0 0
0
Sl
0
On a
1 ‘ 0 0 1 ‘ 0 0 1 ‘ 0 0
o= | ¢ ’ Y
B : Up—1 : Un_4 : Un—1Uj_y
0 0 0
Comme U,,_; est unitaire, on en déduit que U est aussi unitaire. On a alors
1‘0 0 a‘o ° a‘o °
0 0 0
U(HA) = ; U, . : An_y T ] UnaAe
0 0 0
[0 ‘ ] ]
= O YR, € M,(C)
: Rn—1 " e
0

Comme R,,_; est triangulaire supérieure, on en déduit que R,, est aussi triangulaire supérieure. On pose
U,, = UH. Cette matrice est unitaire, car produit de deux matrices unitaires, et on a

U,A =R,.
La proposition (P,) est donc vérifiée.

e Conclusion : on vient de démontrer par récurrence que, Yn € N, n > 2, (P,,) est vraie.
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EXERCICE 12
Soit A € M, +,(C) la matrice bloc

m n

A_mUF
"2\l E |V [T

On note v = V. ; € C" le premier vecteur colonne de V et on suppose que v est non nul et non colinéaire & e}
(premier vecteur de la base canonique de C™).

.1
Ezxpliciter, en fonction de v, le vecteur u € C" tel que

Huv = ae?, avec Hu) = | — 2uu*.

Q. 2
x
Soient x € C™ ety € C™. On pose w = ( v > € C™*". Déterminer H(w) en fonction de H(z) et de H(y).
Q.3
0
On pose w = u e Cmtn,

a. Déterminer H(w)A en fonction de H(u).

b. Que peut-on dire de particulier sur le bloc (2,2) de H(w)A?

EXERCICE 13
Q.1
Ecrire une fonction FactQR permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A € M, (C).
On pourra utiliser la fonction Householder Ezercice [10

Q. 2
Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.

Correction
1
L’objectif est de déterminer les matrices Q, matrice unitaire, et R matrice triangulaire supérieure telle que A = QR.
Données : A : matrice de M, (K).
Résultat : Q : matrice unitaire de M, (K).
R : matrice triangulaire supérieure de M, (K).

On rappelle la technique utilisée dans la correction de l'exercice ?? pour déterminer ’ensemble des matrices de
Householder permettant de transformer la matrice A en une matrice triangulaire supérieure. On pose

Al — A Alk+1] — yIeHIAIRL g e 0,0 — 2]
ott HI*+11 est soit une matrice de Householder soit la matrice identité. Plus précisement, on note s € K"% le

vecteur composé des n — k derniéres composantes de la k + 1-éme colonne de Al¥l et @ = ( """ )

e Si s; =0 ou s colinéaire a e;‘_k premier vecteur de la base canonique de K™% alors
HIFT =,

En notant ey, ; le k + 1-éme vecteur de la base canonique de K", cette matrice peut-étre calculée avec la

fonction Householder par
[HIF+1] o] — Householder(a, €pi1,1)

e sinon HF+11 = |.

On a vu que dans ce cas A" est triangulaire supérieure. On pose H = HI" 1 x ... x HIY qui est une matrice
unitaire. On a alors R = Al"~1 = HA et Q = H*.
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Algorithme 3 | R Algorithme 3 | R,
L |Calcu1er Qet RJI— 1: He HlP-1 5 .. HIU
22 R—H=xA
3: Q «— H*
Algorithme 3 | R, Algorithme 3 | R,
(H(_H[nfl]x...xH[u 1 H—I
L: 2. A[O] — A
22 R—H=xA : . .
3. Q — H* 3: Pour k < 0 an — 2 faire
H—{ 4:  Calculer H**1 & partir de Al¥]
5. Ale+1]  Hlk+1] 4 plk]
6:  H« HFH 4 H
7: Fin Pour
8 R—H=A > ou R « Aln=1l
9: Q «— H*
Il est inutile de stocker les matrices Al*! et HIF+11:
Algorithme 3 | R, Algorithme 3 | R3
1 He—1 A0l — A : H—I,R<A
2: Pour k < 0 a n — 2 faire 2: Pour k£ < 0 & n — 2 faire
3. Calculer H**1 & partir de Al 3. Calculer S( = HF+1)) & partir de R( = Al¥])
4 AR L], Al 4: R<«Sx%R > compute AlF+1]
5: HHHU‘"JFI]*H 5: H«—SxH
6: Fin Pour 6: Fin Pour
7. R« Aln—ll 7. Q « H¥
8 Q « H*
Algorithme 3 | R Algorithme 3 | Ry
I H—I,R<A : H—1,LR<A
2: Pour k < 0 & n — 2 faire 2: Pour k < 0 an — 2 faire
[Calculer S( = HIF*1) a partir de R
3: 3: a<—[0k;R(k+1:n7k:+1)]
4: R« S=xR T=1 4 ep ., €C" ep (i) = dpy14, Vie[1,n].
5. H<—SxH 5: [R,a] < Householder(a,ez+1, 1)
6: Fin Pour
7 Q « H¥ 6: R« SxR
7 H — SH
8: Fin Pour
9: Q «— H*
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Algorithme 3 Fonction FactQR
Données : A : matrice de M, (K).
Résultat : Q : matrice unitaire de M, (K).
R : matrice triangulaire supérieure de M,, (K).
1: Fonction [Q,R] « FactQR( A )
20 H<«1
33 R<A
4:  Pour k — 0 an — 2 faire
5: a0,
6 Pour i — k£ + 1 a n faire
7 a(i) < R(i,k+ 1)
8 Fin Pour
9: e—0, ek+1)—1
10: [S, a] < Householder(a, e, 1)
11: R<S=R
12: H<—S=xH
13:  Fin Pour
14: Q< H*
15: Fin Fonction

R. 2 .
| A faire!
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